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НЕКОТОРЫЕ АСИМПТОТИЧЕСКИЕ ФОРМУЛЫ 
ДЛЯ СУММ МУЛЬТИПЛИКАТИВНЫХ ФУНКЦИЙ 
И ИХ ПРИЛОЖЕНИЯА. С. ФАЙНЛЕЙБЭлементарные методы изучения асимптотического поведения сумм муль­типликативных функций f(ri) обычно состоят в использовании имеющихся сведений о суммах типа f(pr), где pr пробегает степени простых чисел(1-4].Для широкого класса мультипликативных функций нужная информация об f(pr) является непосредственным следствием закона распределения прос­тых чисел в натуральном ряду или простых идеалов в алгебраических чис­ловых полях. Это во многих случаях дает возможность находить для сумм 2 f(ri) либо асимптотические разложения по степеням logx, либо пониже- λ≤x ние exp ( —(logx)αj (0<α<l) в остаточном члене [3, 4].В настоящей работе для получения сведений о поведении f(ri) на мно­жестве степеней простых чисел вместо законов распределения простых чисел или идеалов используется имеющаяся в некотором классе случаев возмож­ность „приблизить“ функцию/(л) в степенях простых другой мультиплика­тивной функцией g(n), асимптотическое поведение которой известно. Это позволяет доказывать асимптотические формулы для сумм ]Γ f(n) со сте­пенным понижением в остаточном члене. В некоторых случаях удается на ходить средние значения /(и) на множестве значений полинома, заданного на всем натуральном ряде или на простых числах. Получены приложения к ве­роятностной теории чисел и некоторым другим вопросам.

Теорема 1. Пусть f(n) и g(n) — мультипликативные функции, 0<λ< 1, 
g (п) определяется равенством

пусть, далее, функция g(n) такова, что∞
для всех простых р, и

∑1⅛21<oo
г = 1

(I)
(2)
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где Q{μ) — полином степени к. Тогда, если∑ ∑ 'z°,>wι <°°, (3)
p Г= 1

то
∑ f («) = хР (log *) + О (xλ+6), (4)n≤JC

где Р(и) — полином степени ≤k, ε>0 произвольно мало. Степень Р(и) рав­
на к тогда и только тогда, когда для всех р

Доказательство. ПустьА(«)= ∑∕Wi(⅜), (5)
d(n

f(n)= ∑ g Wh fa). (6)
d∣nТогда

h(j>') = ∑ (-l)m^1 2 [f(Pk,)~g(Pk,)) g(Pk,)-∙∙g(p','")- (7)
m=I k1+...+km=r

ki>0Действительно,g(Pr)+ ∑ g(Pr) ∑ (-iyn^1 ∑ (∕(pt*)-g(pfc∙)) g(p'',)∙∙∙g(p*m) =Z=o m=l kl+...+km=r-l

=g(pr) + ∑ (-i)m^1 ∑ (∕(pt,)-g(pt*)) g(j>k∙)-■-g(j>k",) +
m≈l kl+...+km=r

+ ∑ (-I?"-1 ∑ g(p,) ∑ {f(j>kl)-g(pkl)) g(pt,')...g(pkm')=
m=l / = 1 ki+...+km=r-l

=g(p')+ ∑ (-l),"-1 ∑ (∕(pt,)-g(pt,))g(pfc,)∙∙∙g(p*m) +
m=l kl+...+km=r+ ∑ (-1)" ∑ (f(pk')-g(pkl)]g(pk,)---g(pkm)==

m=2 kι+...+km=r

=g<j>r)+f(pr)-g (j>,)≈f(P')-Покажем, что для любого ε>0∑J≡-<oo. (8)
л=1Из (2) вытекает, что g(n) = O(nλ), откуда следует:

г = 1



Некоторые асимптотические формулы 537так что при p>po=Po(ε)
и для всех р

1
p-(λ+ε) < 2 ’

prfr+ε) < 00 •

2 ∣g(ιr) I
г = 1

Σ
г = 1Поэтому при p>pq

Σ pr (λ+ε)

r = l

Σ
Л1=1

со

= Σ Σ
m=l fc=l

I ∕(pfe)- g (pfe) I pfc(λ+≡) оо

(Σ

1 = 1

I g (√) I Vn~ *9 V p∕(λ+ε) ) Zλ
r=l

l∕(X)-g(X)l 
pr (λ + ≡)∞

Отсюда и из (3) получаем:
Так как для всех р Σ

P>Po г=1

l*⅛>r)l
j,r(λ+ε) < 00 •Σ

ТО

∞
pr (λ+ε>

■ = 1

1 1 v ∣Λ(pr)∣ , V ∣∕0,r)∣ Wι ' V ∣^r)∣ \ - γλ1+ 2 + 2 тм) I1 + 2. 7α+ιr)<∞∙
г=1 г = 1

Следовательно, 
у у IА (pr) I Δ Д ∕ (λ+e)

P≤Po »- = 1

< 00.

∞
Σ
л=1

оо.
Отсюда вытекает, что

2 ∣A(n)l ≤xλ÷, ∑ -⅛⅞‰O(*λ+').

n≤x n≤x
(9)

и для любого целого s≥0
2 A⅛ιog>n = c,+O(x^l+'). (10)
π≤xИспользуя (2), (6), (9) и (10), находим:

∑∕W= ∑ ∑ h(d)g (∙j)= 2 A(<0 ∑ ?(»)-

π≤x л<х [d/л d≤x х
"^d

= x Σ -d- Q (1°g √)+o (*λ+, ∑ j⅛⅛^) = xP(logx) + O(x*+∙),

d≤x d≤x



538 А. С. Файнлейбгде P(u) - полином степени ≤fc, с коэффициентом при ик, равным *⅛-∙.∏('+Σ λ⅛1)-
л=1 р г=1-*Π(1 + Σ ⅛1)(ι+∑-≈⅛1r∙
р r=l г=1где а0 — старший коэффициент Q(u).В случае, когда g(n) тождественно равна единице, аналогичный прием позволяет находить средние значения f(n) на множестве значений целочис­ленного полинома и на множестве значений такого полинома в простых чис­лах. Кроме того, получается несколько более точная оценка остаточного члена, чем та, которая вытекает из теоремы 1.

Теорема 2. Пусть К (и) — целочисленный полином степени к, ω(J) - 
число решений сравнения tf(u)≡0(mod<Z), (И)ω1 (d) — число решений этого сравнения, взаимно простых c d. Пусть, да­
лее, f(п) — мультипликативная функция, 0≤α<-^-, β > О, и

∏ (1 + ∑ lz<jW~1>' ω(pr))- О (dogx)3). (12)
p≤x г=1

Тогда, если K(n)>0 при x0<n≤x, то

и

∑ f [κ(n)} = C1x + О (x∙* (log х)₽), x0<n≤x (13)
∑ ∕(*(p)) = C2li(x) + O⅛), (14)

где
X0<∕>≤X

C1-∏(l+∑ ω(p')),
р г = 1

(15)
¾-∏(ι + ∑ WSγl-H∙

р г = 1
(16)

А — сколь угодно большая константа. Доказательство. Положим*(»)- ∑ и (?)/(<*)•
d∣nТогда ∑ ∕(JC("))= ∑ ∑ *W- ∑ ‘И ∑ 11

x0<π≤x x0<λ≤x d∣K(ri) d≤Kl(x^) x0<n≤x ’JT(n)≡O(rf) где
K1(x)≈ max К(п).

x⅛<n<x



Некоторые асимптотические формулы 539Пусть fl1, αa, ..., αω (d) - представители различных классов вычетов дулю d, удовлетворяющих сравнению (11). Тогда
ω (d) ω (d)

по мо-Σ 1-∑ Σ 1-∑ Й+о(1>)-«^ + о("»).
x0<n≤x

X(n)≡0(d)откуда v=l x,<π≤x 
n≡αv(d)

∑ f[κ(n))=x 2 
x0<n≤x J≤X1 (х)

А (d) ω (d) 
d

+ о( 2 ∣A(rf)∣ω(<∕)).
d≤Kl (х)

(17)
Так както h(pr)=f{pr)-f(pr~1)i

Į А (</) Į ω (€/)
d≤y

da

ao-∏('÷∑
p≤y r=l

l∕(⅛W→>l ω(p9) = θ(dog^)∙.
∑ ∣∕ι(d)∣ω(d) = O (y,(logj>)βj ; 
d≤y

(18)

где
2 A(d) ω(d) _ 1 
d≤y

⅛(<mo+ ∕ ∑M<Ψ)7=
d≤y l d≤u

= Cl + O (y-1(logj>)β)i (19)c1-∑i≡-∏∣ι+∑≡≡.(Λ).
PАбсолютная сходимость произведения следует из (12). Подставляя (18) и (19) в (17) и учитывая, что K1 (х) = О (xk), получаем (13). Далее,

∑ f(κ(p))- ∑ ∑ h(d)= ∑ h(d) ∑ 1 =
xβ<^≤x x0<p≤x d∣K(p) d≤Ki(x) xβ<p≤x

X(p)≡0(d)

d=∖ рг оценки

v = l

d

г = 1

Так какΣ 1 =
x,<p≤x 
P≡αv(<O

ω (d) ω (d)

∑ h(d) ∑ 2 1= Σ aW Σ Σ 1 +
d≤Xx(x) v=l xβ<p≤x d≤Xx(x) v = l x0<p≤x

p≡αv(d) (βy, d)=lp≡avW)

ω(d)+ Σ ^w Σ Σ 1∙ (2°)
d≤Xx(x) v=l x0<p≤x

(av, d)>l J>≡av(d)

0(1), если (av,<Z)>l,li(x) + O (xe-τzι°8*), если (av, <Z)=1, J≤log*x,
О (max , 1H, если (av, d)≈l, log* x<d≤K1(x),



540 А. С. Файнлейб(см., например, [5]), то из (20)2 ∕(κ(,))=li(x) ∑ 2¾W +
*><P≤x rf≤log5x

+ θ[xe-y^ X ∣AW∣ω(φθ(x £ ∣*<^<⅜
d≤logβ х log® x<d≤Ki(x)+ θ( 2 ∣AW!ω(<θ) = C2li(x) + θ(i^τ),

log® x<d≤K1 (je)если α<-^- , так как из (18)2 ∣⅛W∣ω(rf) = O(log≡x),
d≤logff х∑ ∣A(d)∣ωW=O (*°t(logx)li) , 

d≤K1 МΣ
d>log®x

IH<*)∣ω1(<∕) Φ(rf) Σ
</>log® х

I Λ(<Q Į ω (<Q <Z1-≡Рассмотрим некоторые применения теорем 1 и 2.1. Пусть ψ(n) - целозначная аддитивная функция, равная нулю в про­стых числах. И. П. Кубилюс [6] доказал, что для любого целого к
N

⅛ 2 l=λt + Λ4(JV), (21)
л=1)

Ψ (∏)=Λгде λfc определены рядом ФурьеΣ W*=∏(ι÷∑
k=-∞ р г=2

Rk (N) → 0, обобщив тем самым результат А. Реньи [7], представляющий частный случай (21), когда ψ(n)= (r—1). Оценка Λk(JV) впоследствии уточ-
prll∏нялась И. П. Кубилюсом [6], Б. В. Левиным и автором [4]. Недавно И. П. Кубилюс показал, что

Rlt(N) = O (N^τ}. (22)Для случая Ψ(λ)= ∑ (r~ 1) Г. Деланж [8] получил оценку
Prl∣n ι

Rlc(N) = O {κi (log log ΛQfc) . (23)Применение теоремы 2 позволяет уточнить оценку (22) в общем случае Правда, для ψ(w) = (г— 0 получающийся результат при к<
prl∣nхуже оценки Г. Деланжа (23).

Теорема 3. Равномерно по k

ψ 0l) = fc

1 
N (24)



Некоторые асимптотические формулы. 541Доказательство. Положим в формулировке теоремы 2 K(μ} = u, 
f (п) = eitφ (в), 11Į ≤ π. Тогда ω(J)=l, а = у , β = 2, так как f(p) = 1, ∖f (pr) — —∕(pr^1)∣≤2. По теореме 2,∑ = (ι+ į )+0(]∕ ΛΓlog≡JV),

л=1 р г = 2откуда
N π N1 

N Σ
л=1

l=-^r [ e~itk е^{п} dt = ^λk + O (
—π л= 1

< log2 N '⅛ Vλγ ,
Ψ M=kЕсли для простых р

Ψ(P) = Ψ(P2)=∙ ∙ ∙=Ψ(p'-1) = 0,то оценка (24) совершенно аналогичным образом улучшается:
4- ∑ l=κ+θ (√-rlog2Λr). (25)

л=1
Ψ W=kСледствием теоремы 2 является локальный закон для некоторых аддитивных функций, заданных на множестве ,,сдвинутых“ простых чисел.

Теорема 4. Пусть ψ (и) — целозначная аддитивная функция, ψ (р) = О 
при простых p, I — целое число, отличное от нуля. Тогда

Σ l = ⅛liW + θ(1⅛) (26)
l<p≤N 

ψ (p-∕)=fc

со сколь угодно большим А, где μjk определены рядом Фурье

Σ
.. т-r ∕ eiιΦ(pr)-e⅛Ψ(pr-1) \

W'k= ∏(1+∑ x-χ(‰i) )•
k=-∞ P×ll∖ г =2Доказательство. Применим формулу (14) с K(u) = u-I, f(n) = = e,7ψ (л), 111 ≤ π. Так как ω (d) = 1,J 1, если (d, Į11) = 1,ωι W -1 Q, если J ∕ I) > 1,то в (12) α = y, β = 2, откуда∑ (1 + ∑G⅛).

l<p≤N p×∖l∖ r=2Умножая на e~ilk и интегрируя по t в интервале (-π, π), получаем (26).Аналогичным образом доказывается
Теорема 5. Пусть ψ (п) — целозначная аддитивная функция, равная ну­

лю в простых числах, Tk (N) — число представлений натурального числа N ■в виде
N=p÷ mk, 
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где р — простое, ty(mk) = k. Тогда при N→ ∞

Tk(N) = rtt(N)ti(N) + O (κ-⅛-),

где ηfc(N) определены рядом Фурье

Σ rlk(N)e>'^ ∏ (1+ ∑ χ-4,-1) ).
к= — ∞ p∕N г=2

А — сколь угодно большая константа.
2. Теорему 2 можно применить к исследованию асимптотического пове­дения некоторых сумм, связанных с функцией Эйлера φ(n).
Теорема 6. Пусть К (и) — целочисленный полином, в разложении кото­

рого на неприводимые целочисленные множители имеется I множителей по­
ложительной степени, ω(d) — число решений сравнения K(u)≡0 (mod d), 
ω1(d) — число решений этого сравнения, взаимно простых с модулем. Тогда 
при s ≥ 1 ∑ (2⅞^-)1=c>W^ + θ((to^),,)∙ <27).

X0<Π≤X

U ∑ (⅛⅛^-) = c≈ Wli W + θ (⅛-) - (28).
x0<p≤x

если K(ri)>0 при x0<λ≤x, где 
cl<->=π('÷⅛h((ι4)'-')))'

А — сколь угодно большая константа.Доказательство. Так как =(1 — у), то в данном случае
∏ (1 + ∑ ω(X))= ∏ (1 (1 -(14)'))≤

«П (∣+τ⅛4∏ (ι+⅞⅛)∙∙
p≤x p≤xИз теорем работы [9] вытекает, что∏(ι + ^L)=0((,°gxy).

p≤XПоэтому функция f(n) = ^У при j>1 удовлетворяет условиям тео­ремы 2 с α = 0, β = ∕∙s. Отсюда следуют оценки (27) и (28).



Некоторые асимптотические формулы 543По теореме 6, например,Σ⅛⅛i->∙ ∏ (i-⅛)+o<⅛a

2 g(n) = ×∙x + O (х (32)
π≤xгде κ>0. Из (31) вытекает, что при простых р1, если р = 1,0, если р ≠ /, р ≠ 1 (mod Z),Z-l, если p≡≡l(modZ).Отсюда и из (32) следует, что функцииμ2 («) (Z — 1 )v0,> ,если p∣n →p ≡ 1 (mod Z), 0 при остальных п,

n≤x p≡l(mod4)

Σj⅛⅛Λ=∏w∙ ∏ ('-t⅛>)÷°(⅛)∙ 
p≤x p≡l(mod4)Для случая, когда K(u) = au, s≥l — целое, оценка(27)получена другим ме. тодом в работе [10].3. В работе Б. Μ. Уразбаева [11] аналитическим методом доказана сле­дующая асимптотическая формула для числа Nt(x) циклических полей про­стой степени Z, дискриминанты которых не превосходят xl~1'.

1-2 i c
Nl(x)=γ∙x+O (√~1 (29)

где γ — положительная константа. Формула (29) при этом была получена как следствие асимптотической оценки суммы5z(x)= 2 И‘(Л)(/-1)’Ч (30)
p∣n→p= I (/)где v (и) = 2 1, μ (п) — функция Мёбиуса. Применение теоремы 1 настоя- 

Р/пщей работы позволяет найти более точную оценку суммы (30), чем в [11], и тем самым уточнить остаточный член в формуле (29), при Z>3.Известно (см., например, [12]), что если ζχl(s) — дзета-функция поля деления круга на Z частей, где I - простое, то
ζr,ω=ζω∙∏L(j, х). onχ≠χβгде χ пробегает неглавные характеры по модулю Z. Пусть g(n) — число идеалов поля Kh норма которых равна п. Тогда (см. [13])

g(p)≈i+ ∑ x(p) =χ≠x∙



544 А. С. ФайнлейбИ g (л) удовлетворяют условиям теоремы 1 с λ = max(y, -Ц^ + е. Поэтому 
Sι(x)= ∑ f(n) = ×1∙(x+O (х (2' ' )+ Л , π≤x \ /где κ1>0, так как f(n) неотрицательна. Отсюда следует

Теорема 7. Число Nt(x) циклических полей простой степени I с дискриг 
минантом, не превосходящим xl~1 при x→ ∞ равно

∕ max (7-p , 4)+e∖
ΛΓz(χ) = γ.χ÷O (χ v' 27

4. При оценках играют суммы вида сверху по методу решета А. Сельберга важную роль sw∖ξ.∏T⅝∙
р/л

vj∖e ω (и) — число решении сравнения K(u)≡Q (mod«), .К(ы) - примитивный целочисленный полином. В работе [4] для таких сумм была получена следу­ющая оценка: Λ(x)=P(logx)+0(e-<,°β'>",), 0<α<l, (34)где Р(и) — полином степени k, к — число неприводимых рациональных мно­жителей К (и). Теорема 1 дает возможность доказать для R(x) асимптотиче­скую формулу со степенным понижением в остаточном члене.
Теорема 8. Имеет место формула

-min f J- 2 λ∣ c
R(x)=P(logx) + O (х '°m',2, i+k, (35)

где d — степень полинома К (и).Доказательство. Пусть
K(u) = K1{u)∙K2(u)∙ ... ∙Kk(u)— разложение К (и) на неприводимые целочисленные множители, Kyt — алге. браическое числовое поле, порожденное полиномом Av(w), ωv(p) — число ре­шений сравнения Ky, (и) ≡ 0 (modр). Б. В. Левин [9J, показал, что для всех р, за исключением конечного числа, ωv(p) равно числу идеалов с нормой р в поле Av, и

кωtP)= ∑ ωv(p). (36)
v=lПусть Fyt(n) - число идеалов с нормой п в поле Ky,. Тогда, как извест­но [13],

22 Fv(n) = κv∙x + O (χ1 **+1 ) ,
Π≤Xгде κv > 0, ky, — степень полинома Kyt (и). Пусть
gfr)= ∑ F1(n1).. .F∣l(n∣t).

(37)



Некоторые асимптотические формулы 545Исходя из (37), нетрудно показать по индукции, что■ 2 
∑ g(n) = xQ(logx)+O (х ,l+lc ), n≤xгде Q (и) — полином степени k — 1. Применив теорему 1 к функциям g («) и 

f(r,∖- иа (”)ω (”)∏('-⅛a)
pinс λ = max (у, 1-j^∙) + ε, получаем:

2 ∕(n) = xP1(logx)+O ,
Λ≤Xгде P1 (и) — полином степени k — 1, откуда, после суммирования по Абелю вытекает (35). Поступило в редакцию Ташкент 3.1.1967
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KAI KURIOS ASIMPTOTINĖS FORMULĖS MULTIPLIKATYVINIŲ 
FUNKCIJŲ SUMOMS IR JŲ PRITAIKYMAIA. FAINLEIBAS
(Reziumė)Siame straipsnyje nagrinėjama multiplikatyvinių funkcijų vidurkių asimptotika. Rei­kalingiems duomenims apie funkcijos f (n) reikšmių pirminių skaičių aibėje pasiskirstymą gauti vietoj pirminių skaičių ar idealų dėsnio panaudojama eilėje atvejų galimybė funkci­



546 А. С. Файнлейбją f (n) aproksimuoti tam tikra prasme kita multiplikatyvine funkcija g(n), kurios asimp- totika žinoma. Tai leidžia sumų ^/(w) asimptotinėse formulėse gauti liekamąjį narį, n≤xturintį laipsninį pažemėjimą. Duodami gautų teoremų pritaikymai tikimybinei skaičių teo­rijai ir kitiems klausimams.
SOME ASYMPTOTIC FORMULAE FOR THE SUMS OF MULTIPLICATIVE 
FUNCTION AND ITS APPLICATIONSA. FAINLEIB
(S u m tn ary)In this paper the asymptotic behaviour of the means of the multiplicative functions 

f(x) by using instead of this function the other function g(x), the asymptotic behaviour of which is a well known is regarded. There are given some applications to the probabilistic number theory and to the other questions.


