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ОБ ОСТАТОЧНЫХ ЧЛЕНАХ В АСИМПТОТИЧЕСКИХ 
РАЗЛОЖЕНИЯХ ДЛЯ ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ 
И ИХ ПРОИЗВОДНЫХА. БИКЯЛИС1. Рассмотрим остаточные члены в асимптотических разложениях для степени характеристической функции f (t) и ее производных случайной вели­чины ζ с положительной дисперсией σ2 и конечным абсолютным моментом βj 5-того порядка. Не ограничивая общности положим, что ζ имеет нулевое математическое ожидание.Г. Крамером ([1], стр. 90), показано, что ■/’’’(7Й)=е4(1+1(л('7)Ш’)+Лл(')-

При этом в интервале!ΛΛ')≤⅛(⅛) i (∏s+∣'∣30-2,)-'2-
зГ. Эссееном [2] был расширен интервал до 111 ≤ (3^) * , но после 

замены еДля произведения характеристических функций В. Статулявичус [3] получил асимптотическое разложение по дробям Ляпунова и в частности показал, что в интервале ∏∣ ≤ 1/л (|-)3(i_2)
(И'+'И3('-2))е <σs п 2

з __ ∑Здесь Θs≤e3j"4 при ∣∕∣≤miu{ V« (⅞)3α ^ ; Vβ*~}  ‘
Мы продолжим исследования остаточного члена Rn (t) с целью расши­рить интервал изменения аргумента t и покажем, что(0 2»-1 ⅛ I г I»

д-20,99? σf п 2

t*
4е



572 А. БикялисW∣'!<⅛Kf,∙ /_ 1Кроме того, в интервале И ≤ ^γ⅛^
£ ['• Ш-■i(' ÷ ∑ Mv⅛y) ] I«=≈≈a⅛P ’ is—3 s—2

(s-2)σsn 2

ДЛЯ Γ≤5.Надо заметить, что асимптотические разложения для производных изу­чались в работах [4—6,9]. Например, в [6] показано, что остаточный член не больше
ει*  (f^) 3<s 2,∙ 0<ε<l∙ 0s — зависит только от s.

εпри Į t Į ≤ пЗдесь, вместо известного неравенства∣κJo1 βsК. Крамера ([1], стр. 39), мы пользуемся оценкой∣l×J≤(∙y-D? β,(см. лемму 4). κs и βs, соответственно, семиинвариант и абсолютный момент5-того порядка случайной величины ζ.2. Сперва докажем ряд лемм.
Лемма 1. Пусть h (t) — некоторая s — раз дифференцируемая функция-, 

тогда 1пА(,)= + 
dts λV7 А(/) 1-

ii~x 7,-1 Л-1Σ ∙ ∙ ∙ Σ Σ ⅛-yf)! (√7-Λ-ι)!... (Л-Л)! (Л-1)! Х -∕f∙-1-»—I 7,-2 /1—1√1^y-'(r) ∕∕y-'7'-∙,(∕)... √7-^∙∖,) hyl'∖t',[A(f)],+1
Здесь h^(t) — v-тая производная функции h (t).Для сокращения записи положимv∙ (-l)i(f—1)! h's~i>y(t) hu'~,'-'∖l')...hli,~j',(l) hυ'y(ι}

(5-77)! (Λ-Λ-ι)!.∙.(Λ-Λ)! (Л-1)! [∕>Wli+1

Л-1 √3-1 Уз—1Y V V  (-I),(∙y-l)!_
Δ ∙ ∙ ∙ Δ Δ (s-ft∖ (ji-jl-∂∖^Λh-i∂∖ (71-1)!A-1 = ,-l Λ=2 7ι=l

5— I÷Σ
i = 1

5— 1Σ7.=« (D
√i-ι)! (Λ-7ι)! (∕ι-О!

s— 1-Σ
>Γt

(-l),'(*-l)!
×

(-l),(5- 1)!
hls^ji∖ι) hjr,'-'y(t)...l,u∙~j,y(t) hti'y(ι)Х [А (»)]'+*



Об остаточных членах 573Заметим, что формулу (1) (в ином виде) можно получить как следствие из классической формулы Фа де Бруно (см. [7], стр. 278). Для наших целей равенство (1) более подходящее.Доказательство леммы 1. Нетрудно проверить, что (1) имеет место для 5=1,2. Положим, что формула справедлива для всех v≤∙r-1.Очевидно ^a<'>-∑ j⅛F
m=0

(2)
dts lnÄW A(/) 2»

m=0По предположению
dm+1 lnA/A_ A(">+O(∕)Лт+1 1∏A(O- Ä(f)

(5-1)! h^s-m-^{t) dm+1(s — m— 1)! ml hit) ln*(')∙

× κ'1^y',(() κσ'^y'->,(0 ... χW∙-Λ>(0 κω(r),

(3)

m∖
m-Σ

Λ=ι

ml(m+l-Λ)! 01-l)! [A(∕)]≡
⅜(m+ι-Λ)(r) ⅛ΓΛ-Λ)(∕) ⅜(Λ)(f) ι , . . +

[A (OF

m jm~1 Л-1 Л-1÷Σ Σ ∙∙∙ΣΣ
jm=mjm-ι=m~l Λ=2Λ=1

______________________ (— l)w ml_______________________(m ÷ 1 ~Jm)! (jm ~jm -1)! ∙ ∙ ∙ (A ~Jι)! (Λ - 1)
x A(m+1 Jm\t) hUm jm~1∖t) 

[h(t)]"+'Отсюда и (3) следует
ds ln h _ h^(t) lnÄW = -A(ö“-Z

m=0

(j-l)! W-m~1>(t) h<-m+14t)
(s-m-V)l ml rfc"'ιa +[A (OF

s—2÷Σ
∕n=l

m
Σ (s-m-iy. (m + l-Λ)! (Л-1)!

Л=1

(5-1)!
[A (OF

И

×

+ • • +
√ra-!

(—l)m(r-1)! A(j-"i-1>(∕) Ä(m+1 'm∖t) h°m jm-'∖t)... hUt jl∖t) h<jl∖t) 
(s-.m-l)l (rn+l-jm)l Um-jm-lY... (Λ→x)! (А-l)! [A(01m+8Утверждение леммы получаем после замены в первой сумме /и+1 на √1, во второй сумме ти+1 на j2 и т.д.Аналогично доказывается следующая лемма.

Лемма 2. При выполнении условий леммы 1 имеет место равенство*52<Ü=x(.)zrt+ у у* _______________________(f-∕)i______________________ x*(0 '' Zι Zi ЛЛ-1-AΛ(∙>-Λ-1)! (л-Л-1-1)!-• (л-Л-1)! (Л-1)!
∣ = 1 (4)
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где
×"⅜)= £ ↑nh(t).

Лемма 3. Для малых ∣ 11 имеем1 d‘ infMP (J_I)! 2'^1⅛ m1 dts ∞f(t> 1 ≤ ∣zw ∣s ■ (5)
Следствие. ∣κ5∣≤(i-l)! 2>->βrЗаметим, что это неравенство имеет место для нецентрированных случайных величин. _i_ j_Доказательство леммы 3. Поскольку β1≤β22 ≤ ... ≤β∕, то из форму­лы (1) вытекаетI — lnfü) I <f 1 I У У* _______________ !______________ ∖ ß* . (А)I dts m∕ (J_ i), + Zj Z (,-y∙l∙)! (yf-Λ-1)!... (y2-Λ)! (Λ- D! ) ∖f(t) I - w

i = iСумма 5-1 s-l A—1 Λ-l 7»-1∆=1+Σ Σ Σ ∙∙∙ΣΣ>ι= 1 √1=1 Ji-1=i-l Jt=2 √1=1не больше числа членов не равных нулю в раскрытом определителе
«1 1 0 0
0t2 G)aι 1 0
a3 (о)“2 (0- 0

as Co>-. Cl‰ ∙∙ 8 ≤~qu1 
1⅝,где αv — начальный момент v-того порядка случайной величины ξ, то есть не больше 27-1: Δ≤2* -1. (7)Лемма доказана.

Лемма 4. Если ξ имеет нулевое математическое ожидание, то∣κi∣≤(j-1)! ß,. (8)Доказательство леммы 4. Лемму докажем методом математической индукции. Очевидно, κ1=0, κ2 = β2, κ3=a3.Положим, что I κv I ≤ (v —1)! ∣ βv для всех v≤s-l.Так как a1=0 и κ1=0, то из (3) вытекает5-3
Σ(j- 1)!(j — v—1)! у; a5-v-ι κv+ι∙v=l



Об остаточных членах 575Отсюда получаем
l×s∣≤β^+ X (J-v-ηj ßj-v-i βv+ι≤ (^-])! + ∑ (j-v-i)! ) (s~ ßs>

v=l v=lгде 5-3
i V 1 о(^7i)f + zi (s→-i)! <е“2-Лемма доказана.

Лемма 5. l^ln4≠r)H⅛<i-ιrι'rv (9)
при v≤j,3oh J∕∣≤ ⅛ (ff=i.

Доказательство леммы 5. По формуле Тейлора⅛ ,∙≠-tvτ)≈ ∑ ,Γ77⅛+rτ⅛ ⅛ 4~τ⅛)∙ lβ∙l' 1∙ “°>/=v (∕-v)! oln 2 (s — v)! σsn 2 Так как (5)⅛,,(b)⅛
при 3≤Z≤5, то из (5) и (8) следует (И)

5-1Σ∕=v+2
×liltl~',ZΞF (Z—v)! σln 2

≤⅞(^-ιr∣√r (12)
И < (j-i)vμp-y4⅛4¾)is tS-V ̂

-2 dts (s-v)! σsn 2/_ 1при 11Į ≤ -γθ^- (у-)5-2- При выводе последнего неравенства была использована оценка ∣∕(-^=j∣≥0,99. Лемма 5 доказана.Как обычно, многочлены Pr(ω) определим формальным равенством
xv+8 ωv+2 

σv+8 (v + 2)!

∞Z,} = 1 + 2 Λ(ω)zr., г=1 (13)
С помощью леммы 2 нетрудно показать, что
X

Λ(⅛) = ×r÷8(⅛)r÷a 
σr+8 (г + 2)! + Σ Σ*  ×/=1

(r-j∂ Ul-Jl-1) - (72-71) ×r-Jι+i ×Jι-ji-1+i ∙∙∙ ×7.~7ι+⅜ x7∣÷2 (⅛)r+8 </+1)
rj∣ 7/-1 -Л (г-7∕+2)! (7∕-7∕-ι + 2)! - (Λ~7ι + 2)! (А + 2)! σ σl J‘~1+ ...о*  h ' 71 + 2 *

σНадо заметить, что эта формула (в ином виде) впервые получена В. В. Петровым в [8].
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Лемма 6. ∣PΛω)∣≤2'∣ω∣'(½)'~2 ∑ (14)
при r≤s-2.Доказательство леммы 6. Лемму докажем методом математической индукции. Очевидно
и
В силу (11) лемма верна при r=l,2. Положим, что неравенство (14) имеет мес­то для всех r≤5-3: ∣Λ∙(ω)l≤2r∣ω∣, (⅛)÷2∑⅛^

v=lНетрудно показать, чтоΛ-.W-⅛ + Σ ⅜¾⅞>'g М*  <14
г=1Поскольку κ3 = α3,κ4 = a4 — 3 а|,κ5 = a5- 10a3a2,κ6 = aβ — 15 a4 a2 — 10 а| + 30 aį,κ7 = a7 — 21 a5 a2 — 35 a4 a3 + 210 a3 а|,то 1 κ3 Į ≤ β3, Į κ4 Į ≤ 4 β4, I κ5 [ ≤ 11 β5, I κβ 1 ≤ 56 ββ и ∣ κ71 ≤ 267 β7.Из (8), (11) и (15) заключаемIΛ-2(ω)∣≤ IΛ-,(<■>)!+ 3⅛l2⅜l≈< ∣Λ→∣(ω)l +IΛ-,(ω)l +

. у (j-r-2)βj-r∣ ω ∣5~r Zj (s — 2) (5—г) σs~r IΛ(ω)! ≤ 2j-*β j∣ω∣*- 8σ* 5—3
∣ω∣≡ 1 y∣ω∣≡0'+1)

j2*-≡  + 12(j-2) Zj 4vv!

112(5-2) I ω∣≡(v+1)
4vv!

s—5+_____ 33_____ У* 8∙5!(j-2) Δv=l
∣ω∣≡<v+1) 7

4vv! + 480(5-2)
∣ω∣β<v+1>

4vv! +

s-7, 5-257 у+ 32-7! (5-2) 2а

5-8÷Σ
г=1

(s—г—2) 2r-s+≡ у
(5-2) (5-г) 21

∣ω∣,fv+1> \
4v v! /

Į ω ∣≡(v÷1) 
4^v!

Лемма 6 доказана.
ßs I ω |д~а у Į ω Į™ 

σj 2u 4v v! ’ 
v=l

+ Σ S —6Σ



Об остаточных членах 577
1

Лемма 7. В интервале 111 ≤ 2
(16)v! σvw

для S≥3.Доказательство не будем приводить, так как оно элементарно.
Теорема 1. Пусть ξ имеет равное нулю математическое ожидание и 1 

конечный момент s-того порядка (s ≥3), тогда в интервале 111 ≤ (-g-)5-2

/*
4 (17)

1Доказательство теоремы 1.При ∣∕∣≤ имеем
По формуле Тейлора'"4⅛)=-⅞÷∑ ×V W {it)s ____γ-2 f 5-2 dtsv! σv n 2 s! σj и 2 ds i z∕ Qt \ dt, lnΛσ√V∕,

Положим ×s = ~ In f и κj+1 = κi+2 = ... = 0. Тогда
5-3 ti

+ Rπ(t)e2 .

Здесь
. (it)s×s/ ' s~2 \ 1 да

Rn(t)er =¼,"τ-ιH∑ -⅛∣÷ ∑ M⅛)'∙∖ Z -3v!σ^2 —2
Многочлены Pv (ω) определены равенством“p|∑ ⅛∣=∙ ÷ ∑ (⅛)-+,∑∕∙<">(⅛)'- ™



578 А. БикялисМетодом математической индукции (аналогично получению оценки (14)) можем показать, что для всех г

I Pr (ω) j ≤ 2r I ω ∕⅛∖≈-2 γ I ω ∣2v∖ σ5 ∕ Zj 4v v! 'v=l (19)
В силу лемм 3 и 4 в интервале [ 11 ≤ 10

у —2v! σv∕ι 2 ∕220

s! σsw 2 1е — 1 I ≤
i i

i iОтсюда и (19) вытекает 5!
tt

0,99iyσs∕ι 2

0,99s5σ5∕ι 2 σsn 2 v=s^2 ∖Теорема 1 доказана.
Теорема 2. При выполнении условий теоремы 11 l" 16e UJ 

имеет место неравенство ⅛ p(τ⅛H^÷('÷∑-.<≈'>(vτ)∙)] 
для r≤s.Доказательство теоремы 2. Положим κw=ln≠" (τ⅛)'

в интервале

j- 2($ — 2) σs п 2

b(t) =

Ψ(O=Σ —v⅛v=2 v! σv п 2

Тогда равенство (10) можно записать в видеκω(z) = ψω(,) + Z>ω(∕).

Σ
и

и

≤



Об остаточных членах 579
С помощью леммы 2 r-тую производную функции fn ( ) выражаем∖ σ]∕zι∕через κv (г), то есть через суммыΨv(z) + b" (z). Потом, после очевидных вычи­слений, получаем , d'f" (⅛) z" (∑⅛)

71 dtr e<H') dtr■ Ψb⅛)[^)÷∑∑∙∑×
(г-1)! κ°z+1~7⅛)... х(7,-/+2~Л-/+1)(/)/>(Л-/+1~Л-/)(/)ф(У,-/~Л-/-1)(0... ψ01~y°∖r)

Х Jiji-ι .∙∙Λ(Λ+ι-√<- 1)! U2-J1-D! (Л-У1)!гдеуо = 0 H√i÷1 = r.Имеем i £ H⅛H<Φ'>+'∙+'∙∙ <21>
4≤e→w Į d-^ ∣{∣ e^-g(t) I + Į/” (-±^)-g(r) 1} ,1°=∖⅛ (eφω-H'))∣

И

g(t) = e-~

/_ 1Оценим разности I1, I2 и I3 при | t l≤~p⅛ (^∣-)j2 • Оценка I1. Очевидно
0,99*  σ*  и 2Отсюда, (9) и (12) немедленно получаем∣2 κ½+ι-Λ>(o

1 1=0

. κc,'~'+*  ,<-l+J(,) ⅛°>-'+ι ,i~,∖t) ψ°'^' ','^'* i,(∕) .... ψ'a^w(o∣ ≤
2∙(s-i)rβjμr-,∙+,'

s-2 (22)
0,99*  σ*n  2Так как H-⅛)K4

прч Id≤⅛ (į 1^У_2, то из (20) и (22) следует
ι∙τ (г-1)! (∙!-l)r 2*+≡'- 3βj∣∕∣*-r  "ТA s-2 е . (23)

Q,⅛⅛s<3sn 2



580 А. БикялисОценка I2. В силу (4) и (12)e→w∣^F∣ = k,<')÷, у у*  (г-1)! ⅜c,^7'*(<)  φfvι-',(ι)...ψυ∙~j∙,(t) ψw(>) I 
jiji-1 -J2J1 (г-ji- 1)! Ui-ji-1- 1)! ... U2-j1- 1)! (71-1)! | 

i = 1 ≤r! (s-l)r2s°-1ψ∣-'∙ e^iθ .С помощью леммы 6 нетрудно показать, что
(5-2) σsп 2Из двух последних неравенств и теоремы 1 вытекает

г ' г! (5-l)r2<W(''-υ-≡βj∣∕∣'→ -⅛7 Γ≡2 e
(s — 1) σs п 2Оценка /3. Пусть κs=κs+1=... =0, тогдаeχp V -* "+i ('7)v+-eλp∣ 2 Zj (v + 2)! σv+2

оо= ∑ ЛООv=j-2
t,

Отсюда следует£ (<•»-«<'>)- ∑ ⅛∑v=s-2 И m = 0
[f] Σ (—l),r! tm-2l 

(r-m)l 241 (m-2l)l
dr~mPy(it) 

dtr~m (24)В силу (19)
dr-mPy>(it)

dtr~m
κv+2 ιv+2 Г-г+т+2(v-r + m + 2)! σv+2 +v-l÷ΣΣ*

1 = 1

(v3√∕) (√7~7∕-1).∙ (А —71) (v + 2∕+2) (⅜> + 2∕+ l)...(v÷2∕+m+ 1 -г) i∙v+ζ(∕+1)∕v+m+2(∕+1)-r 7/7/-1 ∙∙.72v(v-√7 + 2)! (√7-√7-1 + 2)! ... (∕2-√i + 2)! (√1÷2)!
χv-7f+2 x7f-7∕-1+ζ ... *j t-jl+2 xz∙l÷2σv~>∕+2 σ-'7-y7-ι+a ... σ∙,^s-λ+2 σy,+2

×
С помощью неравенств (8) и (11) получаемj dr-", Py (it) Į ≤ 23 (v-l) (3vγ-m I t ∣v-r + m + 2 (⅛)λ ∙iДалее, отсюда и (25) следует

/з I*

y=s-2
(J-2) ×

г [И ×Σ Σ z2(m-∕)(3v)m(r-ш)! 21 II (m-2l)T '

(25)



Об остаточных членах 581Поскольку
г [?]Σ Σ t2(m-h 24r p12(3v)"'∕! 2'(r-m)! (m -2∕)! ≤ 37

I u I . V п ∕ σs ∖j-2 то в интервале ∣ 11 ≤ -yθ^-
τ rI2e*-2  23*+ 4''-8 β5∣r∣5-r y3 : T≡2(5-2) σ5 п 2

(26)
Утверждение теоремы 2 немедленно следует из (21), (23), (24) и (26).Вильнюсский Государственный университет им. В. Капсукаса *Поступило в редакцию24.III. 1967
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APIE CHARAKTERINGŲ FUNKCIJŲ IR JŲ IŠVESTINIŲ 
ASIMPTOTINIŲ IŠDĖSTYMŲ LIEKAMUOSIUS NARIUSA. BIRELIS
(Reziumė)Jeigu atsitiktinis dydis ξ turi lygią nuliui matematinę vertę, teigiamą dispersiją σ2 ir baig­tinį 5 -tos eilės absoliutjnį momentą β5, tai

2*- 1βJr∣' ~
s—2 e0,99⅛s n 2

t*
~4

6



582 А. Бикялисkai Γ≤5Taip pat įrodoma, kadκs yra ξ 5-tos eilės semiinvariantas.
ir

∣κs∣≤(s-l)! ß5;
ON THE REMAINDER TERMS OF THE ASYMPTOTIC EXPANSIONS 
OF THE CHARACTERISTIC FUNCTIONS AND THEIR DERIVATESA. BIKEL1S
(Summary)If the random variables ξ has mean value zero, σ2 — positive variance and βj — finite absolute moment of 5 -th order (J>3), then

moreover

asr≤sand IH≤⅛- (≤)' 2
Also it is proved that

s-2(5-2) σs n 2

where κr is cumulant of 5 -th order.


