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ПРИНЦИП УСРЕДНЕНИЯ ДЛЯ МНОГОМЕРНЫХ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ ПЕРВОГО ПОРЯДКАВ. В. СТРЫГИНВ настоящей работе принцип усреднения Боголюбова-Крылова [1] пе­реносится на многомерные дифференциальные уравнения. Доказательство соответствующего утверждения основано на одной теореме о непрерывной зависимости решений дифференциального уравнения от параметра.1. Основные понятия и обозначения. Пусть Ех и Еу — два конечномерных пространства; нормы элементов xeEx и уеЕу мы будем обозначать через I х I и I у Į. Через К мы будем обозначать некоторый конус в пространстве Ех (замкнутое, выпуклое множество, инвариантное относительно умножения на λ≥0, причем, если x∈ K,τo — хе К). Символ x1≥ х2 означает, что x1-x2e К.Пусть D — некоторая ограниченная область в пространстве Eyι a G = 

= K×D- топологическое произведение К на D. Пусть при любых (х, y)≡G 
f(x, У) ~ линейный оператор, действующий из пространства Ех в пространс­тво Еу.Будем говорить, что оператор-функция f(x, у) допускает усреднение 
f (у) по конусу К, если при каждом у e D f(у) является линейным оператором, действующим из Ех в Еу, причем при любом ке К справедливо равенство

J(y)k= lim-į f∕(x, y)dx. (1)
я_>" θ(Последний интеграл вычисляется по отрезку, соединяющему точки© и Rk.) Пусть Те К. Через [Θ, Т] мы обозначаем конусный отрезок Θ ≤ x≤ Т, т.е. мно­жество точек х из конуса К для которых Т— хе К.Рассматриваются две задачи Коши

½k = zf(x> у)’ ε>θ- Θ≤x≤γJJ'(Θ)=Jo∙, (2)
И ⅛ = ε70,). е > О, Θ ≤ х ≤ Y:J'(Θ)=j'o∙ (3)Ниже будет показано, что при некоторых дополнительных предположениях при ε→0 разность решений этих задач стремится к Θ на конусном отрезке [θ∙÷]∙Дадим еще два определения.Будем говорить, что оператор-функция/(х, у) потенциальна по х, если∖ f(x, y)d× = Q, (4)γ 



674 В. В. Стрыгингде γ — произвольный замкнутый контур в конусе К. Пусть, наконец, Л — некоторое множество точек, λ0∈Λ и является точкой сгущения для Л. Рас­смотрим семейство оператор-функций F(x, у, X) ((х, у) eG, λ∈Λ), действу­ющих из пространства Ех в пространство Еу.Говорят, что F(x, у, X) интегрально непрерывна по х при λ→λ0, если при любом хе [Θ, T](Te К) имеет место равенство
lim ∫ F(s, y,λ)ds= f F (s, у, ‰)ds. (5)λ→λ∙e θНетрудно проверить, что семейство F(x, у, ε), определенное равенством [/(т.?), Θ<ε<ε^

F(χ, У, e) = ∣ ' (6>
*7(y), ≡ = 0интегрально непрерывно по х при ε→0, если f (х, у) допускает усреднение по конусу К.

Принцип усреднения. Установим сначала одну теорему о непрерывной зависимости решений дифференциального уравнения от параметра. С по­мощью этой теоремы будет получен помянутый выше принцип.
Теорема 1. Предположим, что семейство оператор-функций f(x, у, X), (х, у) eG, λ∈Λ обладает следующими свойствами:О f(χ>y> λ) потенциальна по х при фиксированных у e D, ХеЛ;2) f(x, у, X) при фиксированном λ∈Λ непрерывна по совокупности пе­

ременных-,3) семейство f(x ,y, X) интегрально непрерывно по х при λ→λ0j4) f (х, у, X) равномерно ограничена вместе со своей непрерывной произ­
водной fy (х, у, X), причем для любых g, ЬеЕх справедливо тождество

fy(x, У, λ)∕(x, у, X) gh≡fy(x, у, λ)∕(x, у, X)hg (7)
при всех хе К, yeD, ХеЛ;5) при λ = λ0 задача Коши

^=f(x∙ У- λθ)>
J(Θ)=J⅛ (8)

имеет единственное решение yλβ (х), определенное на конусном отрезке [Θ, Т] (Те К), которое лежит в D вместе с некоторой окрестностью.
Тогда по любому η >0 можно указать такое δ, что при ∣ X—λ01 < δ ре­

шения у (х, X) задачи

⅛=f(χ> у, λ), J-(Θ)=Λ
определены при x∈[Θ, Т], причем∣j,(*.  λ)-Λ,WI<η (Θ≤χ≤τ).Теорема 1 доказывается следующим образом. Сначала устанавливается 

Лемма 1. Пусть при λ→λ0 функции у (х, X) равномерно сходятся к
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некоторой функции φ (х) на конусном отрезке [0, Т]. Тогда для любого x∈[0, Т] справедливо равенствоlim I* /[5, у (j, λ), λ]Λ=∫ ∕[s, φ(s), λ0]Λ. (9)λ*̂ λβ θ . ΘЭта лемма доказывается так же, как аналогичное утверждение в работе [2]. Далее, используя условия 1, 2, 4, можно показать, что для всех точек z, лежащих в достаточно малой окрестности решения yλo (х) (0≤x≤ Т), справед­лива локальная теорема существования на некотором шаре ∣x-x0∣ ≤r для любой задачи Коши ⅛r=∕(*.  у> λ)> (ХеЛ).y(x0) = z, (Θ≤x0≤T).Рассмотрим решения у (х, λ) задачи Коши ⅛=∕(X. у, X), 3,(Θ)=∕o на пересечении Kr кснуса К с шаром Т(0, г) радиуса г и центром в точке Θ. Покажем, что при λ→λ0 : у (х, λ) →j⅛0 (х).В предположении противного найдутся такие ε>0 и последовательности λπ→λ0 и xn∈Xr, что 1Я*».  λJ-J⅛.(*.)l>e∙  (10)Из равномерной ограниченности /(х, у, λ) следует компактность множества 
у (х, λn) (x∈ Kr)∙t поэтому можно считать, что y(x,λn)→φ (х). Очевидно, можно считать, что xn→ξ∈K.Из тождеств

X

y(x, K)≡y<>+ f /[«, jψ, К), xeKrΘследует, что φ (х) удовлетворяет тождеству
х

<f(x)≡y<>+f f k ?(s)> ‰]⅛ X еК,.
еНетрудно проверить, что из единственности решений задачи Коши (8) следует, что yλo (x)=φ (х) [3].Оператор-функции /[5, у (s, λn), λπ] являются производными от вектор- функции у (s, λπ). Поэтому они потенциальны и, следовательно, интеграл от/[5, у (st λn), λn] на отрезке [0, х] не зависит от выбора пути интегрирования и его можно представить-в виде суммы двух интегралов по прямолинейным отрезкам [Θ, ξ], [ξ, xn].Из вышесказанного и того, что |/(х, у, λ) | <М, вытекают неравенства x∏ ς1Я*л. x»)-J>..WI = l f {∕k jΨ. λn), λnJ-∕k. уМ, ‰]}<fe∣≤∣ ∫ {∕[s,y× Θ Θ

xn× (-s> Μ. λn]-∕k. φ(i). M} ds+ Jr {∕[j, у (s, λn), λn]-∕[s, φ(∙s), λ0]}<fc≤ ξ ξ≤Λ∕∣x,-ξ∣ + ∣ ∫{∕[j, y(s, λn), λn]-∕[s. φ(∙s). M}*Θ (11>



676 В. В. СтрыгинИз соотношения (9) и того, что xn→ξ, следует противоречивость неравенств (10) и (И).Таким образом, на множестве Kr = K(] T(Θ, г) у (х, λ)→yλo(x) при λ→λ0. Легко показать, что при малых ∣ λ-λ0 | любое решение у (х, λ) определено на 
K2r=K ∩ Т(Θ, 2г). Подобными рассуждениями мы получаем, что на K2ry (х, λ)→ →ΛoW при λ→λ0, и т.д.Теорема доказана.В задачах (2) и (3) сделаем замену переменной xε=z. Получим следу­ющие задачи: ⅛=Λ^M' δ>o, Θ≤z≤r,J-(Θ)=Λ ' (12)и ⅛-=zω. θ≤z≤t,,3,(Θ)=Λ- (13)Из теоремы 1 и интегральной непрерывности семейства (6) при ε→0 получаем следующую теорему.

Теорема 2. (принцип усреднения). Пусть оператор-функция f(x, у) 
непрерывна по совокупности переменных (х, у) ∈ G вместе со своей произ­
водной /у (х, у). Пусть f (х, у) ufy (х, у) равномерно ограничены и f (х, у) име­
ет усреднение J (у). Предположим, что fy(y) также равномерно непрерыв­
на. Пусть для всех g, heEx справедливы тождества

fr(x, y)f(x, y)gh≡fy(x, y)f(x, y)hg

f у (У) J (У) gh ≡Jy (У) f (У) hg

при любых ye D, х е К.
Пусть, наконец, при ε=l задача (12) имеет единственное решениеу (z), 

определенное на [Θ, Т] и лежащее внутри D.
Тогда по любому η >0 можно указать такое ε0, что при 0< ε< ε0 реше­

ния у (х, ε) задачи (2) определены на ^Θ, , причем1Я*.  e)-χMI<η (θ≤χ≤γ∙).В заключение отметим, что если оператор-функция f (х, у) почти-перио- дична по х, то она имеет усреднение/(у) по любому конусу. Это вытекает из того факта, что любая оператор-фу нция ψ (х), почти-периодическая по х, может быть с любой точностью приближена на всем Ех тригонометрическим полиномом pw=2^w.У-1здесь Aj — линейные операторы, λj∙ — линейные функционалы. Это замеча­ние позволяет провести следующее рассуждение.Пусть e1, ..., ет — базис в пространстве Е. Обозначим через τ произ­вольный набор τ= {δ1, δ2, ..., δm} (δi= ± 1, ι = l, ... , т). Пусть Aτ — конус, натянутый на элементы {δ1e1, ..., δmem}. Для любого R>Q можно подобрать 



Принцип усреднения 677элементы TτeK- так, что шар Tr = {x∕ ∣ х ∣ ≤ Ä} лежит в объединении ко­нусных отрезков Θ≤x≤ Tτ. Применяя теорему 2, мы получаем
Следствие 1. Если в условиях теоремы 2 оператор-функция f(x, у) по­

чти - периодична по х, то по любому η>0 и R>Q можно указать такое εo>O, что при 0<ε<εo решения у (х, ε) и у (εx) соответственно задачам

определены на uιape∖ х ∣ ≤ R ∕ ε, причем выполнены неравенстваe)-j>MI<η (l^l≤∙R∕ε).Автор благодарит Μ. А. Красносельского и А. И. Перова за обсуждение работы.
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VIDURKIO RADIMO PIRMOS EILĖS DAUGIAMATĖMS 
DIFERENCIALINĖMS LYGTIMS PRINCIPASV. STRYGINAS
( Reziumė)Šiame darbe gerai žinomas Bogoliubovo—Krylovo vidurkio radimo principas įrodomas dau­giamatėms diferencialinėms lygtims. Principo įrodymas pagrįstas teorema apie diferencialinės lyg­ties sprendimų tolygią priklausomybę nuo parametro, kuri taip pat įrodoma šiame straipsnyje.
THE PRINCIPLE OF AVERAGING FOR MULTI-DIMENΠONAL 
DIFFERENTIAL EQUANTIONS OF THE FIRST ORDERV. STRYGIN
( Summary )In present paper the well-known method of averaging by Bogolyobov—Krylov is transferred to multidimentional differential equations of the first order. The proof of the principle is based on the theorem about the continious dependance of the solutions of the differential equation upon the parameter.




