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АСИМПТОТИЧЕСКИЕ РАЗЛОЖЕНИЯ ДЛЯ СУММ 
НЕЗАВИСИМЫХ СЛУЧАЙНЫХ ВЕЛИЧИНВ. ПИПИРАС, В. СТАТУЛЯВИЧУС
§ 1. ОбозначенияРассматривается последовательность независимых случайных величинξ1, ξ2, .... ξn, ... (1)с Mξk = 0 и Dξfc = σ⅛>0, fc=l, 2, .п.Введем обозначенияS,= ∑i⅛. Z, = ⅛, J¾=∑<⅛ M∣ξkp = βrt,

Jt=l n ' А=1Λ,,,= 2(U ⅛ = ⅛. v=l. 2........... j.
Λ = l nФункцию распределения некоторой случайной величины ξ обозначим че­рез Fξ, плотность — pξ, характеристическую функцию — ∕ξ. Нам еще пона­добится симметризованная случайная величина ξ с функцией распределенияĄW= f fi(x+y)dFκ(y),

— ооплотностью pĘ и характеристической функцией
Λω=ι∕ζωi2∙Пусть Ф и φ обозначают (0,1) — нормальную функцию распределения и плот­ность, соответственно,
Φs-i,aW = Φ(*)+-⅛  е 2 2 ßv»WLv+s,n.

* π v=lгде
Q∙,n(x) = ∑ am,nxm~1 (см. [2]),

т = 1φ.-ι,.W=^∙ Φ,-ι,,W,
As-1, я (0 = f c"λ φj-ι, „ (х) dx = е 2 (1+2 Л» (it) A,+⅛ „) > v=l
Pm(it)= ∑ c^n(itΓim-

т=\

где



138 В. Пипирас, В. СтатулявичусКоэффициенты amvn и crmn равномерно ограничены относительно n (см. [2]). Там же даны выражения этих коэффициентов.Через Θ, ... обозначим величины, зависящие только от индексов.В случае, когда существуют плотности случайных величин последова­тельности (1), нам понадобятся функции α (5Rfc, N) и ln (N), введенные в ра­боте [2]. Набор не пересекающихся интервалов ∆fcl∙ длины ∣ ∆fcl∙ | и положит ель ных констант Cfcl∙≤ ∞ обозначим 5Rfc = {Δfci, Cki, i = 1, 2, ...}.Тогда
осα(9‰ W)= ∑ (1∆^ι+2ΛΓ)2qT ’

∣∙=1 li,где N>0 и
Qki= [ min{Cλl∙, pξk(x)}dx.

⅝iФункция ln (N) определяется равенством
n∣ΛN) = ~∑ f x2dfik(x), N>0. (3)

n к=\ ∣JC∣≤ΛΓСвойства этих функций для некоторых отдельных случаев рассмотрены в работе [2].В случае, когда величины (1) последовательности решетчатые и прини­мающие только целочисленные значения, следуя статье [3], обозначим‰ = P{ξfc = w}, Pk∣m = P{ζk = m},
Л∕.W = ⅛ ∑ ∑ ⅛ ΛΓ>θ. (4)

π k=∖ ∣m∣≤ N

ak(a, q, N) = ~⅛∙ ∑*r2P { aξt ≡ г (mod ?), ∣ξi∣≤ΛT}, (5)
Г

где 2 * означает суммирование по всем абсолютно наименьшим вычетам 
r а апо модулю q, т. е. по - < г ≤ .

§ 2. Асимптотические разложения для плотностей

Теорема 1. Если M 1 ξfc ∣, < ∞ (для целых s ≥ 3), существуют плотности 
Pζk(x), к=\, 2, ..., п, и Pξi(x)≤Ci< оо, ι=l,2, ...,n0,moа) при n0 = l+4 имеем

_ 3s+l-5∣χ∣⅛√AH,-u*)∣≤θ∣A+⅝Λ(¾)  2 (^+⅛)++ Θ, ∕∕(^)^(l+LL + Lsπ)exp∕-4^a(‰ Λζ,)}×
l Jt=l ,

× max
1 ≤r,∙ ≤∕+4

(6)



Асимптотические разложения 139б) при n0 = r + 2 имеем
00

f i⅛U)-φs-ι,∏U)i2l^l2r^≤Θr,Λs2n + Θ^.s∕, 6s + 2r-II2 (ЛГ„)(£2„+

πσr.× max [ П C.į (1 + . jt,-r'—VI, r=0, 1, ...,s,1≤r,≤r+2LjJ '∖ 2]∕2nJ J
для любых 7Vπ>0, для которых ln(Nn)>0, и для любых наборов ЭД1к, fc=l, 2, п.Замечание. Если Nπ = 4BnL3n, то ∕h(7Vπ)≥ 1. Кроме того, всегда Lln≤]∕n. 

Следствие. Если n0 = 6, то

(7)

_2 п х 4 1+ Θ7n^ 2 (ЛГ„) N„ (1 + £?„) . exp { - I ∑ а (ЯП*,  AT.)} max^ [ ∏ ≤ (1 +
A = l " ' "^ ∣=ι

πσr,. £+ 2√2Λrn ) ] ’
где sup берется по всем борелевским множествам прямой.Справедливость последнего утверждения следует из равенстваsup!p{Zn∈B}- f φs-1,n(x)Λc∣ =| f lpzπ(χ)-φs-ι,∏(χ)l^χ

в — ∞и из неравенства (6) при 1=2.Для сравнения выводов теоремы 1 с результатами ([6], [7], [8]) В. В. Пе­трова отметим, что последнее слагаемое в выражении (6) при /=0 можно за­менить интегралом
п

В„ f Π∣∕⅛(')l⅛∣r∣ >πN~1 k~ ,а последнее слагаемое в выражении (7) при г=0 можно заменить интегралом
⅛ f ∏ι∕⅛ω∣2A∙

∕, >πΛrn'1 k=*Нижеследующие соображения показывают, что теоремой 1 улучшаются ре­зультаты [5] П. Сурвилы.Обозначимσj∙=max⅛ σk. = max σk, i = 2, ...,n0.1 1≤Λ≤λ l 1≤Λ≤λ
k≠ki, .... /c/_i



140 В. Пипирас, В. СтатулявичусЕсли, следуя работе [5], потребуем выполнения условий∕>ξfc(x)≤Ck, C⅛σk≤Λf<oo, к= 1, 2, . . ., nt то 
f x*d^(x)> įįj ■ *=∙.  2..............n.

∣xl≤2σjfcПоэтому можем положить Nn=2σk .Тогда
ln №) ≥ ^2⅛r + ε"' где εn → 0 (л → ∞)>ели Lsn → 0 (« → со).Так как в исследуемом случае Ck< ∞, к=\, ..., и, то вместо

1

N„- max Г ∏CjF(l + ) "1, ⅛ = 2, 4,” ι≤r,≤,, I “ , ∖ 21∕2⅛∕ J’ oможем взять
πσri

2σk max f Fl ( M + ∙--^ ^~∙ ) 1 ≤ (2 + ')]∕M.
nβrie(kl.....4>*-∙=ι  σ'i 4V2°k'J J ∖ 21∕2∕kДалее, если 9Rk = {Δkl, Ckl}t ∆kl = (-2σk, 2σk)t Ckl = Ck, то

Q9ki_______  1 12β ’ (<⅛+N*)C k2α(≡k. Nπ) (4σjt + 2ΛΓn)2C≡
И 1exp I - a į a (9‰ Λ,)} ≤ exp { - ⅛∑-^+4,I^c,} ≤ ≡*P  { - Γ¾^} -
где a>0 — любое число.

1Еще заметим, что -⅛- ≥ Lsn3 (s~2) и что в работе П. Сурвилы имеется усло- %вие Lln≤Bj-l, где R конечное положительное число.Доказательство теоремы 1. Сначала докажем неравенство (6).Известно, что 
≤ Ą + Ą + Ą + A» (8)где λ= f

z2= f
Iin >Lsπ3 <s-2>

f ∖f^n(t)∖dt, 
I . π8n

ь;пз('-2) n*



Асимптотические разложения 141
∕4 = f ∖fi'Ht)∖dt, 1 = 0, 1, .... 5.

πJπДля оценки I1 применяется
_____ 1__

Лемма 1. Если Lsπ→ 0(и → оо), то при | г ∣ ≤L√3u-2j имеют место со­
отношения∖jy (t) - h">„ (О I ≤ Θ,,,е TL„ {| t ∣s^' +1113<^→∙÷'},

∕ = 0, 1, .... 5.Лемма доказана в работе [4]. Следуя тому же способу доказательства, видим, что лемма справедлива и при условии Lsπ<l. Тогда в случае Lsπ<l имеем A≤Θ,.sLsn f e_T{!ds-' + |r|3<s-2,+'}^ = 0,.s£s„.
1 1Если Lsπ≥l, то £5л3(*~ 2) <1 и поэтому при [ 11 ≤Lsπ3(s~2) имеемI М-1, „ (∕) I ≤ Θ∕j sLsπ, а также согласно (14) справедливо неравенство ∣∕ω(z)j≤ΘAn.Тогда при Lsn≥l имеемΛ ≤ f (i/JP (01+1 ÄS" 1.»(Ol)dt ≤ Θ,. ,L„.

-1Окончательно,Λ≤Θ,.A∏, ∕ = 0. i, .... 5. , (9)Очевидно, что4≤θi√m, /=о, Ь .... (Ю)
Оценка I3. Для оценки /3 нам понадобится оценить Λ9(∕). Имеем

л^(0=∏At(⅛)∙
Λ=lОбозначим

п п∕⅛*.(0=∏∕⅛(⅛) ............fz„.k......k(t)= ∏ Λt(⅛)∙
k=l k=∖
k≠kl k≠ki≠ ... ≠kl

1=1, ..., S,Методом индукции (см. [5], стр. 183) получаем формулу∕XO(0=∑ ∑ Amy.......√∕)⅛⅛

j=∖ mjj-l--------<rmjj=l k1=∖

myιi>0, v=l........j



142 В. Пипирас, В. Статулявичус

(11)где Amijt...tmjj(l) зависят только от /.Так как Mξ⅛ = 0 и
∞ ilx ∞

⅛e°" dWH ⅛d⅛ω+
--- ∞ —00

00 iβ∣ctx
+ ~ ( x2e в" dF.k(x), fc=l, 2..............и,

n — оо

ТО ∑⅛(⅛∣'∣∙Л = 1Также k⅛)∣⅛ ..................................... .
И ∑⅛(⅛)!≤^∙ *= 1∙2..............

к=1Из (11), согласно (12) и (13), получаем∣∕⅛>(∕)∣≤Θ,{l+min(∣r∣', £(„)+£,„} ×

(12)

(13)
max ∖fzπ,kl,

∖≤kt≠k2≠∙≠kl⅛n
а,(01, /=1, 2.............. (14)Обозначим

X• 4(0 = J (1 - ∣Λfc(2πr)∣2)= f sin2πtx-pξk(x)dx, k=l, ...,п (15)
— ∞и

Тогда 7,(0 = ∑4(0∙ (16)
∣∕u(2π0l≤exp{-4(0}. к=1, 2.................и,l∕s.(2πθ l≤exp{-7.(0}, (17)∣s*1≠m.a≠*,≤.  ∣Λn,* .......t,(2π⅛)∣≤exp{ -min ∑, 1 1 ≤fc,≠ ∙∙∙ ≠kι≤n

A(θ}=
k≠kl≠∙∙ ≠λ7= exp∣-7.(0+ max (⅛(0 + ∙ ■ ∙ +Λ,(0∣≤( 1 ≤∕c1≠ ∙ ∙ ∙ ≠Λ∕≤∏ ' J

1_≤e2 exp{-7∏(0}, ∕=1, ..∙,s. (18)Так как ∣ sin πα ) ≥ 2 (a), где (a) означает расстояние a до ближайшего 



Асимптотические разложения 143целого числа, то
п 00 п4 (') > ∑ 4 f (tx)2pξlc (х) dx> ∑ 4 [ (jx)2⅛k (х) dx =

k=∖ — оо Λ=l 1XI < ——7
2 |Г)

= W∑ f x⅞⅛(x)<fc = 4∕*B‰
.. √0l*z еХР {"^ ШЬ≤e2exp∣-^ 4(Λζ,)J. 7=1.2,если 111 ≤ .Согласно (14) и (20), имеем∕3≤Θ, f {l+Ls, + ∣f∣'}exp{-⅛ ∕,,(Λr,,)}Λ≤ 

1 π^π
l*sn≤Θ∣ f {l+Λ,, + IH'}exp(--^-4(ΛΓn)∣Λ≤

(19)

(20)

3s+∕-5≤Θ∕,s√ 2 (Nn)(Lsπ + L2sπ), 7=1, 2, ...,5. (21)При 7=0 в правой части неравенства (21) слагаемое L2sn можем пропус­тить, так как при этом случае на месте fzn,kl,...Λι (О имеем fzn (t).При оценке /3 использованы неравенства
оо ιt ai

f tke 1dt≤e 2 [α* -1 + α^1], k = О, 1, ..., где α>0,
e~x < e~mrnmx~m, при х>0.

Оценка Ц. Согласно (11) и (13), имеем
'<≤ f i Σ >4...-√o∑!∕r(⅛)i×

ττBπ j=] m∖j-∖-------- ∖-nijj≈l fcι=l
', >~N^ v=1....... >

n

kt=l 
kz≠kl

Ki(t){dt≤≤Σ Σ
√=1 mij+--+mjj = l 

rnvj>O, v=l,.... j

⅛W∑
kl = 1

∑ ⅛⅛ ∫ ∖fzn,k....... kj(t}∖dt.
kr∖ b"u kB„ 

k∣*k>≠-∙-* kj-↑ ,'∙*  N„

(22)



144 В. Пипирас, В. СтатулявичусДалее
h= f ∖fzn,k......kj(∣)∖d∣≤

'πBn

n-J-^
≤2πBn f ∏'∣Λ√2π∕)∣∏X.(2πr)∣Λ≤

r>-L- '=1 '=1
2Λfπ≤2πBn f exp I-[/„(«)-

l'l>⅛

4
-(⅛(')+ ∙ ∙ ∙ + Ikj(t) + Irι(t) + . . . +7r.(θ)]} ∙ Γf ∣Λr.(2πr)∣Λ≤

ι= 1
J+4 4≤2π⅛≈ f exp{-∕o(z)}∏"∣∕ξr.(2π∕)∣Λ, (23)

∙'^2⅛j≤∕, ∕=1, 2, ..., 5, где ∏" означает произведение по индексам ri(∕ = l, 2, 3, 4), неравным k1, ..., kj и не превосходящим7+4, а П' означает произведе­ние по индексам lh неравным k1, ..., kj, r1, r2, r3, r4.
Лемма 2. Пусть

JΛ*)≈∑  f (xt)2Pζk(x)dx.
к= 1 —оо

Тогда для любых 1 и Nn>0 существует такое разбиение • ∙ ∙ φ> < ⅛n> = 0 < /<л> </(")<...
интервала (— оо, ∞) с условием

что

1 <- ≠(∏) _  ≠(∏) <- 162V,l '* 0 ≤ 4Nn ’ 
ели fe[4"∖ ⅛⅞∣], причем при данном п в зависимости от к равно или 

et[n∖ или ⅛⅛1.Лемма 2 доказана в работе [2].Пусть 4л), к = 0, ±1, ±2, ...—разбиение из леммы 2. Тогда согласно этой лемме и тому, что 4(r)≥4Jn(r) (см. (19)), имеем7n(z)≥2∕n(^)(z-4"oψ⅛ (24)при ze[⅛">, ⅛⅞l .
Лемма 3. Для любого набора 3LRλ = {Δλi, Ckh j=l, 2, ...} при любом

— ∞ <t< ∞ имеет место оценка

i (t}>lL V__________ -Ii_________з 2, (∣∆* i∣∣z)+i)∙¾ •Лемма доказана в работе [2] на странице 651. Здесь использованы обозначе­ния (2) и (15).



Асимптотические разложения 145Вспомнив (2) и (16) и опираясь на лемму 3, кроме оценки (24), полу­чаем еще оценку4(0≥^3^ 2 α(^fc, 21 /1) (25)
Л=1при любом — ∞<t< ∞.Наименьшее значение правой стороны неравенства (25) при ∣ 11 ≥ θ1- рав- 

2Nπ
НО

λ∕. = 4∑<x(9‰ N„).

k=l
3 _ Į _Оценив в равенстве In (t) = ^ In(t)+ — Iπ(t) первый и второй члены, со­ответственно согласно (25) и (24), получаем

7+4 _ 3 m ,k +174≤2π⅛2∕4 "∑ ∫ exp{-^ ∕n(^)(Z-∕<"0))^×
k ф

4 7+4 _____ _ 3Λfn
×∏ ∖⅛rI2πt>∖dt≤e 2 π]∕⅛‰e 4 u"∙ 

i=l

j≤∕, где
4

u-=Σ ,>suP(> ∏∣Λri(2πz>∣≤k ⅛'0≤'≤⅛+ι ι=l

≤∏7∑,<,c% ■
< = 1 k tk c,s≡'Λ+lсогласно неравенству Коши.

Лемма 4. Пусть неотрицательная функция g (t), определенная на ин­
тервале [а, оо), удовлетворяет на этом интервале условию Липшица∖g(t + s)-g(t) ∣≤∕C∣5∣.

Пусть, кроме того, V= J g(t)dt<∞. Тогда для любого ε>0 и любого раз­

биения
a = t0<t1<t2< • • •

интервала [а, ∞) с max (tk+1-tk)≤ε интегральная сумма
O≤fc< ∞

Y( max g2(z))∆rk≤ r(2tfε + 4 sup g(t)},
fcZo 'Λ≤'≤'k+l 7 ' α≤r<∞ '

где ∆tk = tk+1-tk.Лемма взята из работы [2].Так как Γj≤Z+4, то функции gri (t) = ∣ Дг(2πz) |2 в интервале ( — ∞, оо) удовлетворяют условиям леммы 4 сX,rι≤21∕2 πσrj, ^,=P<r.(O)≤Cri< да.
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1

Поэтому согласно лемме 4, и имея в виду, что
получаем
Тогда

4 1t'n≤6ΛΓn∏''c4 (4 + 

i=l

V 2 πτfj. \ 4 ~~Nn )
ЗМ„ 4 £

^^*^^ П c-7 (l +

/=1

πσ'∕ \421/2М»/ ’1 ≤√≤7, 7=1, 2, 5.Согласно (22) и (26) имеем
-∑λ∕71Λ≤Θ,∕n 2(Λrn)^(l+⅛ + Z∙Je 4 х

max
l≤r.≤∕+4

4 1 ∖ 42 ]∕ 2 Nn ∕ ’× 7=1, ..., s. (26')Когда 7=0, в равенстве (26') не будет множителя (1 + Lllπ + Lsn).Из (9), (10), (21) и (26') получаем неравенство (6), которое и хотели до­казать.Доказательство неравенства (7).Согласно равенству Парсеваля имеем
∫ l⅛ω-φs-ι.πωpμ∣2rΛ=^- I ∖fz↑(t)-

— оо — оо-Λ<'J,,n(∕)PΛ≤-2  ̂ (Λ1 + ∕∣2 +A3 + Λ4), r = 0, 1, ..., 5, гдеAι= f ∖^(t)-ħ<∕2lιπ(t)∖idt,
1

∣∕I≤L 3(s-2)A2=2 f ∣A<r21,,ω∣2⅛_ 1
1∏>lJ <*- 2)⅛=2 f ι∕⅛,ω∣2Λ.⅛30^2>-<,rl≤⅛nn

ht=2 f ∣∕^(r)∣2Λ.jv∕ιОценки Λi мало чем отличаются от оценок It, 7=1,2, 3,4. Легко полу­чаем, что¼≤Θr,s⅛, A2≤Θr,s⅛ r = 0, 1, ..., 5.



Асимптотические разложения 147Согласно (14) и (20) имеемI f% ω ∣2 ≤ ®г { 1 +1112' + £2„ } exp I - -^∙ 1„ (АГ.)j.

4+ Λ,+ ∙∙∙+4,)]}∙ ∏'∣∕rj.(2πl)∣<ft≤
ι = l

Тогда
f>3^θr,sl7~ (Λζ1)(⅛+⅛), r = 0, 1..............i.Если г=0, то Lįn можно пропустить.Оценка Л4 сводится к оценке интеграла
hi= f ∖fzn,k....... κ1(t}∖∖fzn,.............μ(0∣Λ.

π5z,1',>χ-1 ≤√≤r, l≤μ≤r, r=l, 2, s.После замены переменных получаемΛ4 = 2πBn f ∏ ∣Λ∕i(2πr)∣ ∏ ∣∕ξm. (2πf) ∣ ∩ ∣Ar,.(2π∕) |Л.
1 i=l i=l i=lЗдесь ∏w означает произведение по индексам ri, неравным совпадающим ki и vm(ι=l, ..,7; m=l, . ..,μ) и непревосходящим max(y, μ)+2. Кроме того, между числами ri может быть не больше чем по два числа, равных между со­бой. Числа j0 и μ0 удовлетворяют равенству √o+μo=4. В произведении П*  нет множителей с индексами k1, ...,kj и тех j0 множителей, которые входят в П". Аналогичный смысл П".Тогда Λ4≤2πBπ J exp { — [27λ(z)-(Ą,+ ∙ ∙ ∙ + 7* y + 7vι + ∙ ∙ ∙ +Λlt+

√ + ∣λ+4≤2π5πe 2 -2∕nα) e

∣r∣>
i

2Nn

4∏'l∕ξr,(2πl)∣Λ.
∕ = 1

∕

Далее, если разложим 7„ (/) на две равные слагаемые и оценим Л4 как 74, то получим
A4 ≤ 24 e. 2 π 1/_ n e * 'г J,(⅛) л

2r+4≤ 24e 2 . π мп
In {Nn)

ГТ с*  (ι + i)4≤ '∖ 2 ↑∕2Nn)

2 1 Уmax ∏Cr41 + -^X-) 1≤rl∙≤r+2 2 ]/ 2 nJVτ⅛rV5так как max t
1 ≤Γι≠r2≠ra≠G≤r + 2если ar.>0.

αr,αr2αraflr4≤ max arι аГг a2 ≤ max а2 а2, 
1 ≤r,≠r2≠r3≤r + 2 Гз l≤ι∙ι≠ra≤r+2 fl Г*

10*



148 В. Пипирас, В. СтатулявичусСледовательно, _1 _з мΛ1≤Θ,(l+Z⅛ + ⅛)∕,i 2(Λζ,)ΛΓ,,e 2 " X2 1х max П Cr2 l≤r≤f+21* '
l ι = l

1+ πσ'l∙ \22V2Λ√Неравенство (7) доказано.Еще отметим, что неравенства (6) и (7) дают возможность оценить выра­жения вида
∫ ∣p∣Jt∣βΛr

— 00для р и q из некоторых интервалов и, в частности, дать оценку для sup∣p{ZneΛ}-∫ φ5.lt,(x)<∕x∣
Втолько при трех ограниченных плотностях величин (1) последовательности, т. е. при w0 = 3.

§ 3. Теорема для решетчатых случайных величин

Теорема 2. Если случайные величины последовательности (1) решетча­
тые , принимающие только целочисленные значения, М ∣ ξk ∣5 < ∞ (для целых j>3), k = 1, 2, ..., и, то∣^∣']⅛p{S,=m}-φs-1,n(^)∣≤

≤Θ,^ Ls,+⅛sΓ~ (JV,).‰+⅛)+

+ Θ,"∕, 2 (ЛГ„) ЛГ„(1 +L{π + L,n)exp ∣-y min ∑ ak(a, g, Λn)},
1 = 0, 1, .... s,

для таких Nn>0, для которых lπ(Nn)>0. Здесь минимум берется по всем 
таким а и q, что α ≤ q, 1 < q ≤ 2Nn, (a, q) = 1.Эта теорема является продолжением работы [3]. Доказательство. Так как

^ω=∑(⅛),e'4tp{^=n
k

_и" _у_
f,⅛(')e ^ = ∑ ∫(⅛)'e'" p{¾=*}⅛=

~πBn .k -πBπ= 2π¾(-⅛)'p{S, = m},
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(<^),φs-ι,nW = ⅛∙ ∫ e^to⅛'-ι, »(')<*.
— 00

ТО

¾= f ∖fzin(t)∖dt, а интегралы πBn -j^-<∣r∣≤πBn
H1, Нг и Н3 по форме записи и по способу оценки ничем не отличаются от интегралов 71, 72 и А- Только в этом случае4(0=2 si∏2π^∙Λ∖m

mи ln (Nn) определяется равенством (4).При оценке Я4 здесь вместо 74 появляется н,= „Вп ∙f ∣∕⅞⅛......≠)∣<*.  ι≤y≤∕. /-i...............s-
Далее ¾ = 4π⅛ f ∏ ∣∕ξ,.(2πO∣Λ≤

2у^<1г1<4 l≤∕f≠Λι,≠∙1∙∙≠⅛≤n

≤ 4π⅛ f exp I - [/„ (t) - (⅛ (()+•■•+ ∕* y («))]} Л ≤
≤4πβ,e2 f e^''ω<⅛,

⅛<'4Так как /„ (t)^4Jn (О, где в этом случае
λ>w=2

k=l mто в неравенстве 7л (r)≥2Jπ (t)+2Jπ (t) одно слагаемое, оценив согласно лем­ме 1 работы [3], а другое — согласно лемме 2 той же работы, взяв т=2Я,



50 В. Пипирас, В. Статулявичусполучаем
J n

Hi ≤ 4πBne 2 exp I - -i- min У a*  (a, q, ЛГ„)1 f e~2^fn <Odt ≤
l 2 1 1 j 1 

2Nπ <'S

≤ 4πBne 2 ехр { — л2'min∑αjt(α, q, Λrn)l× 
a, q k=ι '«1

×∑ f ехр1-^.(г-4з>)Ч„№)вЙл.* <<"> ’Так как для всех интервалов I7jz°, ∕⅛>1] интеграл
''÷1 . 1 /-

и число таких интервалов не превосходит 5 Nπt то
⅜⅜ VΓ7V5 g2 JV”exp|~ymin ∑ 0⅛(a∙ ?• jv∏)I∙

Vln(Nn) a∙q k=i ’Теорема доказана.
Институт физики и математикиАкадемии наук Литовской ССР Поступило в редакцию16.Х. 1967
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NEPRIKLAUSOMŲ ATSITIKTINIŲ DYDŽIŲ SUMŲ 
ASIMPTOTINIAI IŠDĖSTYMAIV. PIPIRAS, V. STATULEVIČIUS
(Reziumė)Straipsnyje gaunamas nepriklausomų atsitiktinių dydžių normuotos sumos pasiskirstymo tankio pz∏(x) asimptotinis išdėstymas Liapunovo trupmenomis, įvertinant liekamąjį narį x atžvil­giu. Taip pat išnagrinėtas analogiškas uždavinys rėtiniams atsitiktiniams dydžiams.
ASYMPTOTIC EXPANSIONS FOR THE SUMS OF 
INDEPENDENT RANDOM VARIABLESV. PIPIRAS, V. STATULEVIČIUS
(Sum mary)The asymptotic expansions for the density pz∏(x) of the normed sum of independent random variables in Liapounoff,s fractions with estimation of the remainder term in respect of x is obtained. The analogous problem for lattice random variables is treated as well.




