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О БОЛЬШИХ УКЛОНЕНИЯХ ДЛЯ ПЛОТНОСТЕЙЛ. И. САУЛИСПусть Fξ, Д, обозначают соответственно функцию распределения, характеристическую функцию и плотность вероятности случайной вели­чины ξ, Γk {ξ} — семиинвариант порядка k случайной величины ξ. Кроме того положимφξ(z) = Me*,  φ(x)=^U-e 2 .
Всюду далее Θ означает некоторую величину, не превосходящую единицы по модулю.Пусть случайные величиныξ1, ξ2,...ξπ, и>1 (1)независимы,max∣ξz∙∣≤‰

1 ≤y≤πимеют плотности
Pξj (х) ≤Cj<∞ и Mξy = 0.Положим0^ = Dξy, ¾-∑∣⅛,

√-∣^=∑-^hZ,=A.
7=1В настоящей заметке рассматриваются большие уклонения для плотнос­тей pzn(x)- Доказывается следующаяТеорема. В интервале 1 ≤ х ≤ δ∆n, δ<δ0 = 0,046, ∆n = ⅛- имеет ме-

сто соотношение
^L = e^λ(Aj(l+Θ∕(8)^ + Θc(8, Jζ,)×

4 1. . Л×∏Cf,exp{-a(δ, К„) ∑ ± I.
t ' i ∣c *

(2)
Здесь

0≤∕(8)≤ 9∣2 + 3,2(l+2S + -∣√l-8)>j4 (l-p)≈(l-8)* (3)



154 Л. И. СаулисО < δ < δo = 0,0851, причем δ определяется из уравнения š 8(1+8) 980 2 ’ P“ (l-δ)3 ’
28

С (δ, G-p)2
(4)
(5)

λ (0 = 2 λ*z* “ степенной ряд Крамера, сходящийся при 111 < δ0,л=о
КI ≤ —-—,(Λ+3)δ0*+≡ , к = 0, 1,...

причем

(6)Доказательство. Из того, что max ∣ ξ,-1 ≤ Кп, легко выводим (см. 3,
1 ≤√≤πстр. 135), что In φs (z) аналитична в круге j z ∣ ≤ z0 = . В этом кругеn δKnI in φsn(z) I ≤

I 2 I ≤z0 (7)
4≤∣⅜<z)∣≤∣> √=ι>2.........«•и

Имея в виду неравенство (7) и применяя формулу Коши, находим∣Γt{Sn}∣≤∣fc! (32ζ,)t→∙Bζ, к=3, 4,... (9)Докажем, что при n≥2 имеет место формула обращения
Pzn{x) = -^j f e-^∙φsπ(z)<∕z, z = h + it. (10)

h-i∞Для этого достаточно показать, что существует интеграл
h+i∞∫ ∣4⅛,(z)<Pξ,(z)∣<fe.
h-i∞ δ 9δПусть в дальнейшем 0 ≤ h ≤ , где 0 < δ < δ0, а δ0 из условия цтгуу = 1»т. е. δ0=0,0851. Нетрудно заметить, чтоTĘ.(z) = 9ę.(A).Ą.(A)(Z), (И)где случайные величины ξy (h), 7=1, 2, ..., п, задаются плотностями распре­деления⅜(^>W=⅛7e4⅝W∙Согласно неравенству (8), имеемвi4(√x)≤2Λς∙, У=1, 2,(12)Из равенства Парсеваля следует, что∫ l∕ζj√√l)M≤4πΛcy.— го (13)



О больших уклонениях для плотностей

(14)
Согласно неравенству Буняковского и (13) имеем

ОО δ 1

f Л⅛(‰(') Idt ≤ 4πe5^(C1C2)7.
— ∞Из неравенств (8), (14) следует, что
h+i∞∫ I <f⅛. (z) φξ, (z) I dz ≤ I φξl (h) ∙ φξ, (A) × 
Л —<αo

(15)Формула обращения доказана.Интеграл (10) разобьем на две:∕=⅛ ∕ e^⅛∙φsπ(z)√z = ∕1 + ∕2,
h-i∞

h = ⅜i f e-^-φsιl(z)dz,
h-iε

f e-!B^-Vsn(z)dz+ j e-ιanx-<fsn(z)dz).

• ■ A+<e >Здесь ε>0 будет подобрано в ходе доказательства, а в качестве h берет­ся решение уравненияjj{ -zBnx + l∏φsn(z)∣ = 0,
т. е. точка перевала.Разлагая lnφ5fj(z) по формуле Тейлора в окрестности точки hĮ h + Į t j j ≤ δ2 gję- , δ < δ2 < 1, или при lr≤(¾-δ)g-Lнаходим

- zBnx + In φ5fs (z) = - hBπx + In q⅛β (h) +

Выберем ε = (δ2- δ) —- и оценим интеграл Z10Kn

l∕i≤(⅛-δ>34-Нетрудно убедиться, что B2(A) = ^lnφs,(A) и B≡(A)>O.

(16)
h — i<x>

при

(18)
f (19)



156 Л. И. СаулисПосле замены переменной t' = Bn(h)t получаем 
J - Впh~2πBa(h)e^" ×

111 ≤(δ,-δ)3yr Bn (h) где Kn(h)=-hBnx + }n<psn(h). Далее,
ti (л- <„\\ш (*) 3 '2 l 9 о κnβ3nW3- 2 Л[ Iθr 6B*(h)  - 2 + 2 w (1 -δ2)*B*  (А) ’

В (А)
2=А+-в силу того, что(m^ω)'=∑ r⅞⅜Γ =

А=3= I Θ5ζ ∑ к (к - 1) (к - 2) (3Kn∕→ z‘-3=4 Θ5J (1,∙⅛).. ьз "если ,iz∖< -^г- .Подберем значение δ2 так, чтобы оно удовлетворяло уравнению δ8-δ _ 2ε0B≡(A) (l-δ2)< 32?« ’n 1где 0 < ε0 < g-.Положим ε0 = -i- иστ 2Bn(Λ)(l-⅜)< i
0 SKnB* ’ 3 °‘Тогда, используя неравенство ∣ ea-1 ∣ ≤ ∣ α ∣ el≡ι, получаем ≡A∣≤⅛r^>. ∫ e^^+¾≤ ι∕∣≤τ≤⅛γλw( f e'^t+ f∣r∣≤τ lrl≤Γ

≤ -7=⅛----- eκ∏ u> (1 + -7L- e^τ+ -Д ) •l∕2πBn(A) ∖ ]∕2πT V 2πT0 /Вычислим В„ (h)

b^w=Σ -γ*⅛⅛ f^ -
А=2= 5≈ + ∣Θ5ζ∑ ⅛(fc-l)(3Jζ1)4-2∙A* → =

А=3= JJ(l+θp), где P = l-⅛i.

(20)

(21)

(22)

(23)

(24)

(25)



О больших уклонениях для плотностей 157АналогичноY__L γ Γk{Sπ}hk~' _
x~BπΔ (Л-1)! ’

k=2

∞= ⅛-(^Λ + j Θ л? 2 k(3Jζ.y-2∙Λ',-1) =⅛a(1 +⅛(1 -δ)). (26)
Л=3Для оценки интеграла /2 воспользуемся работой В. А. Статулявичуса [4]. Мы также будем пользоваться обозначениями [4], не оговаривая это каж­дый раз. Симметризованную величину ξ7 (А), √=1, 2, п будем обозначать через ζj (h). Так какmax∣⅞(A)∣≤^, σz2(A)≤^,

1 ≤√≤λ
ТО ξ, (A)≤2jς и X(A)≤2⅛В нашем случае функция /„ (N) из [4] имеет вид4(2JQ = -^∑ ∕ χ2<‰W = 2.

y=l∣x∣≤2jζ∙,1Интеграл /2 разобьем на два интеграла
! 41 = I f е-(л+1^впх • PĮ φξ. (А + it) dt ∣ ≤
≤⅛*V a>∙ f ∙∏ ∣Λ∙(A)ωiΛ = ⅛^ω(7ω + Z(2¾

где
π
2jξj n

∕<ι^=⅛-f ∏ ∣Λ∙(wω∣<*.
δ,-δ J=i
*Kn

n
ιi'>=Bn- f ∏ L∕⅛.w(O!<Λ∙

В работе [4] получена следующая оценка l∕snW∣≤eχp I -~r'2β" }
ДЛЯ ∣'∣≤⅛. ∕ = lim∕n(2∕ζ,)>0.

(27)

(28)

(29)
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Применяя эту оценку для суммы Sn (A) = ^ ξj∙(A), имеем y=ι i∕sn<4)(0≤exp{ ~fi⅛(h) j, при ∣'∣≤⅛∙Используя равенство (25) и неравенство (30), оценим интеграл /(2Х)

где Δ = —
n 3Kn •Перейдем к оценке интеграла 7<1>. В работе [4] доказано, чтоIΛn(2π∕) I ≤exp { -In(t)},где

л ∞

4(0=∑ f sin2πJxdF∣t(x)

к=1 -оои согласно лемме 1 работы [4]∕n(0>4∑α(‰ 5⅛),
к=1причем наименьшее значение правой части (32) в интервале ∣ 11 ≥ 4Kπ

Mn=⅛∑ α(≡t, К„),

Л = 1где
а(Ш1л, 2Xn)≥256 (σ≡ + 4X≡)C^ ’В нашем случае

_28

α(Φlk, 2Xπ)≥256 Is ^5120X≡CJ(σ≡(Λ) + 4∕φ4e3C≡z
И

_281 е 3 П 1
м = ~_____-_______V —n 3 5120 К*  Z, С? ■

7=1С другой стороны, используя лемму 2 работы [4], получаемJn(z)≥2.2(z-⅛>)2∙B2(A)для ze[⅛">, ⅛⅞1J, где ⅛ < ⅛+ι ~ ⅛0 < g⅛ •

(30)

(31)

(32)
равно

(33)
(34)
(35)
(36)



О больших уклонениях для плотностей 159В равенстве 7Л (r) = ^- 4 (O + ⅛- 4 W» оценив первый и второй члены пра­вой части при помощи (32) и (36), имеем
If = 2πBa f ∣Λntt,(2πr)l A≤⅛<1'1<"≤2π5n f e-(z"w-,"0,)∙lA.w(2π∕)∣Λ≤— <∣r ∣<00

≤-V2π^ 25⅛yt∕n,где σ"=∑ , suP , ∣∕s.w(2π')i≤
k 4,,≤<*½≤ ∏ ( ∑ . 4 suP , . ∣∕⅛<*)(2π0 14)4,

согласно неравенству Коши. Функции (0 = !∕ξ,∙^(2πr) |2 в интервале ( — оо, со) удовлетворяют условиям леммы 3 работы [4], с
κi ≤ 2 ]∕^2πσi (Л),

8K,≤2e3Ci, ι=l, 2, 3,4.Учитывая (36) и лемму 3 работы [4], находимσπ≤108χ∙ne3^ ∏ с/. (37)ι=lСогласно (37) и (25) имеемΛ* ,≤ π^∣∕2π< ю^З Į-Į q4 eχp j _a(j К„) £ ⅛}, (l-p)2 '-l t"1 *где
_28

е 3α(δ, К„) = 6.5120^2 •Из (31) и (38) получаем, что з
I ∕2 I ≤ ~ eκn (-r--------- —--------------------- +]∕2π ∖ 41∕2(8s-8)(l-p)∆n+ C(8, K.)exp j-a(8, K,)∑⅛j,

’ к-l * '

(38)

(39)



160 Л. И. Саулисгде д
С (δ, jζ,)≤l∞⅛l.

Подставляя оценки интегралов I1 и /2, (24) и (39) в выражение (16), полу­чаем [ 1+⅞÷--------- +(l+Θp)2√2πT+_______ ∞__________ ____________л
-,/тг , 41∕2(8,-8)(l-p)∆nV2π (1+Θp)2τo+ C(δ, К„) ∏ С/ехр { -α(δ, К.) ∑ ⅛j].

ι=l A=l kИз равенств (26) и (22) находим98 ____________ 9_____________ хР <1_8)’ (1 —⅝(1-8))(1-S)∙ δ",
δ2-δ≡> ∣(1 -8s)∙(l-Р).Нетрудно проверить, что(l+28+^-(l-δ)>y(i-δ≈)∙ s* (∏ςS)5 •Наконец, вспомнив (23) и учитывая (41), (42), получаем 
pZn (х) = и» (1 + Θ∕(δ) ∙ Л- + С (δ, К„) х× ∏ c∣, eχp { -a<s> κ"'> Σ ⅛}),

i=l l k=ι k f fгде

(40)

(41)
(42)

(43)
(44)9 j 2 + 3,2 (1 +2δ + -∣ (l-δ)≡y∣ θ ≤ ∕(δ)≤ (l-p)≡ (l-δ)4Было положено 8=3J^nA. Однако соотношения (43), (44) сохраняются, если считать h и 8 произвольными, но соблюдать условия 0<A≤≈^, 8<80 = =0,0851. Из уравнения x=-^- ⅛ In φs (А) каждому значению х соответству- 

Uπ ап nет одно значение А. Согласно (26) x=Bn h (1 + у (1 — 8), а отсюда следует 0<x≤8Δn, δ'<δ0= 0,046где
δ = -∣ (2-p + pδ).



О больших уклонениях для плотностей 161- δ (1 I Ä)Очевидно, что δ ≥ -у--- и только при δ = δ0, т. е. при р = 1, достигается равенство£ δ0 (1 +δ0)О0— о •Поэтому в формулировке теоремы мы можем взять δ= —∙* s∖ Для это­го в числителе правой части неравенства (44) следует заменить (1—δ) на (1-8).Осталось рассмотреть Kn(h)= -hBnx + lπφsn(h). Из-за того, что∞Σ Γk{Sn}hk-'(*-l)∣нетрудно показать, что h можно разложить в ряд по степеням х

h = h(x)=∑ atxk,
Л=1

СХОДЯЩИЙСЯ ДЛЯ I X I < δ0 ∆π.Поскольку∣A(*)Γ  .b =—/—≡-------r≤⅛.
l*'" s,⅛ ⅛(l + γ(l-8)) 3 ”

находим, что
согласно формуле Коши. Легко проверить, что

Ö2
1 ММ 2Г« { Sn } ’__ Γ8{5n}Γ4{Sπ}-Γ≡{5π}

fl3--------------------------------3 ’ • • •6Γ≈2 {5n}Подставляя в KnUι) выражение Л, получаем
Kn(b} = - ΛBπX+l∏φ∙⅛(A) = - у + 2 bk^c∙

k≈3Нетрудно заметить, что
k

bk = - ∑ ^-Γv{S,n} ∑ aaalit...alb,=

v=2 A⅛+ .. . +kv=k= -⅜,rj{Sn}.
Итак, имеем
И. Литовский Математический Сборник VIII 1

(46)

(47)
(48)

(49)
(50)
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4⅛)-Σ *.-(£)'•
Jt≡O

x*=^1 ψs-γ≡5<'s">δ"+1-Из (46) находимλt=Θ------,(⅛+3)8*+2 fc = 0t 1, 2..........
(51)
’(52)

и ряд λ (/) = λtt*  сходится при ∣∕l<50. Соотношения (50) и (43) заканчи- fc=0вают доказательство теоремы.В заключение автор благодарит В. А. Статулявичуса за постановку за­дачи и ценные указания при выполнении этой работы.Институт физики и математики Академии наук Литовской ССР Поступило в редакцию16.IX.1967
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APIE DIDELIUS NUKRYPIMUS TANKIAMS’

L. SAULIS(R e z i u m ė)Įrodoma nepriklausomų nevienodai pasiskirsčiusių atsitiktinių dydžių ξ1, ξ2,..., ξ∏, paten­kinančių sąlygas:max I ξ7∙∣≤Kπ ir pξ {x)≤Cj< ∞, l≤√≤n Jnormuotos sumos tikimybinio tankio didelių nukrypimų teorema su liekamojo nario įvertinimu. Čia pξ, (x) — atsitiktinio dydžio ξy tikimybinis tankis.
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ON THE LARGE DEVIATIONS FOR THE DENSITIES

L. SAULIS

(Summary)The theorem of large deviations with exact remainder term for the density of normed sum of independent not-identically distributed random variables ξ1,..., ξπ, under conditions that max I ξy∙I≤Kn and pξ (x)≤Cj<∞
ι≤j≤∏ Jis proved.Here pξ (x) denotes the density of the random variable ξ.∙.

n∙




