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О РОСТЕ ПЕРИОДИЧЕСКИХ МЕРОМОРФНЫХ ФУНКЦИЙ 
С ПРОСТЫМИ ПОЛЮСАМИ

В. ТЕВЯЛИСПусть {λπ} сходящаяся к бесконечности последовательность комплекс­ных чисел и {R (z, λπ)} последовательность рациональных функций
tkr(z' λ-) = Σ (⅛- •

fc=l nЭ. Борелем [2] рассматривался следующий вопрос: из множества меро­морфных функций f (z) с главными частями R (z, λπ) требуется выделить функции, имеющие наименьший порядок роста, и определить этот минималь­ный порядок.Этот вопрос в общем виде решен Дж. Уиттекером [4].Для случая функций мероморфных в единичном круге вопрос решался А. Нафталевичем.В настоящей работе рассматривается тот же вопрос для случая периоди­ческих мероморфных функций с периодом 2π, имеющих лишь простые полю­сы, когда главные части являются периодическими.
1. Вспомогательные предложенияПриведем несколько используемых в работе обозначений.А. Порядок возрастающей функции. Положительная, возрастающая функция S (г), 0<r<∞ является функцией конечного порядка, еслиV--- 1П S' (г) ∕ι,v~ι∏r-- т<0°- <1∙1>Число τ называется порядком функции S (г). Если (1.1) имеет место, то интеграл
f r~k-1 S (г) dr
r0сходится для k>τ и расходится для k<τ.Б. Показатель сходимости, функции n(v, λ), n(-v, λ), N(v1 λ) и 

N(-v, λ) (по поводу этих и дальнейших обозначений см. [3]).Последовательность чисел {λ,,}, | λj Į ≤ ∣ λ2∣ ≤ ..., lim λn=∞ имеет 
n→∞конечный показатель сходимости, если существует такое положительное число L, что ряд

оо
∑ кг*

л=1 

(1.2)
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сходится для k>L. Показатель сходимости последовательности {λn} равен κ, если ряд (1.2) сходится для Ьхи расходится для к<*.В дальнейшем будем считать последовательность {λn} такой, что —π≤Reλn<π, 0<Imλ1≤Imλ2≤ ... Тогда в определении показателя схо­димости ряд (1.2) можно заменить рядом∑ (Imλ,)-t, (1.3)
л = 1так как оба ряда (1.2) и (1.3) одновременно сходятся или расходятся. Если последовательность {λn} имеет конечный показатель сходимости κ, то пока­затель сходимости последовательности {λn+2∕π}, /=0, ±1, ±2,... равен κ +1.Пусть n(v, λ) — число точек Хя в прямоугольнике — π ≤ Re z < π, 0< <Imz≤z> и

ооλ)= ∑ ∑ In
0<Imλfj≤v /= — αo

v= 2 f n (s, X) ds + rλ, o
oТогда, для 0<k<∞ ряд (1.3) и интегралы

J s~k~1 п (st X) ds,

∫ s~k~2 N(s, X) dsсходятся или расходятся одновременно.Отсюда следует, что:а) если показатель сходимости последовательности {λn} равен κ, то порядок функции п (v, X) также равен κjб) функции v п (v, X) и N (v, X) одного и того же порядка.Для последовательности {λ.n} с -π≤Reλ.n<π, 0>Imλ-1 ≥Imλ.2≥ ≥ . . . , lim Х_я = — ∞ совершенно аналогично определяются функции 
п( — v, X) и N(-v, X).Через n (О, X) будем обозначать число точек X на отрезке — π ≤ Re z < π, Imz = 0.В. Функция T(v,f) означает характеристику (в смысле Мюгеля) пе­
риодической мероморфной функции f (z) с периодом 2 π.

T (v, f) = T*  (v, /) + T*  (-£>,/) + No (v, f).

T*  (v, f) и T*  (-v, f) соответственно характеристики в верхней и нижней по­луплоскостяхT*(  ± v, f) = m( + v, ∕) + N( + v, f).
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m(±υ, f) = ^ + o (i) j f ln+ ∣f(u± го)| du,

n( + v, f), л(0,/) —число полюсов функции f (z) в областях определенных в Б и
N( + v, ∕)=y f n(.±s> f) <⅛ + r,

öИ ≤ f f ∙⅛q ds' N°(v’ f! = O(v).

ОПорядок функции f (z) такой же, по определению, как у функции T(v,f).Следует заметить, что приведенные в Б и В определения функций Т, 
mt п и N отличаются от неванлиновских, которые характеризуют рост на окружностях ∣z∣=r, r→oo. В случае периодических функций удобнее ис­следовать рост на прямых Im z= + v, v→∞.Порядок мероморфной периодической функции определенный по харак­теристике Мюгеля совпадает с порядком определенным по характеристике Неванлины. Если f (z) целая, периодическая с периодом 2π, функция, то по­рядок функции l∏Λf(w) равен порядку функции T(vtf). Здесь М (v) = max ∣∕(z) |.Г. Некоторые свойства функций T(v, f) и m(±v, f). Так какln÷ ∣∕1 ∙∕2........... fn 1 ≤ ln+ ∣∕11 + ln+ ∣∕21 + ... + ln+ |/„ I,ln+ 1/1 +/2 + • • • +/, I ≤ In п + ln+ l/х I +1∏+ [А I + — + ln+ |/и], то

m( + v, f1∙f2............ fn)≤m( + v, ∕1) + w(±v, ∕2)+ ... +m( + v, fπ), (1.4)
m(±v, f1+f2+ ∙ ∙ ∙ +∕n)≤j l∏n + m(±v, ∕1)+ .-.. +m(±z>, /„). (1.5)Функции N ( + v,f) удовлетворяют неравенствам
N( + v, f1∙f2............fn)≤N( + v, f1) + N(±v, f2) + ... + N( + v, fn),N(±w, ∕1+∕2+...+∕n)≤-W(±v, ∕1) + Λr(±z>, ∕2)+...+-V(±z>,/„), поэтому
T(v, f1∙f2...........∕n)≤Γ(t>, f1) + T(v, f2)+... +T(τ>, /я), (1.6
T(v, f1+f2 + ... +∕π)≤lnn + T(^, ∕1) + ... +T(v, fn). (1.7)
2. Аналог теоремы БореляПусть имеем последовательность различных комплексных чисел, упо­рядоченную по возрастающим мнимым частям {λn}, с —π≤αn=Re λn<π, βn=Imλπ>0, имеющую показатель сходимости κ(κ<∞), и последователь­ность функций
R(z, λn)=-⅛ .

e~ιz-e nЕсли Imλn→oo, то имеется такая последовательность тригонометричес­ких полиномов Pn (z), что ряд
00Φ(z)=∑Γ √,--⅛--J,.(z)l (2.1)



168 В. Тевялиссходится абсолютно и равномерно внутри комплексной плоскости. При этом сумма ряда Ф (z) является мероморфной периодической функцией с перио­дом 2π.В качестве Р„ (z) выберем сумму первых кп членов разложения функции 
R (z, λn) в тригонометрический ряд (по степеням e~iz).

Теорема 1. Если

21п+!Лл1 21n+ I Aπ ∣ l 1
βn ^n"' βn + ’

mo для суммы ряда (2.1) Φ(z) имеем
m (v, Φ) = O(z>μ+e),

где μ = max (τ,τ = lim
n→∞

(2.2)

(2.3)1), а ln+ ln+ \ А„\ In β∏Доказательство. Пусть Imz=z>>z>0, z,0 — достаточно большое число, иФ (z) = Φ1 (z) + Φ2 (z) + Φ3 (z),
где

Φ1(z) =

Φs(z) =
Φ3(z) =

∑ Γ÷⅛-p"<4
βn^vβLe~ ~e J
vβ<β,,≤2υLe ,z~e JΣ Г— ^⅛--Λ>ω]∙
3π>2vLe 'z~e П JСлагаемое суммы Φ3 (z) можно представить в виде

а а o~ik" (z_V
  р (z∖ = ^J}L__________  

.___ -'λπ____ n { f ~i'λn ’Оценим его сверху, опираясь на (2.2). Так как v<~-, тоIАпe-* πI=Iλl Λ<→-><IАпI e-k-Φ≤eln+1 ≤ 1.
Знаменатель

Ie-'z- tСледовательно,Į----- ⅛X—∙ħ1(z)]<e '■
e~tz-e n ĮПусть p (t) — число точек Хл, содержащихся в прямоугольнике —π≤≤Rez<πj ∕≤Imz≤∕+l иlim !H∆L) = v. 

t→∞ In tТак как показатель сходимости последовательности {λn}, по предполо­жению, конечный (κ<oo), то и v<oo.



О росте периодических мероморфных функций 169Таким образом, при δ>0 и t>v0 
p(r)<t'l+sи Į . ! -

∑ !-—^~ir-Pn(z)∖<P(t)e 2<'v+δ* 2∙
n P~'tz-P " 12τ>≤r≤βzj≤r + l e eОтсюда ∣φ3ω∣≤ ∑ Į √"-jχ--p.(z)[+

я p~'z-p n2τ><βn≤2υ+l { e e |+ Σ ! ..^⅛—Λ(∑) j+∙ ∙ ∙ =ε(v),
л P —1*  — 0 П2ι>+l <βπ≤2t*+2  I e e Iгде ε (z>)→0 при v→∞.Это доказывает абсолютную и равномерную сходимость ряда (2.1) внут­ри комплексной плоскости. Кроме того,ln÷∣Φ3(u + z⅛) = O(l), 

m (v, Φ3)=O(1).Рассмотрим рост функции m (v, Φ2).При Imz = z>>z>0 и βπ>z>0
V1 кп-[ιwι=j-^7∑ e-"u^λ",∣≤∣Λ∣ 2

e n 1=0Обозначимθ(z) = ∑ Г—-
Vo<βjj≤2u I e 1

(2.4)
efc≤l4,l en°.

1=0

Число точек Хл, лежащих в прямоугольнике —π≤Rez<π, z>0<Im z≤2w, не превышает п (2v) — числа точек Хл, лежащих в прямоугольнике -π≤Rez< <-, 0<Imz≤2z). ПоэтомуI Φ2 (z)! ≤ п (2v) max | Рл (z) ∣ + Θ (z) max | ∣ ≤
≤ п (2v) max ∣ An ∣ ev max kft + Θ (z) max ∣ An [. (2.5)Здесь максимумы берутся по всем nt для которых α0<pn≤2w. Принимая во внимание (2.2) и (2.3), имеем

Отсюда, если τ≥ 1, тоmaxfc,,<τr-1+e*, (ε1>ε)и, если τ< 1, тоmax kn < if(ε - произвольно малое число, поэтому его всегда можно выбрать так, что τ+ε<l).Таким образом,max Arn < ^μ-^1+ε, (2.6)где μ = max (τ, 1).



170 В. ТевялисВоспользовавшись неравенствами (1.4), (1.5) и тем, что числомых в сумме Θ (z) не превосходит п (2v), получаем
m(v, Θ)≤ į lnn(2α)+ У т (vt ------ Цпг) •z а « ' e~iz-~ р n'v,<Pzι≤2v e eПусть
Iτnz = v

слагае-

и

откуда
⅛ f>* +

—я

1 π

I e-w+v.e-iλ Į f
О

“ 2ev f 1По
s≡ ⅛+oGследовательно,

∕ln÷
—π

1

m(v, Θ)≤lnn(2o) + n(2o) +
m (v, Θ) = O(lnτ)).В соединении с (2.5) это дает
m (v, Φ2) = О (vμ∙+e).Функция Φ1 (z) — рациональная относительно e~i2, поэтому
m (v, Φ1)≤T(z>, φ1) = O(τ>), 
m (v, Φ1) = O(v).Утверждение теоремы непосредственно следует из (2.4), (2.7) и (2.8) Следствие 1. Пусть Imz= —v < -vo<O, тогда

m(-v, Φ) = O(1).Действительно, сумма ряда Ф (z) не превосходит по модулю суммы схо­дящегося числового ряда00 . λ 1 -Mt'<∙+0J
Σ∖Aπ] е n n 

К 'Л=1 e ~еОтсюда ∣Φ(z)∣ = O(l) при Imz=-z), и m(-v, Φ) = O(1).

(2.7)
(2.8)



О росте периодических мероморфных функций 171Следствие 2. Порядок, функции Φ(∑) не превосходит σ = max(τ, κ+l), 
где × — показатель сходимости точек λn.Порядки vn (v) и N (v, Ф) равные, отсюда

N(v, Φ) = O(wκ+1+ε).Точки λn лежат в верхней полуплоскости, поэтому
N(-v, Φ)≡0, No(v, Φ)≡0.Окончательно имеем
T(v, Φ) = m(v, Φ) + m(-v, Φ) + N(v, Φ) + N(-v, Φ) + N0(v, Ф) =
= О (^+ε) + О (v×+l +ε) + О (1) = О (t>β+ε). (2.9)Подчиним полюсы функции Ф (z), определенной рядом (2.1), добавоч­ному условию. Будем считать их достаточно удаленными друг от друга, если вокруг каждой точки λn+2Zπ, л=1, 2, 3, ..., 7=0, ± 1, +2, ... можно постро­ить окружность радиуса ∣ λπ |"А, А>0 так, чтобы эти окружности не пере­секались. Тогда справедлива следующая лемма.Лемма. Если порядок функции Φ(z) равен p(l ≤p< оо), тоτ=Hm^ 1°+i'°b'λ' ≤ р. (2.10)

n→oo ш РлДоказательство. В [4] доказано, что, если полюсы любой мероморф­ной в комплексной плоскости функции порядка p<∞ удовлетворяют при­веденному выше условию и вычет относительно полюса λn равен Bn(n = = 1,2,3, ...), то
∣λ ∣p+εl¾l<e' " , n>N.В нашем случае

Bn= Res Φ(z) = lim Φ(z) (z-X„) = lim -⅛^4-=iAn e~". 
z=λπ z→∖ z→λ∏ e~iz-e ‘ πОтсюда
—0 I λ ∣P+8 

]Aπ∖e β"<e' nl >

0 + I λ lp+εI Ап Į < е n n 1 , п > N.Так как ∣λJ=l∕⅛ + βs≤l∕2 ß„,если N столь большое, что ∣αn∣≤ βn (это всегда возможно, в силу -π≤ ≤an<π), то
Учитывая, что р> |, окончательно получаем с ¾>ε

или
τ≤p.



172 В. ТевялисТеорема 2. Порядок р функции Ф (z) равен max (τ, κ + 1).Доказательство. В силу теоремы 1 р ≤max(τ, κ + 1).С другой стороны, по леммеτ≤ р.Очевидно, что порядок функции N (v, Ф) не превосходит порядка Φ(z), поэтомуκ+ 1 ≤ р.Комбинируя неравенства, получаемp = max (τ, κ+ 1).Пусть имеем последовательность комплексных чисел ,{Х_Я} с —π≤ ≤α.π=Reλ.n<π, 0>β-1 = Im λ~1≥ β-2 = Irn λ.2≥ ... и последовательность функции
Совершенно аналогично доказывается, что при надлежащем выборе три­гонометрических полиномов Р_ n (z) ряд

(2.11)
сходится абсолютно и равномерно внутри комплексной плоскости, сумма ря­да Ψ (z) является периодической с периодом 2π мероморфной функцией по-рядка ρ1 = max (τ1, κ1+ 1),где ■р— ln+ ln+ 1 A-π 1 τ*=±-  ln(-W ’— 1пи(—v) Лκ1 = lιm —γδ----- , v > 0.1∏ vПусть ∕(z) мероморфная функция порядка p(l≤p<oo), периодическая с периодом 2π, все полюсы которой являются простыми и достаточно уда­ленными друг от друга.Обозначим полюсы, лежащие в основной полосе периода— π ≤ Re z < π через λn=a,l + ∕βn, и=±1, ±2, ... Будем считать, что множество полюсов упорядочено по возрастающим мнимым частям, т. е.

, ’ ' ≤ β-2 ≤ β-ι < θ ≤ βι ≤ β2 ≤ • • 'Полюсы, лежащие на отрезке —π≤Rez<π действительной оси, причис­ляем к верхней полуплоскости — это никакого влияния на окончательный результат не оказывает, так как их лишь конечное число. Тогда функцию ∕(z) можно представить в виде∕(z) = G(z) + Φ(z) + Ψ(z),



О росте периодических мероморфных функций 173где Ф (z)-функция вида (2.1), Ψ (z) —(2.11) и G (z)-целая периодическая функция. Порядок функции G (z) обозначим через σ. Функции Ф (z) и Ψ (z) не имеют общих полюсов, поэтому из доказанного непосредственно следу­ет, что φ = max(σ, τ, τ1, κ+l, κ1+l).∙Вильнюсский Государственный Поступило в редакциюуниверситет им. В. Капсукаса 20.IX. 1967
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APIE PERIODINIŲ MEROMORFINIŲ FUNKCIJŲ SU PAPRASTAIS 
POLIAIS AUGIMĄV. TĖVELIS
(Reziumė)Darbe nagrinėjama periodinių (periodas 2π) meromorfinių funkcijų, turinčių tik paprastus polius, eilės priklausomybė nuo polių ir juos atitinkančių periodinių pagrindinių dalių.

ON THE GROWTH OF A PERIODIC MEROMORPHIC FUNCTION WITH 
SIMPLE POLESV. TĖVELIS
(Summary)In this paper we consider the growth of a periodic meromorphic function f (z) when its po­les are only simple and the distance among them is not too little. This question for nonperiodic functions was considered by E. Borel.




