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ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ ИГРЫ ТИПА ДУЭЛИИ. П. ЯЧЯУСКАСДуэлянты-игроки Р иЕ, обладая постоянными скоростями v и и (v>u), перемещаются на плоскости, имея при этом возможность в каждый момент времени менять направление своего движения („простое“ движение). Каж­дый дуэлянт знает расположения в каждый момент времени и узнает о дей­ствии своего противника, т.е. о выстреле, как только оно совершено („шум­ная“ дуэль). Предположим, что если дуэлянт стреляет и не попадает в ми­шень, то другой дуэлянт может добиться уверенного попадания, дойдя вплот­ную до мишени. Мишень игрока Р — игрок Е, а игрока Е — ось абсцисс, т. е. игрок Р погибает при поражении оси абсцисс. Вероятность попадания возрастает по мере сближения дуэлянта с мишенью и, когда дуэлянт доходит вплотную до мишени, становится равной единице.Стратегия игрока Р (£) указывает направление вектора скорости в каж­дый момент времени и момент выстрела.Пусть платеж равен +1 уцелевшему дуэлянту и 0 — каждому дуэлян­ту, если оба они уцелели или погибли. Игра антагонистическая.Пусть вероятности попадания для Р и Е равны соответственно p(p(⅛)) и tf(η (f2)), где р (^ι) — расстояние между игроками в момент выстрела игро­ка Р, а η (∕2) — ордината точки расположения игрока Ев момент его выстрела. Полагаем, что в начальный момент времени игрок Е расположен в верхней полуплоскости. Тогда платеж М игроку Р есть математическое ожидание его выживания для трех возможных интервалов времени выстрела: выстрел до, после или одновременно с выстрелом игрока Е.В зависимости от свойств функции р и q возможны дуэли следующих типов:
1. Игры, когда

<7(η(⅛))={ θ'
если р (r1) > 0;если p(Z1)=≡=Oесли η(f2)>0jесли η(∕2)=0, 

(1)
(2)будем называть играми первого типа. Эти игры совпадают с играми пресле­дования на полуплоскости. Игры такого рода рассматривались в работах [1], [2], [3].2. Если <z(η(∕2)) выражается формулой (2), а р (р) — непрерывная мо­нотонно убывающая функция, то игру будем называть игрой второго типа.



186 И. П. ЯчяускасЕсли игрок Р в начале игры находится в выигрывающем множеств определенном в статье [2], то игра совпадает с игрой преследован ия. П этому будем полагать, что игрок Р не может поймать игрока Е в полуплос­кости j>≥0. При этом предположении справедлива следующая теорема.Теорема 1. Пусть в момент времени t игроки P и Е находятся соот­
ветственно в точках Р(х, у) и 2Γ(ξ, η). Тогда оптимальная стратегия 
игрока Е описывается следующим образом: вектор скорости в каждый мо­
мент времени направлен по нормали от верхней ветви гиперболы

d2γ2 ацх-хуj≡ (J2-i)j2 ’ w 
где d = ^, а момент выстрела t2 совпадает с моментом пересечения оси 
абсцисс. Игрок Р не имеет достижимой оптимальной стратегии; ε-onmu- 
мальная стратегия для игрока Р: вектор его скорости в каждый момент 
времени направлен по нормали к эллипсу(*-ξ) 2 . Уг _ i(√2-l)η2 + dz-ri2 ’

а момент выстрела опережает момент времени (4)
t2 на достаточно малое

время τ.Доказательство. Пусть моменты выстрела игроков Р и Е соответ­ственно t1 и t2. Тогда функция выигрыша
М =

2∕>(p¼))- 1, ∕,(p('z))-9(η('2)). l-29(η(⅛)),
если t1 < t2,если t1=t2∖если t1 > t2.

(5)
Так как g=0 при η (r2)>0, т0 игроку Е нет смысла стрелять, не дойдя до оси абсцисс. Поэтому момент времени t2 означает, что η (t2) =0 или ^(η (t2) ) = 1. Тогда 2p(pω)-ι. если t1<t2∖∕>(p('i))- 1. если t1 = t2∖-1, если t1>t2.

(6)
Из (6) следует, что у игрока Р есть только ε-оптимальная стратегия: он должен стрелять, пока игрок Е еще не достиг оси абсцисс, но по возможнос­ти задержать свой выстрел, так как точность выстрела с течением времени увеличивается.Так какsup M= 2p (р (∕2)) - 1, rlто игрок Е стремится максимизировать, а игрок Р минимизировать рассто­яние р (∕2).Пусть игрок Е за время 8. достигает ось абсцисс в точке А (ξ1, 0). Тогда s> V(ξ.-ξ)8+η*  . (7)

иЗа это время игрок Р может дойти до точки В (x1, y1), причем(x1 - x)2 + (y1 - у)2 ≤ v2 8а. (8)



Дифференциальные игры типа дуэли 187Игроку Е следует так выбрать точку А, чтобы максимизировать расстоя­ние между А и множеством точек В, удовлетворяющих неравенству (8) , т. еmax min ]∕(x1 - ξ1)2 + y↑ = max []/ (х - ξ1)2 + y2- <⅛>] =

= max [1/ (x^- ξ1)2 + y≈ - d 1/(ξ - ξ1)2 + η2].Пусть V(x — ξ1)2 + y2 — rf V(ξ — ξ1)2 + η2 =∕(ξ1).Приравнивая нулю производную функции ∕(ξ1), получаем, что точка макси­мума должна удовлетворять уравнению(X - ξ1)2 (ξ - ξ1)2 (rf2 - 1 ) + d*  У2 (ξ - ξ1)2 - η2 (х - ξ1)2 = 0. (9)Из определения функции ∕(ξ1) следует, что точка максимума ξ1 всегда су­ществует, единственна и> ξ, если х < ξj = ξ, если x=ξj< ξ, если х > ξ. (Ю)
При условии (10) получаем, что уравнение (9) определяет ξ1 как однознач­ную функцию от х, у, ξ и η, т. е. ξ1 = F(x, у, Е, η).Таким образом, если в момент времени t игроки находятся в точках P(x(z), у (z)) и Γ(ξ(z), η(z)), то игроку Е следует направить свой вектор скорости в точку Λ"(ξ1(z),0), где ξ1 (z) = F(x (z), y(z),ξ(z), η (z)). Так как игрок Р стремится уменьшить расстояние между игроками в момент пере­сечения игроком Е оси абсцисс, то ему тоже следует направить свой вектор скорости в точку Ä. Таким образом, в оптимальных стратегиях векторы ско­рости направлены в точку Ä.Пусть нормаль к гиперболе (3), проходящая через точку гиперболы 
D (а, Ъ) и точку Е (ξ, η), пересекает ось абсцисс в точке Ai (ξ2, 0). Тогда(ξ-α) (d2-l)_ η→ .-(α-x) b ’(ξa-fl) (^-i) = ]. (И)

d2b2 d2(a-x)2 <
У2 (d2-∖)y2 1∙Из системы (11) получаем, что ξ2 удовлетворяет уравнению(X - ξ2)2 (ξ - ⅛f(d2 - 1) + d2y2 (ξ - ξ2)2 - η2 (х - ξ2)2 = 0.Так как берется верхняя ветвь гиперболы и ξ1 удовлетворяет (10), то ξ2 совпа­дает с ξ1. iТаким образом, в оптимальной стратегии вектор скорости в каждый мо­мент времени направлен по нормали от верхней ветви гиперболы (3).Аналогично доказывается утверждение о направлении вектора, скорости в Е-оптимальной стратегии игрока Р>



188 И. П. Ячяускас3. Если p(p(z1)) выражается формулой (1), a q (η) - непрерывная мо­нотонно убывающая функция, то полученную игру будем называть игрой третьего типа.Если игрок Р не может поймать игрока Е в полуплоскости y≥0, то игра совпадает с игрой преследования. Поэтому будем полагать, что игрок Р на­ходится внутри барьера.
Теорема 2. Пусть в момент времени t игроки P и Е находятся в точ­

ках P(x(t), y(t)) и E(ζ(t), η(t)), а расстояние между ними равно p(z). 
Тогда оптимальная стратегия игрока Р: в каждый момент времени t век­
тор скорости направлен в точку А (ξ1 (∕), η1 (/)) с координатамиc z,λ rf≡ξ(∕)-x(O .⅞ι(0 - dc∑∖ »v, ,n _ rf,η(0-H0-⅜(0 (12)
а момент выстрела совпадает с моментом поимки игрока Е. У игрока Е 
имеется только ^-оптимальная стратегия, в которой вектор его скорости 
в каждый момент времени t направлен в точку А (ξ1 (z), η1 (/)), а выстрел 
опережает поимку на достаточно малое время τ.Доказательство. Так как р=0 при p (r1) >0, то игроку Р нет смысла стрелять, не поймав игрока Е. Поэтому момент выстрела t1 означает, что р (r1) =0 или р (р (∕1)) = 1. Тогда, если t1 < 12;-⅛(η(⅛)). если t1 = t2∖ (13)-2⅛(η(<2)). если ∕1 > /2.Из (13) следует, что у игрока £ есть только е-оптимальная стратегия. Так какinfM=l-2g(η(⅛)),то игрок Е стремится минимизировать, а игрок Р — максимизировать η (r1). Пусть поимка происходит за время δ. Тогда игроку Е выгодно, чтобы точка поимки β (ξ2, η2) удовлетворяла равенствуV[ξ(O-ξJ2+[ηω-ηJ2=«8,игроку Р выгодно, чтобы былоV [^ω-ξ2]≈ + b'(r)-η2]2 = t-8.Поэтому точка В (ξ2, η2) принадлежит окружности с радиусом 
и центром в точке

f<Pξ(t)-χ(D d*τ l(t)-y(t)∖∖ rf2-l ’ d*-l  )'Игрок Е минимизирует свой проигрыш, если вектор его скорости на­правлен в точку окружности с наименьшей ординатой, т. е. в точку А. Так 



Дифференциальные игры типа дуэли 189как поимка происходит на окружности, то обоим игрокам оптимально на­правлять свои вектора скорости в точку А. Теорема доказана.
4. Рассмотрим игру с непрерывными монотонно убывающими функци­ями меткости р (р) и q (η).Пусть моменты выстрелов игроков Р и Е соответственно t1 и t2, тогда функция выигрыша определяется формулой (5). Так как v>u, то каждый дуэлянт может так действовать, чтобы увеличивалась вероятность попада­ния каждого игрока независимо от действий противника.Пусть дуэлянты движутся так, чтобы увеличивались р (р (г)) и ^(η (z)). Фиксируем эти траектории. Тогда получим простую игру с выбором момен­та времени. Для такой игры имеют место следующие результаты (см., на­пример, [4], стр. 181). Если в начальный момент времени p(p (70)) + ^(γl (*o))<  L то оптимальные стратегии для дуэлянтов состоят в том, чтобы стрелять од­новременно в момент времени г*,  удовлетворяющему уравнениюp(p (∕*))  + ^(η(r*))  = lи значение игры равно p(p (/*))- (7 (η (/*)).  Если в начальный момент време­ни p(p (∕o)) + tf(γ] (zo)) > L то игроки должны стрелять в начале игры.Рассматривая все траектории, для которых увеличиваются р(р (/)) и ^(η (г)), получаем дифференциальную игру с терминальной поверхностью ∕7(p W) + ^(γl W) = l и выигрышем р (р (/)) —Я (η (0) на этой поверхности. Полученная дифференциальная игра эквивалентна первоначальной игре, и эту игру можно решать методом характеристик (методом Р. Айзекса). Увы, при помощи этого метода не удалось решить даже простейшего примера та­кой игры.Для решения вышеуказанных игр можно использовать следующий ите­ративный метод.Пусть в начальный момент игроки находятся в точках Ро (*о»  Jo)» -eo ‰ γlo) 

и Р (po) + <7 (γlo) < 1- Пусть игрок Е из точки £0 по прямой переходит в точку 
E{ ‰ ηι), гДе η1<η0, игрок Р за это время из точки Ро по прямой P0E{ пере­ходит в точку P'i (x{, j>{), и ордината точки Е{ удовлетворяет уравнению 
Р (pι) + <7 (γh) = l∙ Ввиду непрерывности и монотонности функций р (р) и q (η), это уравнение имеет единственное решение. Строим игру второго типа Γ1, где мишень игрока Е прямая ^=η1, и игроки находятся в точках Po, Д>- Из определения постоянной η1 следует, что игрок Р не может поймать игрока Е в полуплоскости y≥η1. Поэтому можем применять теорему 1 и найти опти­мальные траектории игроков в игре Γ1. Пусть игрок Еиз точки £0 по оптималь­ной траектории для игры Γ1 переходит в точку E1 (ξ1, η1), а игрок Р за это время по оптимальной траектории переходит в точку P1 (x1, j>1). Ясно, что ∕>(Pι) + tf(ηι)<l∙Если построена игра Гл, то игру Ги+1 строим следующим образом. Пусть игрок Е из точки Ео по оптимальной траектории для игры Г„ переходит в точку Eπ (ξπ, ηπ), а игрок Р за это время из точки Ро по оптимальной траек­тории переходит в точку Pπ(xπ,yn) и р (pn) + <7 (τ∣n) < 1. Тогда можем найти такую точку E,n+1 (ξn, ηπ+ι), ηπ+1<ηπ, чтобы игрок Е из точки Ео по ломаной 
Е0ЕпЕ„ +1 достиг точку +1, а игрок Р за это время по прямой PqE'π +1 достиг 



190 И. П. Ячяускасточку P'n +1 (x'n +1, y,n +1) и было удовлетворено уравнение р (p^ +1) + q (ηn +1) = 1. Строим и гр у второго типа Гя+1, где мишень игрока £ прямая ^=ηn+1, и игро­ки находятся в первоначальных точках Po, Ео. Так как р (рл+1) + q (ηπ+1) = 1, то игрок Р не может поймать игрока £ в полуплоскости y≥ηn+1. Поэтому можем применять теорему 1 и найти оптимальные траектории игроков в игре Γπ+1. В игре Γn+1 оптимальные траектории обоих игроков — прямые линии, поэтому траектория EQEnE'n +1 не является оптимальной для игрока Е. Если игрок Е движется по траектории E0E!jEIj+1, то оптимальная траектория для игрока Р является P0P,π+1. Таким образом, игрок может уменьшить свой проигрыш, т. е. если игроки в игре Гл+1 по оптимальным траекториям переходят в точки En+1 (ξn+1, ηn+1) и Pn+1(xn+1, ‰+1), то p(pπ+1) + + tf(η∏+ι)<l∙Так как последовательность {ηi} ограничена снизу числом 0 и ηl-< <η1∙-1, то эта последовательность сходится к пределу η*.  Обозначим иг­ру второго типа, где цель игрока Е — прямая у=η*  и игроки производят выстрелы в момент времени, когда игрок Е пересекает прямую f∕=η*,  через Г*.Теорема 3. Если в начальный момент времени p(p) + tf(η)< 1, то перво­
начальная игра Г эквивалентна игре Г*.Доказательство. Г эквивалентна дифференциальной игре с терми­нальной поверхностью р (р (t))+q (η (∕)) = 1 и выигрышем р (ρ(θ)-0 (γ)W) на этой поверхности. В момент выстр ела в игре Г*  игроки находятся в точ­ках E(ξ*,  η*),  Р (x*,  j*),  для которых р (p*)  + tf (η*)  = l. Значение игры Г*  равно

Р (₽*)-  9 (η*)  = 1 - 29 (η*)=2p  (p∙)- 1. (14)Таким образом, если игрок Ев игре Г применяет стратегию, совпадающую с оптимальной стратегией для игры Г*,  то он проигрывает не больше чем l-2^(η*).  Пусть игрок Е применяет стратегию, при которой ему следу­ет стрелять в момент времени t2, для которого q (η*)  > q ((η (⅛))∙ Тогда игрок Р может добиться уверенного попадания, дойдя вплотную до мишени. В этом случае игрок Е проигрывает 1—2^(η (r2)) > ] — 2# (η*).  Если игрок 
Е применяет стратегию, предписывающую стрелять в момент времени t2 и 
q (yι*)<q(τ ∣ (∕2)), τθ игрок Р имеет траекторию, для которой уравнение p(p (0) + tf(γ) (0) = 1 имеет решение t1<t2, Таким образом, если игрок Р стре­ляет в момент времени t1, то игрок Е проигрывает 2p(р (z1))-1 = 1— — 2^(η (r1)). Ввиду того, что η(∕x)≥η*,  игрокЕ проигрывает не меньше чем 'Р (p*)-  q (η*)∙  Игрок Р может не выстрелить в момент времени r1, но пос­ле этого момента может двигаться по кривой погони. Кривая погони — это такая траектория движения игрока Р, когда его вектор скорости на­правлен на точку, где находится в данный момент игрок Е. Если игрок Р, двигаясь по кривой погони, выстрелит в момент времени t', t1<t,<t2,то p (f) < р (r1) и игрок Е проигрывает2р (р (f)) - 1 >2р (р (∕1)) - 1 ≥ р (p*)  - q (η*).Таким образом, стратегия игрока Е, оптимальная в игре Г*,  является оп­тимальной и в игре Г.



Дифференциальные игры типа дуэли 191Доказанное утверждение справедливо и для стратегии игрока Р. В са­мом деле, пусть игрок Е выбрал оптимальную стратегию в игре Г, тогда игрок Р, применяя оптимальную стратегию для игры Г*,  выигрывает 
Р (p*)~(7  (η*)∙  Если игрок Р применяет стратегию, при которой ему сле­дует стрелять раньше или после выстрела игрока Е, то из (14) следует, что он может выиграть только меньше. Теорема доказана.Институт физики и математики Поступило в редакциюАкадемии наук Литовской ССР 18.IX. 1967
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DVIKOVOS TIPO DIFERENCIALINIAI LOŠIMAII. JAČIAUSKAS
(Re žiu m ė)Nagrinėjami dvikovos tipo diferencialiniai lošimai plokštumoje, kai lošėjo E taikinys yra x-ašis, o lošėjo P — lošėjas E. Priklausomai nuo tikslumo funkcijų savybių, dvikovos su triukšmu yra suskirstytos į įvairius tipus. Surastos optimalios strategijos kai kuriems dvikovų tipams.
THE DIFFERENTIAL DUELSI. JAČIAUSKAS
(S u m ma r у)The games when each player has one bullet (noisy duel) and travels with simple motion are investigated. The target of player P is player E, and the target of E is x-axis. The solutions for some classes of these games are obtained.
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