
VIII 2
1968 УДК-511

О ПРЕДЕЛЬНЫХ ЗАКОНАХ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ 
МУЛЬТИПЛИКАТИВНЫХ АРИФМЕТИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ (П)А. БАКШТИС
1. ВведениеАрифметической функцией называется комплекснозначная функция f (т), определенная для всех целых положительных чисел т. Если для всех взаим­но простых т, п 

f(mn)≈f(m)f(n),то арифметическая функция f(τri} называется мультипликативной. Пред­метом нашего рассмотрения будут вещественные мультипликативные функции, которые будем обозначать через g (т). Так как мультипликативные функции, тождественно равные нулю, интереса не представляют, то будем считать, что g(l) = l.Через vn{...} будем обозначать частоту целых положительных чисел m≤n, удовлетворяющих условиям, которые каждый раз будут указываться вместо многоточия в скобках. Простое число везде обозначается через р. Для некоторых множеств простых чисел, которыми наиболее часто будем пользо­ваться, введем следующие обозначения:⅛={^=7≤⅛(p)l≤c, P≤"}. ie={∕>= 7≤ls(p)l≤c} •Суммы, распространенные по некоторым множествам простых чисел, для удобства будем называть рядами, несмотря на то, что некоторые из них являются конечными или даже суммирование ведется по пустому множеству простых чисел. В последнем случае сумму считаем равной нулю.Положим ещеО для х ≤ О,|1 для х>0.В нашей заметке [1] даны необходимые и достаточные условия сходимости при n→∞ функции распределения vn {g(m)<x} к некоторой несимметриче­ской предельной функции распределения. Из них следует, что сходимость рядов
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202 А. Бакштис

где ∣χ∣≤ 1, ∣χ∣>l,является необходимым условием сходимости функции распределения ‰fe(m)<x} при n→∞ к некоторой несимметрической предельной функции распределения.В настоящей заметке нас будут интересовать такие мультипликативные функции g (m), для которых ряд (1) расходится, в то время как ряд (2) схо­дится. Поэтому в данном случае мультипликативную функцию g (m) центри­руем путем умножения ее на последовательность положительных чисел 
ап, л = 1, 2, 3, ... Предельный закон распределения центрированной мульти­пликативной функции an g (m) определяем также, как и нецентрированной функции g (m). Именно, пусть функция распределения vn {ang (m)<x} при 
n→∞ сходится к некоторой функции распределения F(x) в каждой точке непрерывности последней. Если в случае F(x)≠ε (х) еще}→F(0),Λ.{g("≈)≤0 }→F( + 0),то говорим, что функция распределения vπ {ang (m)<x} сходится к предель­ной функции распределения F(x).Ясно, что предельный закон распределения зависит от центрирующего множителя ап. При его выборе будем руководствоваться следующими сообра­жениями. Пусть g (m) любая вещественная мультипликативная функция, не принимающая значения 0. Тогда In | g (m) | является аддитивной арифме­тической функцией и, как доказанно Й. Кубилюсом [2], функция распреде­ления vπ{ln∣g(w)I + ln an<x} при n→oo сходится к некоторой предельной функции распределения только тогда, когда существует такое постоянное с>1, что последовательностьlnα,+ ∑ = »=1,2,3, ... (3)

PeLC, псходится. Таким образом, сходимость последовательности (3) является не­обходимым условием существования предельного закона распределения положительной мультипликативной функции g (m). Поэтому естественно поставить задачу найти условия существования предельных законов распре­деления любых вещественных мультипликативных функций с одним и тем же центрирующим множителем. В дальнейшем будем считать, что центрирующий множитель ап подобран так, что для некоторого с>1 последовательность (3) сходится. В ходе доказательства теоремы 1 дадим его явное выражение через частные суммы ряда (1) в виде формулы (4) при условии, что ряд (2) сходится.Докажем следующие три теоремы.
Теорема 1. Пусть«» = ехр I р(«)- 2P≤Λ (∣g(p)∣-l)*

Р
(4)
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где р (и) — любая сходящаяся последовательность вещественных чисел, и при х → ∞ для любого λ > 0∑ (⅛ω∣-i)∙> _0

л <p≤j∕ Р

Функция распределения vn{ang(m)<x} при n→∞ сходится к некоторой 
несимметрической предельной функции распределения тогда и только 
тогда, когда сходятся ряды (2) иΣ р (5)

S(p)<θ

и хотя бы при одном целом положительном а. имеет место неравенство ^(2≡)≠-l∙
Предельный закон распределения является непрерывным тогда и толь­

ко тогда, когда g (т) не принимает значения 0 и рядΣ j (θ)
lβ(p)∣≠l

расходится.
Элементы характеристического преобразования предельного закона 

распределения определяются по формулам*̂

•) Определение функций φr(x√), r≡0,l см. на стр. 8.

..w.to⅛∏(ι-l)∑i⅛≥i>. ,-o.ι.
p≤n α=0

Теорема 2. Если функция распределения vn {ang (m)<x} при n→∞ схо­
дится к некоторой предельной функции распределения, отличной от ε (х), 
то она является симметрической тогда и только тогда, когда имеет мес­
то хотя бы одно из следующих условий'.а) ряд (5) расходится,б) g (2*)  = — 1 для всех целых a ≥ 1.

Элементы характеристического преобразования предельного симме­
трического закона распределения, отличного от ε (х), равны

».io. ^i∏(,-i)∑ι⅛⅛.
p≤n a=0w1(0 = 0, — oo<∕<+oo.

Теорема 3. Если ряд (2) сходится, в то время как ряд (5) расходится, 
и существует такая постоянная р и сходящаяся к 1 последовательность с„>1, л = 1,2,3, ..., что при n→∞

∑ s8n*M=l‰ +0(⅛)∙
p≤nΣ '=∙⅛).
p≤nР tL сп 

то функция распределения vn {an g (m)<x} при n→∞ сходится к некоторой 
симметрической предельной функции распределения, отличной от ε (х).

Элементы характеристического преобразования предельного закона 
распределения являются такими же, как и в теореме 2.



204 А. БакштисДоказательство этих теорем основано на некоторых теоремах Г. Деланжа [3, 4].2. Аналитический аппарат. Предельные законы распределения аддитив­ных функций, т. е. таких арифметических функций, которые для всех взаимно простых mt п удовлетворяют условию∕(m n)=∕(m)+∕(n), обычно изучаются с помощью преобразования Фурье. Это обусловлено тем, что к характеристической функции<P»W= f = ∑ e"∙'4"0
— да m≤ лзакона распределения vπ {f(m)<x} могут быть применены известные методы как аналитической, так и элементарной теории чисел. Если же применить преобразование Фурье к мультипликативной функции g (m), то придется рассматривать суммы<f⅛W = ∣ ∑ e"*4

m≤,nгде слагаемые exp {itg (т)} обладают более сложной природой, чем мульти­пликативные функции.Поэтому при изучении предельных законов распределения для vn {ang(m)<χ} так же, как ив [1], вместо преобразования Фурье восполь­зуемся характеристическим преобразованием, предложенным В. Μ. Золо­таревым в [5] для целей перемножения независимых случайных величин. Характеристическим преобразованием функции распределения F(x) назы­вается матрица
где +∞

¾(')= [ <r,(x, t) dF(x), r = 0, 1,
vΛ×. t)=

I х |/r sgnrx0 для x≠0, для х = 0.Согласно этому, характеристическим преобразованием функции распре­деления v„ {ang (m)<x} является матрица
Wπ(t) |>.(0 L о о nM,ιW ]с элементамиΛ(') = T∑ft(H4')- '∙=θ. 1-

∕n≤nКомплекснозначную мультипликативную арифметическую функцию 
f(m} отнесем к классу 9Jl0, если ∣∕(wι) ∣≤1 и∕(1) = 1. Легко проверить, что функции φr(g(w), /), r=0, 1, принадлежат классу 2R0∙



О предельных законах распределения 205Г. Деланж в [3, 4] исследовал поведение при n→∞ сумм
m≤nгде ∕(m)∈9‰. Мы воспользуемся следующими его теоремами, первые две из которых опубликованы в [3], а третья в [4].

Теорема А. Если f (т) ∈ 2Fl0> то

d ∏ (i-f) ∑ z^=φω∞p{ - Σ }÷0<1>∙ n→a>' 
p≤n α=0 p≤π2) если f(m) зависит еще от параметра t и f(pa), a=l, 2, 3, ... 

являются непрерывными функциями этого параметра, то Ф (f) тоже яв­
ляется непрерывной функцией относительно г,3) ф (у) =о тогда и только тогда, когда f (2a) = — 1 для всех целых a > 1. 

Теорема В. Если f(m) ∈2R0 и для любого ε>0 ряд∑ 7
Re∕(p)<l-≡

сходится, то при n→∞i∑∕o>-∏(>-i)∑⅛3+∙m-
m≤π p≤ п <х=0

Теорема С. Если f(m)e4R9 и существует такое постоянное р, что

p≤n

а в случае р=1 еще

У 1~κezw = + 00,

" р
Р

то при n→∙∞∑ ∕(∞) = θ(n)∙
∕n≤n3. Доказательство теоремы 1. Элементы характеристического преобра­зования предельного закона распределения для функции распределения vn {a∏S (m)<x} обозначим через wr(f), r=Q, 1. В случае несимметрического предельного закона распределения имеем:1) w0 (0) = со>0;2) существует такое значение t=t,, что w1 (t')≈c1, ∣ c11 >0.Так как функции wr (t), г = 0,1, непрерывны, то отсюда следует существо­вание таких постоянных To>O и T1>0, что∣⅝WI>⅜ Для ∣d≤τ0,
∣∏^ι(^)∣≥ p для μ t ∣≤τ1.



206 A. Baκιuτuc

Достаточность. Пусть ряды (2), (5) сходятся и хотя бы при одном целом положительном α g (2l) ≠ — 1. Так как для любого с > 1 имеет место неравенство s, ((∣s-θ) i-1)*) 2
2л p

Р то ряд ∑7
PtLc сходится при любом с>1.2 lna I g (p) |
PeLcтак как для x≥α, 0<a< 1,

>(*-÷)∑7∙
PiLc

(7)
Тоже самое можно сказать и относительно ряда(8)

место неравенствоимеет
1∏2* ≤ (τ∑τ)2 (χ-1)2.в силу которого( (∣g(p)∣-l) ) > ∕ c,1 \2 у lna ∣g(p)∣Zj р " \ с 1п с ∕ Zj р

Р PelcТеперь покажем, что центрирующий множитель ап, подобранный так, что при некотором с>1 последовательность (3) сходится, можно представить в виде (4). Пусть ап уже определен по формуле (3) при некоторых с>1 и β (и). Если теперь вместо с взять другую постоянную c, > 1, оставляя ап преж­ним, то в (3) вместо β (л) получим последовательность β' (и), тоже сходя­щуюся. Действительно,β'(")=ln⅛+ ∑ + X +
PeLc',n PeLc,n+ sgn(c--e)∑' ,где2' обозначает суммирование по тем простым p≤w, которые удовлетворяют одному из неравенств: c<∣g(p)∣≤cz, или y≤∣g,(p)∣ <γ, когда c'>c и c'<∣g(p)l≤c, или -^-≤∣ g (р) 1<~7, когда c'<c. Ряд же

In Į g (p) Į
сходится, так как в случае c,>c мажорируется сходящимся рядомΣj≡γ1-

PtLcа когда c,<c, то его мажорирует сходящийся ряд



О предельных законах распределения 2073Поэтому, определяя а„ по формуле (3), фиксируем значение c =g-. Далее, пусть выбрана какая-нибудь сходящаяся последовательность вещественных чисел ß (п). Тогда центрирующий множитель а„ определяется по формулеlnαn+ ς ⅛W∣=βw
n

2Для pεL3 имеет место разложение
~2In∣g(p)l=)g(p)∣-1 -(∣g(p)l-l)2 + ∣ (ls(p)l-l)3-----в силу которогоln∣g(p)l tg(p)l-l l д

Pf≡b о Р PeL Р
— , n п
2 2

(9)

где
реьз

n
2"1 (∣^(p)∣-l)2 1 (∣s(p)∣-l)2 1

-+2≡ р +∙∙∙J-« Σ [i-
p∈L3

2’ П

р‘ Σ
pez∙3 

2’

(lg(p) l-l)2 
Р ≤Σ

Далее, из соотношенияΣ
p≤n

lgQ>)∣-l , 
р Σ

P≤Λ 
I g(p)l>2

∣g(p) 1-1 +
I Р

2
<3

п

- + 
Р

n <Σ и+
peLимеем, что

где
Σ
2’

-Σ⅛‰
p≤n

-+ 
Р

3
2"2
Р

п

≤ Σ
'*t3

2



208 А. БакштисОтсюда, в силу сходимости последовательности (9), следует сходимость последовательностиlnαπ+ 2 --- =ß(n)-Ä-Ä' = p(n), л=1, 2, 3,p≤nчто и требовалось показать.Далее установим, что в условиях данной теоремы можно воспользоваться теоремой В. Для этой цели покажем, что сходимость рядов (5) и (7) влечет за собой сходимость ряда∑ 7. 1. (10)
Reφr(g(p), r)<l-εдля любого ε>0. Действительно, когда ε≥2, то этот ряд заведомо сходится при любом t. Если же ∕=0, а ε>0 любой, тоRe?o(s(p). θ) = sgn∣g(p)∣,Re<ħ(s(p), θ) = sgng(p), и сходимость ряда (10) следует из сходимости рядов (5) и (7). Кроме того, так как φ0(g (2α), 0)≠ — 1, то по теоремам А и В получаем, что при λ→oo √v0(θ) = 7 ∑ <Po(g(∞). о) → m⅛(0)>0.m≤πПусть теперь t≠0 и 0<ε<2. Тогдаcos t In I g (p) Į ∙ sgnrg (p) для g (p) ≠ 0,0 для g(p) = 0, r = 0, 1.Поэтому ряд (10) разложим на три ряда∑ 7= Σ17+Σ27 + Σ2 7-

Re φf(g(p), r)<l-ε

Reφr(g(pλ t)

где ∑1, Σ2, Σ3 обозначают суммирование по тем простым р, для которых Re φr (g (p), r) < 1 - ε и g (p) = 0, g (p) > 0 или g (p) < 0 соответственно. Так как 
ptLcто нам остается рассмотреть только случаи g(p)>0 и g(p)<0.Множество тех простых р, по которым ведется суммирование Σ2, вклю­чено в множество тех простых чисел, для которых имеет место неравенст­во arcγ,<ι^<∣⅛lgωl∣.которое можно преобразовать к видуi / м ( arc cos (1 — ε) 1∣g(p)∣>exp∣ ----- 17*— ∣,i ∕ ∖∣ f arc cos(1— ε) )∣s(p)∣<exp∣-------- ∣7i—'- ∣.



О предельных законах распределения 209Поэтому 
PtLcгде c=apj⅛ Į.Так как ряд (7) сходится при любом с>1, то отсюда следует, что ряд у 1

^J2 Ртоже сходится для любых ∕≠0 и 0<ε<2.Все вышесказанное, конечно, также относится и к ряду
когда г=0. Поэтому сходимость ряда (2) влечет за собой сходимость ря­да (10) при г=0 для любых t и ε>0. Если же г=1, то в силу неравенствау 1≤ у 1Zj3 р Lλ р

g(,p)<0ряд (10) тоже сходится для любых г и ε>0.Таким образом к функциям φr(g(w),r), r=0, 1, для любого фиксиро­ванного Т>0 при 111 ≤ Т применима теорема В: при π→∞ имеем
λ4,,W=⅛- Σ Фг (<f(m)∙ ') =

-⅛ ∏('-j) ∑^⅛yλ÷"<ι>∙<ll> 

∕>≤λ <х=0Отсюда по теореме А при n→∞ имеет место соотношениеnwr(∕) = Φ(φr) ехр j ⅛lnαπ- £ φ'∣ + o(l), r = 0, 1,p≤nгде Ф (φr) — непрерывные функции, так как функции φr (g(pa),t), г=0, 1, α=l, 2, 3,... являются непрерывными относительно t. Поэтому равномер­ная сходимость при n→∞ и ∣∕∣≤T для любого фиксированного Т>0 по­следовательности функций∙≠1 V 1 - <Pr (g(p)>t) n 11/1пдл-2 ------------------, r=0, 1,p≤nвлечет за собой существование непрерывных пределов¼>r(∕)= lim nw,(i), ',=0, 1,π→∞а тем самым предельного закона распределения. Так как рядУ r^o, 1,
P^lc

(12)
(13)



210 А. Бакштиспри ' любом с>1 мажорируется сходящимся рядом
P^Lcто нужную сходимость функций (12) обеспечивает сходимость следующей последовательности функций
it In а — 2 2 1~cosfln sgnrg(p) +

P£Lc, n PeLc, n+ φl∏⅛+∑ ⅛n,1°∕(p)l sgn^)] = Λ + >Λ, Γ=O, 1,
P* Lc, nc некоторым с>1. При /=0 сходимость этой последовательности функций очевидна. При ∕≠0 оба члена последнего выражения можно мажорировать следующим образом. Мнимую часть преобразуем к видуB, = r[lnβ,+ ∑ sgn^ω]-

',e⅛ л_ ∕ln⅛(p)l-sinHn∣f⅛)l sgn,^(p) r = 0, it
PeLc, nи рассмотрим каждый из ее двух слагаемых в отдельности.Для оценки второго слагаемого воспользуемся неравенством

xiI х — sinx∣ ≤ -g- ,имеющим место при ∣ х ∣ ≤ 1. Поэтому для всех р ∈ LCt„ и∣∕∣≤m>n{r, ljL jрассматриваемая сумма мажорируется сходящимся рядом
ti ln≡ Į g (р) i6 Δ р

peLcчто влечет за собой ее равномерную сходимость при указанных значениях 
t. Эта сходимость имеет место и при 111 ≤ Т для любого фиксированного Т>0. Действительно, если c>c'>↑, то из соотношений 

r = 0, 1,



О предельных законах распределения 211и того, что ряды (7) и (8) сходятся при любом с>1, следует равномерная сходимость рассматриваемой суммы и приi'!≤mi°{ Т, 1±7 J.Поэтому взяв c'>l достаточно малым, можно сделатьmin{r T^)=r∙ 
к чему мы и стремились.Первый же член мнимой части Br при г=0 имеет вид (3) и по ранее до­казанному сходится. При г=1 его можно преобразовать к видуlno.+ 2

p&Lc, пТак как
in i g Ср) I 9 v, ln i g (p) I 

Р Р
р^л

-c≤g(p)≤--
С

I ∑
p≤π

-C≤g(p)≤--^

J≡2*k>li≤ln c У ±,
P I ^λP

g(p)<0

то сходимость имеет место и на этот раз.Далее установим равномерную сходимость сумм Ar, r=0,1, при| t ∣≤T для любого фиксированного Т>0. Для этой цели воспользуемся неравенст­вом
хг1 — cos х ≤ ,после чего видно, что сумма Ао мажорируется сходящимся рядом 

ti ln2 i g{p) I2 Zj р ■
P^LcСумму же A1 можно представить в виде двух сумм

(14)
2 l-cosrln ∣g(p)∣ 

PeLc, п Р

g(p)>0

÷ Σ
PeLe, л 
g(p)<O

1 + cos f ln Į g (p) Į 
P

первая из которых мажорируется сходящимся рядом (14), вторая же ря­дом
∑ I-

g(-P)<0Таким образом Ar, r=0, 1, при n→∞ сходится равномерно при ∣ ∕∣≤T для любого фиксированного Т>0. Поэтому последовательность функций (12) имеет такой же характер сходимости, что доказывает существование непрерывных пределов (13). Для их определения переходом в (11) к пре­делу получаем формулу



212 А. БакштисЭтим существование предельного закона распределения доказано. Остается только показать, что он является несимметрическим. Для это­го воспользуемся тем, что существует хотя бы одно целое положительное число а, что g(2α)≠-1. Тогда легко видно, что φ1(g(2β), г) не может при всех Сравняться —1. Пусть при t=t' имеем, что φ1(g(2β), r')≠-l. Тогда по теореме А при t=t' имеет место неравенство Φ(ψι)≠0, в силу которого w1(c')≠0, что и требовалось показать.
Необходимость. Пусть функция распределения vn {ang (m) < x} при 

n→∞ сходится к некоторой предельной несимметрической функции рас­пределения. Это равносильно утверждению, что существуют непрерывные относительно t пределы
n>,(0=lim — 2 f'(s(m). t)∙ r=0, 1,

∕l→ts 
m≤n

и функции wr (с), r=0, 1, обладают свойствами 1 и 2. Представим это соот­ношение в следующей эквивалентной форме
7 ∑ <P, (g(m), tj = wr(t) exp{-й ln¾} + o(l), n→∞. 

m≤nДалее, через Ω(x) обозначим следующую функцию вещественной пе­ременной х

Ω(x)= -lnβw = -p([x])+ 2 <'* ,∙¾b1>. ,
p≤x

где [х] — целая часть х. Так как р (л) сходящаяся последовательность, для любого фиксированного λ>0
Ω(xλ)-Ω (x) = o(l), x→∞.

Теперь, следуя пути, указанному в § 6 2.2.-6 2.5 [3], можно доказать, что при Į11 ≤ To, когда г=0, и при ∣ t-t, ∣ ≤ T1, когда r= 1, имеют место нера­венства
V ∣-⅛frW<fl, г=0> l (J5)

р
ргде

Hr=∑

р>2

2 P(P~2) + l-ln I Crl
4



О предельных законах распределения 213а То и T1 некоторые положительные постоянные. Тогда тем более при г=0 имеют место оценкиl-cosrln ∣g(p) i
pei∙3 Р

2

∑ j< + ∞∙
£(Р)=ООтсюда, как показано в § 3 [1], следует сходимость рядовΣ
P≡I∙3

2

ln,∣g(P)∣ 
Р

(16)
(17)

Там же показано, что из сходимости ряда (16) следует сходимость рядау (∣g⅛>)l-l)22л р
^l3

2Тогда в силу неравенстваΣ<-^^><Σ
Р t*!.*

2

(∣g(p)l-l)2
Р

÷∑ ь '* i3
2ряд (2) сходится.Далее, в силу неравенства (15) при 11—f ∣≤T1 имеем

Σ
-f≤,w≤-∣

1 +cosr I∏∣^(p)∣ ' v7 ≤ 7/1 •
А так как1 — cos х ≤ -p,- ,то тем более выполняется неравенство2--⅛ ln,ltfСр)1

Σ -l-,—≤¾∙
-∣≤,ω≤-∣Отсюда в силу сходимости рядов (16) и (17) следует сходимость ряда (5).2. 10265



214 А. БакштисТак как ряды (2) и (5) сходятся, то имеет место теорема В. Теорема же А к функции φ1 (g (m), i) всегда применима. Поэтому

где Ф (φi) ≠0 при t=t'. Тогда по теореме А равенство φ1 (g (2α), f) = — 1 не мо­жет иметь место для всех целых α> 1. Поэтому и равенство g(2α) = -1 не может выполняться для всех целых α> 1, что и требовалось доказать.Наконец, осталось рассмотреть условия непрерывности предельного закона распределения. Пусть функция распределения vn{ang (m)<x} при 
n→∞ сходится к некоторой предельной функции распределения F(x). Тогда функция распределения vn {aπ ∣ g (m) ∣<x} при n→∞ тоже сходится к неко­торой предельной функции распределения F(x) и

Так как I F(x)-F(-x + 0) для х>0.
f 0 для х<0,^7(x + θ) Į F(x + 0)-F(x) + F(-x + 0)- F(-x) для х>0,то F(x) и F(x) могут быть непрерывными только одновременно. Далее, если при каком нибудь целом положительном степени простого числа ра имеет место равенство g(pα)=0, тоF( + 0)-F(0) = lim v„ {g(m) = 0 } ≥ ⅛ .

n→∞ "Поэтому непрерывными предельными законами распределения могут обладать только такие мультипликативные функции, которые не принимают значения 0. Если же g (m) является такой функцией, то In | g (m) | является аддитивной арифметической функцией и, как доказано Й. Кубилюсом [2], предельный закон распределения функции распределения∣g(">) I +lnao <х }является непрерывным тогда и только тогда, когда расходится ряд (6). Ко- нечно, это относится также и к функции распределения F (х), а вместе с ней и к F(x).Теорема доказана полностью.В доказательстве этой теоремы мы нигде не пользовались тем, что ряд (1) расходится. Поэтому она верна и в том случае, когда этот ряд сходится. Если тогда взятьpw-ς^-2Γ
то получим теорему 1 из [1].



О предельных законах распределения 2154. Доказательство теоремы 2. Эта теорема доказывается тоже с помо­щью характеристического преобразования. Именно, здесь воспользуемся тем, что закон распределения, отличный от ε (х), является симметрическим тогда и только тогда, когда элементы его характеристического преобразования удовлетворяют условиям:wo(0)≠0,W1(f) = 0, — oo<f<+∞.Необходимость. Пусть функция распределения v„ {aπg (т) <х} при n→∞ сходится к некоторой симметрической предельной функции распределения, отличной от ε (х). Тогда функция распределения vπ {an | g (т) ∣ <х} при 
n→∞ тоже сходится к некоторой предельной функции распределения. Так как по лемме из [1] она не может равняться ε(x), то к центрированной мульти­пликативной функции an I g (т) | применима теорема 1, в силу которой ряды (16) и (17) сходятся. Кроме того, из условия симметричностиw1(z) = lim φx(g(w), ∕)=0, —oo<f<+oo, (18)

Л_>°° m≤nследует, чтоlim ∏ Σ <Pι(s("1λ ') = θ, -∞<r<+∞.
л—>°° m≤πПоэтому дальнейшее доказательство проводится совсем также, как и теоре­мы 2 из [1].. Достаточность. Пусть функция распределения vn {an g (т) < х} при 

n→∞ сходится к некоторой предельной функции распределения, отличной от ε (х), и имеет место хотя бы одно из следующих условий:
а) ряд (5) расходится,б) g (2α) = -1 для всех целых a> 1.Так как ряды (16) и (17) сходятся и на этот раз, то простым повторением доказательства достаточности теоремы 2 из [1] получаем, чтоlim √ ∑ 4⅛(s(m)> t)=0

n→∞ * ' 'm≤nпри Į11 ≤ Тдля любого фиксированного Т>0. Ясно, что тогда имеет место (18).Элемент характеристического преобразования предельного закона рас­пределения w0 (t) можно написать исходя из того, что он является одинако­вым как для функции распределения vb {an g (т) < х}, так и для vn {aπ | g (т) | < <х}. Последняя же удовлетворяет теореме 1.Теорема доказана.5. Доказательство теоремы 3. Пусть g (т) удовлетворяет всем условиям данной теоремы. Как показано в § 3, сходимость ряда (2) влечет за собой сходимость рядов (7) и (8) для любого о 1, а также ряда (10), когда г=0. Поэтому имеют место и все отсюда вытекающие следствия относительно nw0 (г), в том числе существование непрерывного предела
wt(t) = lim ,wt(t) = 1≡ 4' П (1 - у) ∑n→o∙ n→ao \ Р > „ Р

p<n в—0
И M⅛ (0)≠0.2∙



216 А. БакштисДалее рассмотрим соотношение∑'Pi(ffG’). ')= - ∑ (l-cosrln∣g(p)∣) sgng(p)-oβ" ,,sl⅛."-< 2 pln∣g(∕>)∣-sinlln ∣g(p)∣j sgng(p)+ £ sgπg(y>) + pet⅛." pei⅛.-+ Й 2 ln∣s(∕,)l sgng(p)+ 2 4⅛(ffO,)> t) •pe⅛." "Л"Пусть Т>0 любое фиксированное число. Так как при n→∞t cπ→l, то су­ществует такое число n0 (Г), что для n≥n0(T)lncn< у- .Поэтому при р ∈ £Сд, и ≥ и0 (Т) и | f | ≤ Т имеемpln∣g(p)]∣≤ 1.Учитывая это, мы находим, что при n→∞I 2 (l-costln∣g(p)∣)sgng(p)j≤ J £ <,sl⅛." ',er⅛." ln2lg(p)i≤
p≤∏Į 2 ('ln∣g(p)∣-Sinrln∣g(p)∣)sgng(p)∣≤ ',ei⅛.» ln2∣g(p)∣< 3 In л ∖ In n Į

Кроме того, при w→oo имеем1' ∑ lnlg(p)∣sgng(p)∣<2Ttacn∙^ = o(-j^),
I ∑ Φι(g(pM)∣≤ Σ 1=0(i⅛)∙p≤n p≤n

PΦL PtLсп спТаким образом∑ 91 (g(Р).«) = ∑ sgng(p) + o(j^) .
*,s≡π Pebcn, лОтсюда, воспользовавшись оценкой



О предельных законах распределения 217мы получим
Σ ft (<(?). t) = ∑ Sgng(p)+o (1^-)=1≡.+o(^-).

P≤Λ p≤nКроме того, при 111 ≤ Т и е= ехр имеет место неравенство
2 1-Rβφι(g(p)> 0 ^2 _ g In*  lg(p) I

р Р e(p)<QР ptLc Р peLc Рв силу которого
Σl-Reφ1(⅛tP), г)---------- г—-=+∞∙
рНаконец, так как φ1(g(m), z) удовлетворяет всем условиям теоремы С, то при 111 ≤ Т для любого фиксированного Т>0 имеемW1(r) = 1≡ntv1(O = lim ∑ φ1 [g(m), t} =0.

n→ao n→oo '*  ' 'z∏≤nТеорема доказана.
6. Примеры. 1. Для мультипликативной функции^(m)= ∏ (1+e⅛^) sgn(p-c),

pintгде с — любое фиксированное вещественное число не равное простому, ряды (2) и (5) сходятся, в то время как ряд (6) расходится. Поэтому функция рас­пределения ул {aπ g (m)<x} при n→∞ сходится к некоторой несимметри­ческой непрерывной предельной функции распределения. Так как
ς . ς iūln,._+c+o (_2_), 

p≤n p≤nто центрирующий множитель равен
ΨOO о

где ψ (п) — любая сходящаяся последовательность положительных чисел, предел которой не равен нулю.2. Если в предыдущем примере вместо sgn(p-c) взять sgn (с— р), то ряды (1) и (2) не изменятся, а ряд (5) будет расходящимся. Кроме того, при 
n→∞

Σ sgnκ(p)=--i^r + o(-iir),
р ≤∏

∑ l = o (-Д—\ когда cn= 1∙4C∙~^⅛÷ • 
p^n \1пл ∕ π Inin In n



218 А. БакштисПоэтому функция распределения vπ {aπg (m)<x}, где а„ определен также, как и в предыдущем примере, аg(m)= ∏ (1+h⅛j) sgn(c-∕>).
P I mпри n→∞ стремится к некоторой симметрической предельной функции рас­пределения, отличной от ε (х).В заключение хочу выразить глубокую благодарность Й. Кубилюсу за руководство моей работой.Каунасский Политехнический институт Поступило в редакцию17.Х.1967
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MULTIPLIKATYVINIŲ ARITMETINIŲ FUNKCIJŲ 
RIBINIŲ PASISKIRSTYMO DĖSNIŲ KLAUSIMU (П)A. Bakštys
{Reziumė)Sakysime, g{m)-reali multiplikatyvinė aritmetinė funkcija, p (n) (n=l,2, ...) — bet kuri konverguojanti realių skaičių seka irf z \ v I“1) l^=exp∣ p(h)-2j ---------- ------------

p≤nkur ♦ _/ x> kai Ix ∣≤1*x “l 1, kai lxl>l.Remiantis H. Delanžo darbais [3, 4], nagrinėjamos pasiskirstymo funkcijų
vn{ang(m)<x}=^ 2 1 U)

m≤n 
aπg(m)<xkonvergavimo, kai n→oo, prie kurios nors ribinės pasiskirstymo funkcijos sąlygos. Gautas šis pa­grindinis rezultatas.

Jeigu kiekvienam λ>0
∑(∣g(p) ∣-1)*--------- ------------ > 0, kai x→∞, tai pasiskirstymo funkcijos (1) turi nesimet-

x<p≤x
rišką ribinį pasiskirstymo dėsnį tada ir tik tada, kai eilutėsΣ ((∣ g (p) 1-1)*  j2

P

konverguoja ir nors vienai sveikai

∑ 7

g (p) <0α≥l reikšmei g(2a)≠-1.



О предельных законах распределения 219Be to, gautos pasiskirstymo funkcijų (1) konvergavimo į simetrišką ribinį pasiskirstymo dėsnį pakankamos sąlygos ir būtinos bei pakankamos sąlygos, kad ribinis dėsnis būtų simetriškas, kai jis egzistuoja.
ÜBER DIE GRENZVERTEILUNGEN VON MULTIPLIKATIVEN 
ZAHLENTHEORETISCHEN FUNKTIONEN. ПA. Bakštys
{Zusammenfassung)”1 Sei g{m) eine reellwertige multiplikative zahlentheoretische Funktion und p (n), n=l, 2, ... ist eine beliebige konvergente Folge der reellen Zahlen. Wir setzen

wobei
ist.

o„ = exp { P (и)
p^n

(∣g⅛>)∣-l)*

(
x für ∣x∣≤l,1 für ∣x]>lMit Berufung auf die Arbeiten [3, 4] von H. Delange werden Konvergenzkriterien für Ver­teilungsfunktionen

^n{ang(m)<x}=~ 2 1
m≤n (1)

ang(m) <x

P

für n→∞ betrachtet. Es wird folgendes Ergebnis*  bekommen.
Sei für jedes λ>0
wenn x→ со.

Verteilungsfunktionen (1) besitzen nichtsymmetrische Grenzverteilungsfunktion genau dann, 
wenn die Reihen ((ι^(p)∣-ι)*]2

p
P

konvergent sind und es wenigstens eine derartige ganze Zahl α≥ 1 gibt, daß ^(2β)≠ — 1 ist. 
Letztere sind hinreichende Bedingungen bekommen für Konvergenz gegen symmetrische Grenzverteilungsfunktion.




