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ПОЛИТОМИЧЕСКАЯ ЗАДАЧА ДИНАМИЧЕСКОГО 
ПРОГРАММИРОВАНИЯ ДЛЯ МОНОТОННЫХ ФУНКЦИЙ

В. Б. БИСТРИЦКАСI. Дихотомический выбор. Пусть процесс f(x, у) удовлетворяет функ­циональному уравнению 
f(xt y) = max

А ιp1[A(x)+f(r1x, j)],T
.β'∙P2[β(y)+f(x, r2y)] J (Dгде 0≤p1, ρ2, r1, г2<1; 0≤x, ,y<oo. А (х) и В (у) — ограниченные функции, определенные в интервале [0, ∞). Р. Веллманом было исследовано (cm.[1], стр. 91) поведение бесконечношагового стохастического процесса (уравне­ние золотодобычи), когда функции выигрыша А (х) = (1 — r1) х и В (у) = (1 —r2) у. В настоящей работе найдены области решения для процесса f(x, у), когда обе функции А (х) и В (у) либо невозрастающие, либо неубывающие, либо одна из них — неубывающая, а другая — невозрастающая. Теоремы су­ществования и единственности для данного процесса f(x, у) доказываются аналогично, как и в случае А (x) = (l -rj х, В (y) = (l -r2) У (см. [1], стр. 86).Обозначим

«W=A ∑ Plι Л(г\х)=/ла,(х, у), (2) β {y)≈Pt ∑ p,2 B(tt2y) =fB„ (х, у).
i=0

Лемма 1. Пусть А (х) — невозрастающая функция. Тогда npuf(xP,tfi) = ≈Λ (* 0, /)
∕a(×, У°)=/лаЛх, У°) для 0≤x≤xo (3)

и npuf(x9t yQ)*f A(x°, j0)

f(xt ∕) ≠∕λ (х, /) Для x0 ≤ х < ∞. (4)Доказательство. Обозначим
s{χ. y)=fAχ, y)-fa(χ, y)∙Предположив, что x<x0, имеем
S (xt у)-S (x0, у) =p1 [А (х) - А (x0)] +
+Pιif(r1x, y)-f(r1x0, y)]-p2[f(x, r2y)-f(x0, r2y)].



226 В. Б. БистрицкасОбозначим через Bπ>A..., Bm*A...  оптимальные последовательности вы­боров, соответственно в точках (х, r2y) и (r1 x0t у). Тогда
f(x, r2y)=fBnlA(x, r2y),

f(r1xo, y)=JBmlA(r1XQy у),где n1, m1 — целые неотрицательные числа, и
S(x, y)-S(x0, y)^p1[Λ(x)-A(xq)](1 -p"2∙+l) +

+PιP2,lf(rι x> r^'y)-f(r1x<,,

-PιP"2,+' {f(>∖x, r^+'y)-f(r-lx0, r5∙+1J>)].Если Wl1≥7!1+1, тоS(x, y)-S,(x0, ^)>MΛ(x)-Λ(x0)](l-Pj1+,) ++P1P2l+l [∕(rιχ* ''Jl+>)-∕('ι*<b  't+1J')]~
~PιPn21+' [f(r1x, rjl+1y)-∕(rιxo, ''51+lJ')] =
=Pi [А (х) “ Л (*о)1  (1 ~Pn2l+') > О-Если m1<n1 + l, то, обозначив через 2?"« Λ..., Bm*A  ... оптимальные по­следовательности выборов соответственно в точках(r1x, rj1+1y) и (r2χ0, τ⅛γy∖имеем, чтоS(*,  J)-S(*o.  j)>AU(x)-Λ(x0)](l-p!J1+1) +
+P↑P2t М (?1 x)-A (r1 x0)] (1 +
+p2pml+m1 [y∙(r2 χ rmi+mt у) _Д f2 χθf rml+mt j)] _ ’ (5)

-p2pJl+",+ 1 [∕(rfx, rJl+"* +1 j)~∕(r2χ0, Г?*" 14'1 ?)].Если ∕M1+∕n2≥ λ1+∕⅛+1, то аналогично случаю, когда m1≥τ¾+l, в пра­вой стороне неравенства (5) останутся два неотрицательных члена. Обозна­чим через В"кА..., Bπ,kA... (fc=3,4, ...) оптимальные последовательности выборов, соответственно в точках
Л-1 Л-1
∑ Λ∕+ι 2 "⅛(rf^1x, rf' j) и (rfx0, Γ2i=1 у).Тогда на каждом шаге процесса в случае

∑ ml<∑ nl+l(σ=2, 3 ...)
/=1 i = lприбавляются неотрицательные члены вида

а σ+l σ
Σ mi į Σ "i+1~ ∑ mi∖

P°+1 P,2~' [Л (4x)-Λ(rfx0)] (1-p'-' ).Если же для некоторого σ=2, 3, ...
а а

Σ m,> ∑ nl+l,
i=l i = l



Политомическая задача динамического программирования 227то при этом σ процесс оборвется, так как 
o-l o-lΣ mi Σ mi

f(r°Xo, r'2=x y)≈f^x9, r2'=, y)=f σ o-l ,
∑"1∙+1-∑mi

√=1 '=1
о o-lгде ma ≥ ni +1 - mi и члены вида

∣∙ = ι ι = l

о о оΣ mi Σ m! Σ m∕
PlPi2~' [f∏X,ri2~' y)~f(r↑Xn, lj-i >>)] -

О О о2 Л/+1 ∑ nj∙+ι 2 ∏1∙+ι

-p°Pl2~' lf(^x∙ r,2-, y)~f(l"ιχo> rl2-, j)]сокращаются. Следовательно, в любом случае
S(x, y)~S(x0t у)>0 для x≤x0. (6)Если f(x0,y)=fA (х0, у), то S (x0, j)≥0. После решения А точка (х0, у) перейдет в точку (r1 х0, у), в которой по соотношению (6) оптимальным будет опять выбор А. Рассуждение может быть повторено, и это завершает доказа­тельство соотношения (3). Кроме того, из соотношения (6) заключаем, что верно (4).Аналогично доказывается следующая лемма.

Лемма 2. Пусть В (у) — невозрастающая функция. Тогда при f(xP, y0) = 
=fB (*°,  Д'0)∕b(* 0, y)=fβΛ×^ Д') для O≤j>≤y0
и при f (x0, j>0)≠∕b(x0, у0)∕(x0, y)≠flt(x0, у) для y0≤y<co.На основании лемм 1 и 2 верно следующее предложение.

Теорема 1. Если А (х) и В (у) — невозрастающие функции, то

f(x, y) = max[α(x), β(j)], (7)
где функции a(x) u β (у) определены соотношениями (2).Обозначим£=[0, ∞) × [0, оо).

Следствие 1. Пусть А (х) и В (у) — непрерывные, монотонно убыва­
ющие функции.

При a (0) > β (оо) и β (0) >а (оо)
/в® (х, Д') ниже, правее и на линии у = φ (х),
fAa> (*»  Д') выше, левее и на линии j = φ(x) 

где y=φ (х) — непрерывная, монотонно возрастающая неявная функция, 
определенная уравнением а (x)-β (у)=0.

При а (0)≤β (оо)∕(χ, J)=∕b°°(x> Д’) для всех (х, у) ∈ Е.

f(x, У) =
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При β (0)≤ а (оо)
f (х> У) =fAm (х, у) для всех (х, у) ∈ Е.Доказательство. Функции а (х) и β (у) являются непрерывными и монотонно убывающими функциями, так как таковыми являются функ­ции А (х) и В (у). Кроме того, из неравенства α(oo)<β(0) и β(oo)<a(0) и непрерывности a (х) и β (у) следует существование таких х0 и у0, что a(x0) = β(y0) (O≤xo* yo<∞)∙ Таким образом, по теореме о существовании неявной функции (см. [2], стр. 449) φ (х) существует, однозначна и непре­рывна в области Е. Итак, из теоремы 1 и из монотонного убывания функций β (у) и a (х) следует соотношение (8).Покажем, что функция φ (х) монотонно возрастает. Пусть x1 < х2. Тогда β (φ (xι)) = a (χι) > a (χ2) = β (φ (χ2)) ∙

Следовательно,φ(xι)<φ(x2)∙Так как a (х) > β (у) для всех (х, у) ∈ Е при a (оо) ≥ β (0) и β (у) >а (х) для всех (х, у) ∈ Е при β (oo)≥a (0), то в силу теоремы 1 и определения (2) верны остальные два утверждения следствия.Аналогично лемме 1 доказывается
Лемма 3. Пусть В (у) — неубывающая функция. Тогда при f(xP, y0) = Λ(* o, Jo)

f(x0, У)=/в№, У) для y0≤y< ∞
и при f (x∖ yQ)^fB{xQi Уй)

f(x0, y)≠fβ(x0, У) для θ≤J'≤∕∙
Теорема 2. Если А (х) и В (у) — неубывающие функции, то

[fλ (х, У\ когда рА (х) > В (у), “I
f в (х, У), когда рА (х) < В (у), (9)
/л(х, У)=/в(х, У), когда pA(x) = B(y) J’

где __ Pχ(l-P2)Р A(l-P1)'∙Доказательство. Пусть
pA(x0)>B(y0) для (x0, y0)εE. (10)Докажем неравенство
/л(хо, J7o)>-∕b(xo, Jo)∙ (11)Допустим, что
∕a(xo, y)≤fβ(xo, у) для всех O<y≤yo. (12)
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f<x0. У)=/В»(*о.  y)≈Pι ∑ P2∙β(∣∙'2^)>∕jlια,(x0, J') =

1=0

=p1A(x,)+p1pt ∑ Ж β(riy).

i =0когда 0<j≤jo∙ Так как
и согласно предположению (10) 

в (у)
1-Рг

p1 А (х0) 
jp3(l-jpι) ’ θ≤7≤bто неравенство

Рг (1 -Pl) ∑ Р2 В (ri2 y)>PιA (x0)
i=0невозможно для O<y≤yo. Следовательно, предположение (12) неверно, т. е. существует точка yo∈(0, y0J> чт0∕(*o>  Λ>A(⅛ /)•Отсюда и из леммы 3 заключаем

∕a(x0, у)>/в(х0,у), когда 0≤y≤yo. (13)Предположим, что
/а (×o, У) ≤fβ (*о,  Л когда у° < у ≤ min (^, у0). (14)Тогда в силу соотношения (13)
f(Xo∙ y)=P2lβ(y')+f(x0, r2y)]=fBA(x0, у).Так как
/лв (Хо, у)-fвл (Хо. y)=Pι( 1 ~Рг) А (x0) -p2 (1 -p1) В (у) =

=Pt(l~Pι) [РА (х<>)-В(У)],то согласно предположению (10)
fab C⅞> J) ~∕ba (хо, У) > 0, когда 0 ≤у ≤у0.Следовательно,
/а (⅞, У) >/в (⅞, Л когда 0 ≤ у ≤ min ( у0).

r2Распространяя аналогичные рассуждения по индукции, из последне­го соотношения получаем неравенство (11). Аналогично доказываются со­отношения
∕a(x, y)≥fβ(x, у)и
/в(х, у)>/а(х, У),

3. 10265 
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Дх. У= {

когда рА (х)=В (у), и
/в(х, у)>/а(х, У),когда рА (х)< В (у). Отсюда с учетом неравенства (И) следует соотноше­ние (9).

Следствие 2. Пусть А (х) и В (у) — непрерывные, монотонно возрас - 
тающие функции.

Если pA(∞)> В (0) и B(∞)>pA (0), то

fA(x, у) выше, левее и на линии y=y(χ), 
/в(х. У) ниже, правее и на линии y=y(x)

где у=у (х) — непрерывная монотонно возрастающая неявная функция, 
определенная уравнением рА (х) — В (у) =0.

Если рА (оо) ≤ В (0), то

f(x, У)=/в<Лх, У) для всех (х, у)еЕ.

Если B(∞)≤pA(0), то

f{x, y)=fAa»(x^ У) для всех (х, у)еЕ.Доказательство аналогично доказательству следствия 1.
Теорема 3. Пусть А (х) и В (у) — соответственно невозрастающая 

и неубывающая функции, тогда

∣Γ Λ~(x' y~>< κoεda О-А) *W>A∙≡0'), 1

f(x, ?) = /в(х, У), когда (1 -p2) α(x)<∕>2 В(у), (15)
L /вл»(к- У)=/Аа(х. У). когда (∖-p2) a(x)=ptB(y). JДоказательство. Докажем соотношение

f(x*, У*}=/АгЛх*, ?*) Для (l-p2)α(**)>jP2^(y*), (lθ)(x*,  y*)∈^.  Предположим, что∕(x*, y)=fβ (*♦, 7) Для всех 0<y≤y*. (17)Тогда
fe(×*∙  У)=/в«(х*'  y)≤pj^< 0<y≤y*.В силу условия соотношения (16) и неубывания В (у)

p-^p<a(x*),  когда 0<y≤y*.
1 — ргПоэтому

fs(x*,  У)<*(х*)=/ Л<Лх*.  у). 0<y≤y*-Следовательно, предположение (17) неверно, т. е. существует точкаy,∈(0. у*],что
/(**,  У°)=/а(х*>  У0)-Отсюда согласно лемме 1 получаем, что∕(χ*.  /)=/>(**.  У)-



Политомическая задача динамического программирования 231Тогда по лемме 3∕4o□(**,  y)>fβ(x*,  У), 0≤j>≤√,.Далее, производя стандартные рассуждения, заключаем, что∕a∞(x*,  T*)>∕ b(**,  У*),  и соотношение (16) доказано.Так как
/л» (**.  У») =∕ba^ (**.  J»*),  когда p2 В (^) = (1 -∕>2) α (xt), 

У*)</ ВА«,(х*.  У*),  когда p2∙B(y,)>(l-p2)α(x*),  и верно соотношение (16), то верна и теорема.По теореме о существовании неявной функции и по теореме 3 аналогич­но следствию 1 получаем
Следствие 3. Пусть А (х) и В (у) — непрерывные, соответственно 

убывающая и возрастающая функции.
Если (1—pz)<x. (0)>p2B (0) и (1 —p2)α (∞) <P^B (∞), tno

[∕acΛx> у) ниже, левее и на линии y = ψ(x), 
f в (*»  У) выше, правее и на линии у = ψ (х)

где j=ψ (х) — непрерывная, монотонно убывающая неявная функция^ 
определенная уравнением (1 — p2)a W — РъВ (у) = 0.

Если (1 — p2)(x, (0) ≤p2B (0), то

f(χ, y) = fβ∞(x> У) для всех (х, y)f≡E.

Если (1 —p2) a (∞) ≥ p2B (оо), то

f(x, у) =∕^00 (х, у) для всех (х, у) ∈ Е.2. П олитомический выбор. Пусть∕(xb x2, ..., xn) = max { Ai : pi [Λ1∙(xi) +
где +∕(*ι>  *2,  ∙∙∙> rixi, ..., xn)]}, (18)ι=l, 2,..., и; 0≤p1∙, ri< 1; 0≤xi<∞i
Ai (xi) - ограниченные функции, определенные для 0≤xi≤xr Обозначим∕(x1, х2, ... xπ)=f(x), x = (x1, х2, ..., х„),

*i(χi)=Pi∑PiAi(rsixi)∙, /=1, 2, ..., п.

Теорема 4. Если Ai(xi)-невозрастающие функции (i=∖,2,..., п), то

1 ≤i<⅞n
(19)

Если Ai(xi) (i=l, 2,..., п) — неубывающие функции, то 
-----------  — шал ---- :--------
—Рз 1 ≤∕≤n 1 -Pi (20)

3*
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где

∕(x) = Λo(χ).⅛ Λ,,(xπ)^ maχ
1 Pm n<i≤-n

Доказательство основано на применении теорем 1 и 2. Непосредственно из теорем 4 и 3 вытекает
Теорема 5. Если Ai(xi), 0<i≤p<n — невсзрастающие функции и 

Aj(xj), p<j≤n — неубывающие функции, то

когда Рт (21) 
когда Pj" ⅞⅝¼>≤α√x,)

1 ~Pm t

Pj Aj (Xj)
1 ~Pj 'М*«)  = max αi(x,).
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POLITOMINIS DINAMINIO PROGRAMAVIMO UŽDAVINYSV. Bistrickas

(Reziumė)Darbe surandama (1) funkcionalinės lygties sprendinio f(x, y) elgesys, kai funkcijos A(x) ir 
B(y) — monotoniškos. Gauti rezultatai apibendrinami (18) funkcionalinei lygčiai.

POLYTOMIC DYNAMIC PROGRAMMING PROBLEM FOR THE 
MONOTONIC FUNCTIONSV. Bistrickas
(Summary)

A behaviour of solution of the functional equation (1) is found when functions A(x) andB(y) are monotonic. These results are generalized for the funct onal equation (18).


