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ТЕОРЕТИКО-МНОЖЕСТВЕННЫЙ ПОДХОД К ИГРАМ 
ПРЕСЛЕДОВАНИЯБ. А. ШОЙХЕТ, Л. А. ПЕТРОСЯН
1. Определение игры ,,простое преследование“Игра „простое преследование“ происходит следующим образом. Два игрока- преследователь Р и преследуемый Е, обладая ограниченными по модулю скоростями I φ I ≤ и и ∣ ψ ∣ ≤ z> перемещаются в некотором выпуклом, замкнутом множестве S⊂ Rn, имея возможность в каждый момент времени изменять направление своего движения. Целью Р является минимизация времени сближения с £ на расстояние ≤∕ (радиус поимки), игрок Е пресле­дует противоположную цель.Кинематические уравнения имеют видxi=φl-, lφl≤w, ι = l,..., л,yi=ψ1∙, ∣Ψ∣≤^,где и = const, v = const, u>v.Функция выигрыша определяется следующим образом. Пусть х (г), 

у (t) траектории игроков Р и Е в ситуации (φ, ψ) из начальных позиций x0, у0 и пусть rp=min∣rp (x(z), y(r))≤e∣,где р (х, у) — евклидово расстояние между точками х, у, тогда
K{×o,y<i', φ, Ψ) = 'p∙Получившаяся игра зависит от двух параметров, местоположения Р и Е в момент начала игры, x0, у0. Поэтому мы будем ее обозначать Г (x0, у0).

2. Одновременная дискретная играПусть0<δ<∕∕^ + w. (1)Назовем величину δ рангом дробления времени. Дискретная игра происходит следующим образом. В начале игры (на первом шаге) игроки Р и Е в пози­циях x0, у0 выбирают одновременно управляющие переменные, подчиненные ограничения и ∣φ0∣≤u, ∣ψ0∣≤v, и переходят в позицииX1 = Xo ÷ δφ0,J'i = J'o + δψo(при этом управляющие переменные выбираются таким образом, чтобы по­зиции x1, y1 принадлежали бы множеству 5). Далее в позициях xfc, yjk игроки
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Р И Е выбирают одновременно управляющие переменные подчиненные огра­ничениям ∣φk∣≤w, ∣ψk∣≤τ> и переходят в позицииxk+ι = ∙*k÷δφfc>Λ + ι=Λ + δψk(при этом управляющие переменные выбираются таким образом, чтобы по­зиции xk+1, yk+1 принадлежали бы множеству S). Пусть x0, y0, ..., xk, ук, ... реализовавшаяся последовательность позиций (все xkt ykeS) и пустьArp=min{fc∙p(xk, yk)≤e}(если такого к не существует, то кР полагаем равным + ∞), тогда выигрыш игрока Е равен Λ>δ. Выигрыш игрока Р равен — kp8 (игра антагонистичес­кая).На каждом шаге игры игроки имеют полную информацию о позициях 
xk, ук. Обозначим, получившуюся таким образом игру через Γδ (x0, у0).

3. Дискретные игры с полной информациейИгра Γδ (х, у). Игра Γδ (х, у) отличается от игры Γs (х, у) состоянием информации игрока Е. Игроку Е на каждом шаге помимо местоположений 
xkt ук известно управление φk игрока Р на этом шаге. Кроме того на каждом шаге множество допустимых управлений игрока Р удовлетворяет ограниче­нию Į φ I = и (в отличие от ∣ φ | ≤ и в игре Γδ (х, у)j •Игра Γδ (х, у). Игра Г| (х, у) отличается от игры Γδ (х, у) состоянием информации игрока Р. Игроку Р на каждом шаге помимо местоположений xk, yk известно управление игрока Е на этом шаге. Кроме того на каждом шаге множество допустимых управлений игрока Е удовлетворяет ограничению I ψ I =v (в отличие от ∣ ψ ∣ ≤ z> в игре Γδ (х, у)) •Игра Tį*  (х, у). Игра Γ⅛*(x,  у) отличается от игры Γδ (х, у) только состоянием информации игрока Е. Игроку Е помимо местоположений xk, yfc известно управление φk выбираемое игроком Р на каждом шаге. ^Отличие от игры Γ⅛ (х, у) только в том, что на множество допустимых управлений игрока Р никаких дополнительных ограничений не накладывается.)Игра Γδ* (х, у). Игра Г|*  (х, у) отличается от игры Γδ (х, у) только состоянием информации игрока Р. Игроку Р помимо местоположений xk, yk известно управление ψk выбираемое игроком Е на каждом шаге. ^Отличие от игры Γg (х, у) только в том, что на множество допустимых управлений игро­ка Е никаких дополнительных ограничений не накладывается.)

4. Некоторые теоретико-множественные леммы

Определение 1. Обозначим через Му (к, S) множество тех начальных позиций игрока Рв игре ΓJ(x, у), из которых он гарантирует Z-поимку (сбли­жение на расстояние /) не более чем за к шагов при условии, что Е в началь­ный момент находится в точке у и преследование происходит в множестве S. Аналогичным образом определяются множества M2y (к, S), Mly* (к, S), Л/2*  (к, S).



Теоретико-множественный подход к играм 373Через Dz(R) мы будем обозначать «-мерный замкнутый шар радиуса R с центром в точке z. Через Sz (R),n- 1-мерную сферу с центром в точке z и с радиусом R.Множество тех позиций преследователя Р, из которых он может перейти в заданное множество А за 0 шагов или за один шаг обозначим через
{χ∙.x-→A }.Можно легко показать, что в игре Tį (х, у) при S=Reι (то есть во всем пространстве)Λf>(fc, R'∙') = Dy{l+k(u-v)S'I,и существует значение игры Vl8(x, у) и имеет место равенство V8(x, y) = fcδ при
xeMly(k, Rπ)∖My(k-l9 Rn). (2)Кроме того, My(k, Rn)≈M2(k, Rn) = Mly*(k,  Rn) = M2*(k,  Rπ) и из (2) сле­дует тогда, что значения игр Pį, ΓI*,  ∏, ∏*,  Vl8, K∣, K⅛*,  К|*  равны между собой.

Лемма 1. Пусть A1, А2 выпуклые, замкнутые множества и пусть далее

B1 = {x'.xeA2, p(x, Λ1)≤Z>},
B2 = {x'.xeA2, р(х, A1 ∩A2)≤b},

тогда если A1=Dz(R) и zeA2, то имеет место B1=B2.Доказательство. Очевидно всегда B2<z B1. Пусть теперь x1eA1. Это означает, что р (x1, Λ1) ≤ b, x1e Az, так как Λ2 выпукло, отрезок [x1, z] принадле­жит А2. Если х точка пересечения отрезка [x1, z] с Sz (Р), тоp(x1, Λ1) = p(xχ x) = p(*ι.  A1(}A2)отсюда следует, что x1∈ B2. Лемма доказана.
Лемма 2. Для любого выпуклого, замкнутого множества S из Rn имеют 

место включения

Mly(k, S)z>Mly(k, Rn)(∖S,

Miy*(k,  S)z>Mly*(k,  Rn)∩S,

M2y(k, S)z>M2y(k, Rn)∏S,

M2y*(k,  S)z>M2y*(k,  Ra)∩S.Доказательство. Докажем первое включение
Mly(Q, S) = Dy(l) С\ S,

M',(l, S)=∣xrx-^→ ∩ βn(Z)∩S∣ =
l η≡Dj(θδ)∩S⊃lxzx^→[ ∩ Z)71(Z)]∩ S = {xιx-→Dy(ι-v8)f] S}

l η∈Dj(oδ)(здесь мы ас пользовали лемму 1),Λf'(l, S)z>Dy {l+(u-v)δj ∩ S≈My(l, Rn)(]S.

12. 10265



Б. А. Шойхет, Л. А. Петросян374Далее по индукции Mly(k, S)=>My(k, Rn)∩S
M'y(k+∖, S) = {xrjt-^→ ∩ M∖(k, S)}⊃

1 71 е Dy (сб) ∩ S ’⊃ I х: х -→ ∩ M į (к, Rn) ∩ SI ⊃
l 1iGDy(vδ) '⊃(rx-^→ ∩ Z>η(7+fc(u-w)δ-wδ) ∩ S,} =
l rieDyW j

= Dy[l + (k+ 1) (и-v) δ) ∩ S = Miy(k+∖t Rn) ∩ S.И первое включение доказано. Очевидно, что множество Miy (к, S) выпукло (см., например, задачу 38 в [1]). Остальные включения доказываются вполне аналогично, принимая во внимание что
Mly*(Q,  S) = Dy(l) ∩ S,
Mly* (к, S) = lx:х-→- ∩ Ml1*(k, S)}, (4)

, η е Dy(vS)n S 1

M}(0, S)=D,(I)∩S,
M}(k,S)= ∩ lχ-.x-l→M*(k, S)l, (5)

η ≡ Sy (<Λ) П 5 ’ 'ΛfJ*(O,  S) = Dy(l)∩S,
My*(k,S)= ∩ lχ-χ-→M2,*(k, S)}∙ (6)

η е Dy М) ∩ 5 1 JЛемма доказана;

Из формул (3), (4) следует, что множества My* (к, S) и . Д/J* κ.(k,ιS) не совпадают. Рассмотрим постейший пример. Пусть 5 полуплоскость (см. рис.). В начальный момент времени Е распо-ложен в To⅛κe у на границе мно-



Теоретико-множественный подход к играм 375жества 5. nmk-дуга окружности радиуса vδ с ценром в точке у, А В — дуга окружности Sk (/), ВС - дуга окружности ∣S,π (7), A'В', А'М — дуги окруж­ности Sk (Z+wδ), В'В" - дуга окружности ⅞(wδ), BnC', MC - дуги окруж­ности Sπ(Z+Mδ). Можно просто показать, что ЛВС—граница множества ∩ η е z>j (βδ) ∩ sΛ1 (Z) ∩ S,, A,B, В" С - граница множестваM'*(l,  S) = {xιx-^→ ∩ D,(∕)∩s},
l η е Dy (cδ ∩ S J

A, В'МВ"С - граница множестваΛf2*(l,  S)= ∩ Dv(l+u8)∩S.
η е Dy (oδ) Л 5Криволинейный треугольник B'MB"=M2* (1, S)∖Miy* (1, S). Таким обра­зом из начальных позиций х, у, где хе В'МВ" информация о выборе управ­ления противника оказывается существенной уже в одношаговой игре, а это означает, что в соответствующей одновременной игре не существует значения в чистых стратегиях (когда обоим игрокам известны только местоположе­ния друг друга). Из того чтоΛ∕)*(l,  S)≠Λ∕2*(1,  S)в одношаговой игре, конечно, следует, что

M}*(k,  S)≠M2y*(k,  S)при всех k=2, 3, ...
Лемма 3. Mly(k, S) = Miy*(k,  S).Доказательство. Очевидно, Mj,(k, S)cM}*(k,  S). Пусть [теперь 

xeM}*(k,  S), тогда существует такая точка
x1e ∩ P,(Z)∩S,

η е Dy (rδ) ∩ Sчто p(x1, x)≤wδ. Если p(x, y)<Z, тогдаx∈P√Z)∩S⊂ΛfJ(l, S).Пусть р (х, у) ≥ I, тогда по непрерывности расстояния и вследствие (1) (усло­вия на ранг дробления δ) на отрезке [у, x1] найдется такая точка х2, что Р (xι, X2) = u^, следовательно, x∈Λfj (1, S). То есть мы имеем Mly≈Mly*.  До­казательство (k, S) ⊃ M}*  (к, S) может быть проведено далее по индукции. Лемма 3 доказана.
Теорема 1. Игры ΓJ, Γ⅛*,  Γj, ∏*  имеют значения в чистых страте­

гиях и имеет место неравенствоF⅛=Fi*≥∏*>n  (7)Доказательство. Существование значения игры в чистых стратегиях Tį следует из того, что если xeMy (к, S)∖M}f (к— 1, S), то существует стра­тегия игрока Е которая гарантирует ему время поимки ≥ к δ. То же спра­ведливо и для игр Γ⅛*,  Г|, И*.
12∙



376 Б. А. Шойхет, Л. А. ПетросянДокажем неравенство (7). Мы имеем, что значение игр 
V's(x, y) = kδ, если xeM}(k, S)∖M'y(k-l, S), 
V's*(x,  y)=k9, если xeMy*(k,  S)∖M'y* (к-1, S), 
V2s(x, y) = k8, если xεM2y(k, S)∖M2y(k-∖, S), Г?(х, y) = kS, если xεM2y*(k,  S)∖M2*(k-l,  S).По лемме 3 Mly(k, S) = M'y*(k,  S), следовательно, Vlδ=V'δ*.  Неравенство Γj*  ≥ И следует из очевидного включения Mį*(k,  S)aMį(k, S). Докажем неравенство Vl8^Vl* t для этого достаточно показать, что имеет место вклю­чение M}(k, S)<≡M2*(k,  S). Действительно
M<(l, S) = lχ-.x-½→ ∩ 2>η(∕)∩s[,

l η е Dy (t>δ) ∩ S ’

M2*( ∖,S) = ∩ Pη(Z+uδ)∩S.
η е Dy (oδ) ∩ SОтсюда получаем сразу, что ΛfJ,(l, S)⊂ΛfJ*(l,  S), дальнейшие включения 

Mį(k, S)<≡M2* (к, S) могут быть легко получены по индукции. Теорема 1 доказана.
Теорема 2.limF1δ (х, y)= lim Vl* (х, y) = lim V2δ (х, j) = lim F2* (х,y)= V(xiy). λ→∞ 2iΓ n→∞ IF "→0° ЗГ "→∞ 2Й-Прежде чем приступить к доказательству теоремы докажем несколько предварительных лемм.
Лемма 4.

V,±(x, y)⅜F1 s ⅛ у). 
2п 2»+1Доказательство. Если оптимальная стратегия Р в игре Γ1δ (х, у) 2Л предписывает ему на первом шаге совершить ход из х в x1, то пусть в игре с рангом дробления он за два шага переходит из х в x1 (не ,,обращая вни­мания“ на действия игрока Е). Следующие два шага Р опять осуществляет в соответствии со своей оптимальной стратегией в игре ГА. (x1,y1) и попадает в х2 и т. д. Из определения оптимальной стратегии в игре ГА (х, у) действуя таким образом Р обеспечивает себе поимку при любых действиях Е за время T≤K1δ (х, у), однако, очевидно, что K1 8 (х, j)≤7,h лемма 4 доказана.

2«~ 2∏+ιИз леммы 4 следует, что существует предел limΓ1δ (х, y)=K(x, у).
"→∞ 2?Г

Лемма 5. Значения игр Γ⅛(x, у), Γ⅛*(x,  у), ∏(x, j>), П*(х,  у) не пре­
восходятmax{⅛A-'+δ, О}.



Теоретико-множественный подход к играм 377Доказательство следует из того, что множество My(k,S) содержит множество
D, (l+k (u—vį δ) ∩ S’.

Лемма 6. Для игр Γ∣, Γ∣*,  Γj, Г|*  имеет место оценкаI F(x1, y)-F(⅛, У) l≤c1p(xι,x2) +c2δ. (8)Доказательство. Проведем доказательство для игры Γ⅛*  (xty). Пусть в некоторой ситуации Е выбирает оптимальную стратегию ψ*,  аР выбирает стратегию φ, которая определяется следующим образом:1. На первом шаге перемещаться из x1, в х2 (по прямой, с максимальной скоростью), затратив при этом время⅞≤.p⅝.*).  + δ.2. Из позиции х2 (то есть начиная с момента времени t1) применять оп­тимальную стратегию φ*  в игре Γ⅛*  (x2, у) по отношению к «следу» игрока Е с запаздыванием t1, то есть преследовать точку Е*,  местоположение у (t) которой в момент времени z≥r1 совпадает с y*(t-t 1), где у*  (г) траектория игрока Е в ситуации (φ, ψ*).  Преследование «следа» Е*  продолжается до его- Z-поимки. Время преследования следа обозначим через t2, очевидно, что ⅛≤ ≤^S*  (×2,y)∙3. Начиная с момента времени r1+z2 оптимально в игре Tį*  преследовать игрока Е.Очевидно, что
₽ [y*(t-h).  y*(t)]  ≤≡⅛≤f (-p<≡pUδ),поэтому в момент поимки ,,следа“, t=t1+t2, из неравенства треугольника будем иметь
₽ [x(t), y*(t))≤l+v  (*⅛⅛ +δ)(здесь х (t), у*  (/) траектории игроков Р и £в ситуации (φ, ψ*)j.  По лемме 5 Z-поимка в ситуации (φ, ψ*)  произойдет за времяγ≤2^L + s+∏*( x2, y)+1⅛ (p⅛2⅛)+δ) + δ == Cιp(xb x2) + c2δ+F⅛*(x 2, у).Стратегия φ не принадлежит классу допустимых стратегий игрока Р в игре Г|*,  поскольку для ее реализации на каждом шагедиспользуется информа­ция о местоположении игрока Е на предыдущих шагах. Построим страте­гию φ, являющуюся допустимой в игре Γ⅛*  и такую, что время преследо­вания в ситуациях (φ, ψ*)  и (φ, ψ*)  одно и то же. Пусть ^(х (t), у*  (r)j траек­тории игроков в ситуации (φ, ψ*).  Тогда ПОЛОЖИМ φ=φ вдоль траектории (х (г), у*  (z)), а в остальных точках значения φ могут быть произвольными. Очевидно, что стратегия φ обладает требуемым свойством, следовательно, 
Т®, ψ*)  = T(φ, ψ*)>F∣*  (x1, J).Отсюда получаем, чтоJ')≤<⅛p(*ι,  x2) + <⅛8+H*( x2 j),



378 Б. А. Шойхет, Л. А. Петросянтаким же образом можно показать, что
y)≤c1(>(x1, xt) + ct8+V'a*(x l, у),что дает намl∏*(*ι.  y)-Vl*(x2,  J)I≤C1P(*1,  *2) + <⅛δ∙Вследствие леммы 3 та же оценка справедлива и для игры ΓJ. Доказательство леммы для игр Γj, Г?*  вполне аналогично приведенному. Лемма доказана.Приведем без доказательства следующую лемму.

Лемма 7. Для любой траектории игрока Е, у (t), в игре Γδ найдется 
ломанная траектория с длиной звена ©8, y8 (t) такая, что Р W» PβW)≤2t>8, для всех t≥Q и j(0)=yβ(θ)∙Траекторию у8 (/) мы будем называть сопутствующей траектории у (г), а точку, перемещающуюся согласно закону y8 (t) — сопутствующим убе­гающим. Сопутствующего убегающего будем обозначать Ё.Доказательство теоремы 2. Пусть Е выбирает оптимальную стра­тегию ψ*  в игре Tį (х, у), а Р выбирает стратегию φ, которая определяет­ся следующим образом:1. Первый шаг делается произвольно из х в xl. При этом Е переходит 
в точку y1.2. Из позиции x1 Р начинает оптимально в игре ∏ (x1, у) преследовать какой-либо след Ё*  (с запаздыванием 8) сопутствующего убегающего Ё (такая стратегия действительно осуществима в игре Г8 (х, у), если пред­положить, что игрок Р имеет информацию о предыдущих шагах игрока Е). Тогда через время t1≤V% (x1, у) произойдет Z-поимка Ё*,  то есть бу­дет p(P, 1i*)≤Z.  Так какр(Д Ё*)<ъЪ  и р(Ё, E)<2z>δ,то p(P, E)<3oδ+Z.3. Начиная с момента времени 8 + ∕1 преследовать оптимально игрока 
Е (в игре I8). По лемме 5 Z-поимка игрока Е произойдет за время ∕ < 3t,δ 4-8'2≤7^+δ∙Итак, в ситуации (φ, ψ*),  Р ловит Е за времяT(φ, ψ*)  = δ + ,ι + ⅛≤‰ j-)+⅛+2S.По лемме 6

Vl(×ι, y)≤Vδ(x, j) + c1P(*1,  x2) + c2δ=Pδ(*,  ^) + c1wδ + c2δ, отсюда Γ(φ, ψ*)≤KΖ(x,y)+cδ.Стратегия φ не принадлежит классу допустимых стратегий игрока Р в иг­ре ΓI, поскольку для ее реализации на каждом шаге используется инфор­мация о местоположении игрока на предыдущих шагах, однако, так же как и при доказательстве леммы 6 можно утверждать, что существует та­кая допустимая стратегия φ (см. определение стратегии φ в лемме 6), что T(φ, ψ*)  = T(φ, ψ*),



Теоретико-множественный подход к играм 379и посколькуT(φ, Ψ*)≥K∏X,  у),Γ(φ, ψ*)≥F⅛(x,  у),то есть
vls(χ, y)≤v2s(χ, y) + cδ,однако
V2s(x, y)≤KJ(x,y),отсюда |Fį(x, y)-V2s(x, y)∖<c8. (9)Поскольку по лемме 4 существуетlimΓ1δ (х, y)≡V(x, у),n→∞ ¼-то из (9) и теоремы 1 следует утверждение теоремы 2.Если существует значение одновременной игры Γδ, Vs (в смешанных стратегиях), то очевидно
Vl(x, J')≤*s(*,  y)≤ V's(x∙ у)-Поскольку из теоремы 2 имеем lim'Fj(x, j) = lim∏(x, у), δ→0 δ→0то 'l≡Fδ(x, y)=F(x, у).δ→oПредельную функцию V (х, у) естественно назвать обобщенным зна­чением (см. по этому поводу [2], [3]) дифференциальной игры „простое преследование“.Предложенный теоретико множественный подход к игровым задачам преследования позволяет доказать сходимость (существование обобщен­ного значения игры) и для более общих дифференциальных игр преследо­вания в ограниченных областях. Существенным является допущение (1), которое является условием на радиус поимки (оно исключает почеч­ную поимку); условие u>v (скорость преследователя превосходит скорость преследуемого), которое в более общих дифференциальных играх (с неза­висимыми движениями) должно быть сохранено и существование значения игры преследования во всем пространстве (без наличия ограничения на возможные перемещения игроков), которое использовалось для оценок в леммах 5 и 6.Задача для исследования 1.Используя предыдущие замечания показать, что сходимость (сущест­вование обобщенного значения игры) может быть доказана и для более об­щих дифференциальных игр преследования с независимыми движениями*  Задача для исследования 2.Являются ли оптимальные стратегии в одновременной игре rs, ε - оптимальными в дифференциальной игре (как это имеет место, например,, в [4])?г. Ленинград Поступило в редакцию8.VΠ.1967
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AIBIŲ TEORIJA IR PERSEKIOJIMO UŽDAVINIAIB. Šojchetas, L. Petrosianas
(Reziume)Nagrinėjami „paprasto judėjimo“ л-matėje Euklido erdvėje diferencialiniai lošimai. Naudo­jantis aibių teorijos metodais, Įrodomas diskretinių lošimų reikšmių konvergavimas. Jų ribą galima laikyti diferencialinio lošimo reikšme.
THE SET THEORETICAL APPROACHE TO THE PROBLEMS OF PURSUITB. Shoykhet, L. Petrosjan
(Summary)We investigate the simple motion differential pursuit games in a closed convex set in the Rn space. Using set theoretical argumentation we prove that the values of the discrete versions of the game converge to a limit which can be assumed as generalized value of the differential game.


