
гVIII LIETUVOS MATEMATIKOS RINKINYS
ЛИТОВСКИЙ МАТЕМАТИЧЕСКИЙ СБОРНИК

1 968 УДК-518.9

ВОПРОС ИНФОРМАЦИИ
В НЕКОТОРЫХ ИГРАХ ПРЕСЛЕДОВАНИЯИ. П. ЯЧЯУСКАСПусть оба игрока Р и Е обладают простым движением, и скорости их равны соответственно σ и w, v>u. Рассмотрим некоторые игры качества с полной информацией и выясним, в каких случаях игрок Р для достижения своей цели может использовать информацию о положении игрока Е толь- ко в дискретные моменты времени.

1. Пусть игра происходит на плоскости. Игрок Р выигрывает 1, пой' мав игрока Е, и проигрывает 1 в противоположном случае. В этой простой постановке игроку Р достаточно знать расположение игрока Е только в дискретные моменты времени. Например, игрок Р движется вдоль прямой линии, соединяющей точки начальных положений игроков Ро и E,o, до точ­ки Ео. За это время игрок Е переместится в точку E1. Затем игрок Р из точ­ки Ео движется до точки E1 и т. д. Так как v>u, то поимка происходит за конечное время.2. Игра на полуплоскости. Если игрок Р находится в выигрывающем множестве, то, как показано в [1], ему достаточно использовать информа­цию о положении игрока Е только в дискретные моменты времени. В про­тивном случае, если игрок Е действует оптимально, то игрок Р всегда про­игрывает. Когда игрок Е действует не оптимально, то, очевидно, игрок 
Р должен использовать информацию о положении игрока Е в каждый мо^ мент времени.3. Игры в замкнутых выпуклых множествах S. Хотя основные резуль­таты справедливы для л-мерных множеств, но для простоты ограничим­ся плоскими множествами.Пусть L(St Е) обозначает выигрывающее множество игрока Р, когда игрок Е находится в точке Ее Int (5). (Теоретико-множественные обозна­чения см. в [3]). Если Рф L(S, Е), то игроку Р нужна такая же информа­ция, как и на полуплоскости. Поэтому будем предполагать, что Ре L (S, E).Найдем вид множества L (St Е), когда Fr (S') имеет непрерывно меня­ющуюся касательную. С этой целью через каждую точку Fr (S') проведем касательную, и, считая, что эта касательная является ,,линией жизни“ (см. [2]), находим выигрывающее множество. Ясно, что L (S, Е) имеет гра­ницу, которая является внутренней огибающей границ найденных множеств.Поместим начало координат в точку Е. Пусть Fr (S) представима па­раметрическими уравнениями

!x = r(t)cos t,
y=r(t)sva. t.



386 Μ. П. ЯчяускасТак как Е находится внутри множества S, т. е. F∈Int (S), то г (r)≠0. Че­рез точку (х, у) ∈ Fr (S) проведем касательную, уравнения которой:[г' (О sin t+г (t) cos Г] X-[r' (t) cos t - r (t) sin r] Y=r2 (t). (1)Перпендикуляр к этой касательной через точку Е пересекается с касатель­ной (1) в точке М (х, у), координаты которой:
_ _ г*  (r' sin t+r cos t)
X ^+(√j5 ’

__ r≡(rsint-r, cost)
У~ r≡+(r')a ’Расстояние между Е и М\∣OΛf∣ = ]∕ x2 + yi= -7-f* .

V r*+(r')>Таким образом, барьер, соответствующий ,,линии жизни“ (1), является эллипсом с центром в точке Λf, фокусом в точке Е и большой полуосью <fr2∕V r2 + (r')2, где d=v∣u. Уравнение эллипса
2dri l∕V8+(P)i *Переходя к полярным координатам 2r=pcosφ, y=psinφ, получаем уравнение

(d2— 1)r2 + p [г cos (/—φ)+r' sin (t— φ)]- <Zρ]∕ r2 + (r')2 = θ∙ (2)Левую часть (2) обозначим через F(p, φ, t). Чтобы получить огибающую семейства кривых от параметра t, частную производную F по г приравни­ваем нулю:
2(d2-l)rr' ++ p[2r4os(r-φ)-rsin(f-φ) + r'sin(f-φ)]-<Zp y===0. (3)Левую часть (3) обозначим через G (р, φ, t). Для того чтобы система урав­нений F(p, φ, /)=0, G (р, φ, 0=0 определяла непрерывные функции р (0и φ (0 с непрерывными производными, должно быть3) ∂F ∂F ∂G ∂G

др ’ ∂φ ’ др ’ непрерывные;∂Fб) др 
∂G

∂φ 
∂G

≠0.
др ∂φУсловие а) выполнено, если r, и г" непрерывны. Подставляя значения про­изводных, находим, что условие б) эквивалентно условию:[r3 + 2 (r')2-rr"] I 1 -y== [r'sin(∕-φ) + rcos(∕-φ)] } p≠0. (4) Из уравнений (2) и (3) находим, чтоsin(t-φ) = dr, 

V r'+(rγcos(f-<р) = T∕r*-(rf*- 1)(Н*  
1/ r*+(r')*

(5)(6)



Вопрос инфорлрщии в некоторых играх 387Подставляя (5) и (6) во второй множитель (4), получаем, что('')2≠,⅛-∙ (7)Таким образом справедлива лемма.Лемма 1. Если функция расстояния r (t) от точки Е до Fr(S,) удов­
летворяет условиям1) r(0>0,2) r, и г” непрерывны,3) r2+2 (r')2-rr'≠0,4) (r')2≠r2∕(^2-l),
то касательная барьера меняется непрерывно. Кроме того, внутренняя 
и внешняя огибающие не имеют общих точек.Из (5) получаем, что для определения барьера достаточно тех t, для которых(Π2≤d⅛-∙ (8)Условие 3) леммы 1 означает, что область S строго выпукла и устра­няет, прежде всего, случай, когда на некотором участке огибающая ка­сается все время одной и той же кривой семейства, т. е. совпадает с ней. Очевидно, это условие не является необходимым.Рассмотрим игру в круге К радиуса а. Пусть начало координат на­ходится в центре круга, а игрок Е в точке Eq (ξ0, η0), ξj+ηg<α2. Уравнение окружности

!x = a cos t,
у = a sin t.Рассуждаем аналогично общему случаю.Уравнение касательной:Fsin t+X ∞s t—α=0.Перпендикуляр к этой касательной через точку Ео:(У—η0) cos t — (X— ξ0) sin ∕=0.Координаты точки пересечения касательной и перпендикуляра:x1=αcos t—η0sin tcos f + ξ0cos21,y1 = αsin r+η0cos21 — ξ0sin tcos t.Расстояние между фокусом и центром эллипса:1/ (*1  - ξo)2 + (У1 - ηo)2 = а - η0 sin t - ξ0 sin t.Уравнение эллипса:

d2(a-η0sin t — ξ0cos t)-α + JVcosZ+ У sin Z —
-d}∕ (X-ξ.)2+(lr-η.7 = 0∙ (9)Для получения огибающей производную левой части (9) приравниваем нулю: Xsinf— lrcos r+fif2(η0cos t—ξ0sin r)=0.Исключая параметр t из уравнений (9) и (10), получаем, чтоX2 + l)a2-2da V (X-ξ0)2+(K-ηo)2 = 0

(Ю)



388 Μ. П. Ячяускас

ИЛИ
(У2 + у2)2 + J4 (ξ2 + η2)2 ψ (</2 _ 1 )2 fl4 _ (X*  + У2) (ξg + η2) -- 2α2 (X2 + У2) - 2 J4 fl2 (ξ2 + η2) -.2<Z2 α2 (У 2 + У2)-— 2<∕2α2(ξJ + ηJ) + 8<∕2α2(Λrξ0- Ут)о) = О. (11)Внутренняя часть полученной кривой является барьером.Если начало координат находится в точке Ео, то полярное уравнение окружности:
r = V αa-(ξ0sint + η0cos r)2-η0sint-ξ0cost,и нетрудно проверить, что первые три условия леммы 1 выполняются. Пусть α=2, tZ=2, ξo=0, η0=l, тогда уравнение (И) имеет вид(X2+ У2—24)2+ 128У-576 =0. (12)В точке Л (0, 4),первые частные производные левой части (12) равны нулю, но не все вторые частные производные обращаются в нуль, т. е. эта точка двойная, точнее, точка самопересечения. Если рассматривать суженное выигрывающее множество, т. e. L (К, Eo) ∩ К, то в этой области все точки кривой (11) являются простыми;В дальнейшем будем рассматривать игры преследования, не совпа­дающие с преследованием в обычном смысле. Будем считать, что игрок 

Р выигрывает 1, если он не позволяет игроку Е выйти за пределы S, и про­игрывает 1 в противном случае. При таком определении выигрыша пре­следование может продолжаться бесконечно.
Лемма 2. Пусть в начальный момент игрок Е находится в точке 

E0e Int (S), расстояние между Ео и Fr (S) равняется σ и игрок Р находится 
в точке замкнутого круга с центром в точке Ео и радиусом (d-∖)σ. Тог­
да игроку Р для достижения своей цели нужна информация о положении 
игрока Е только в дискретные моменты времени.Доказательство. Игрок Р может использовать следующую стра­тегию. Независимо от действий игрока Е по прямой двигаться до точки Eq. В точке Eq получить информацию о положении игрока Е. Пусть игрок Е находится в точке E1, тогда игрок Р из точки £0 по прямой двигается до точки E1 и т. д. Так как d>∖, то поимка происходит в множестве S за ко­нечное время. Лемма доказана.Область, в которой игрок Р использует информацию о положении иг­рока Е только в дискретные моменты времени, можно расширить.

Теорема. Пусть игра происходит в замкнутом круге К и игрок Е 
находится в точке E0(ζ0, η0)eint (К), тогда область, в которой игрок 
Р использует информацию о положении игрока Е только в дискретные 
моменты, совпадает с множеством L (К, Eo) ∩ К.Доказательство. Пусть в начале игры игрок Р находится на барье­ре (11) и со скоростью о перемещается по нормали барьера в точку пересе­чения этой нормали с радиусом, проходящим через точку Ео. Точку пере­сечения нормали с вышеупомянутым радиусом обозначим через P1(x1, л),



Вопрос информации в некоторых играх 389а перемещение игрока Р из точки Ро в точку P1 будем называть шагом. Тогда
2Jaaaζ0

*1^ d1(ξS+ηJ)+<∕,αβ+α,-xS-J>S ’

v____________2daaaη0___________ /13ч
jl" ^(ξJ+ηJ)+rf1α,+αa-^-J⅞ ’ « U 'Так как xj+>⅞≤αa, то знаменатели в формулах (13) не равны нулю.Если Ро находится на вышеупомянутом радиусе, то координаты точ­ки P1 находим по формулам (13). Чтобы упростить вычисление, положим ηo=O и ∕∕2(ξS+ηJ) + <Z2α2+αa-Xo-3,o обозначим через Ь. Пусть δ1 - рас­стояние между Ро и А, тогда88= (14) За время первого шага игрок Е переместится в точку E1(ξ1, η1), причем

или (15)Множество точек, удовлетворяющих неравенству (15), обозначим через 
M1. После первого шага барьер определяется формулой (11), в которой вмес­то ξ0 и η0 подставлены ξ1 и η1. Докажем, что точка P1 находится в новом вы­игрывающем множестве, независимо от того, в какую точку множества 
M1 переместился игрок Е, т. е. докажем неравенство
Сначала докажем неравенство (Гб) для точек P1∈Fr(Λf1), т. е. докажем, что 4rf<ξ≈ξJ + 4rf≈ξ<,ςι 4d^a^ξ,,xo +

+ (x⅛+yl)2 + diζi+dial-2cPai+ai-2d2(x%+yl)Z⅛-2ai(xl+yl) + 
+ 2dia*  ξ2 - 2J2α2 (λ2 + j>2) - 2d*  а*  ξ2 + 16j*f ξ°* (χ2 - α2 - <∕2α2) + (17)Так как (x0, у0) удовлетворяет уравнению (11), то (17) эквивалентно не­равенству4jlξsξj-jω⅛4S (fμξo+ξo.xo)ξι + 4rf2a2ξζ(rf2-i)+ + 16ζfй (x2-α2-rf2α2)>0.При помощи элементарных преобразований получаем, что

(<i,ξ.+⅞-⅜)+⅛ (<¾+ξo-χl>)2>0,т. е.
0.ьТаким образом, неравенство (16) выполняется для всех E1eFτ (M1).



390 Μ. П. ЯчяускасИз определения выигрывающего множества (или уравнения (И)) сле­дует, что ЦК, Е) состоит из одной точки Е, если только E∈Fr(X). Так как P1^Fr(X) и для всех E1∈Fr(Λ∕1) выполняется неравенство (16), то Fr (M1) ∩ Fr (K)=0. Таким образом, Λf1⊂Int(∕C), т. е. ξ∣+⅛<α2, и
d*  (ξj + ⅛)2 - 2<∕4α2 (ξj + η2) <0. (18)Ввиду неравенства (18), подставляя правую сторону (15) вместо ξ^+ηj могли только уменьшить левую сторону неравенства (16). Таким образом, (16) справедливо для всех E1eM1.Докажем, что шаг имеет ненулевую длину. Из определения точки P1 следует, что достаточно проверить длину шага для тех Ро, которые лежат на прямой у=0. Не уменьшая общности, можем считать, что ξo>0. Если O≤ξo<j, то барьер пересекает прямую у=0 в точках x01= — dtz+α+Jξ0 и x02= da—a+Jξ0. По формулам (13) вычисляем, что игрок Р из точки Pθι(*oι.  0) переходит в точку Pu(xu, 0), где<foξ0*11^ α+Jξo-ξo •Проверяем, что ×Q1≠x-il, т. е.

Так как α+Jξ0-ξo≠0, то достаточно проверить, чтоd⅛≠(α+Jξ0-ξ0) (-^+α+Jξ0). (19)Неравенство (19) эквивалентно неравенству(J-l)(α+Jξ0) (α-ξo)≠O.Так как d>∖ и α>ξ0, то последнее неравенство справедливо и шаг имеет ненулевую длину.Из точки P02 (⅞2, 0) игрок Р переходит в точку P12 (‰ 0), где
daξ0= а—<fξ0+⅞l *Так как ξ0<^, то α-*∕ξ o+Co≠θ и неравенство x⅛≠x02 эквивалентно нера­венству (d-l)(α-rfξ0) (α+ξo)≠O.Так как d>∖ и C0<j, то последнее неравенство справедливо.Если ^≤ξ0<α, то барьер пересекает прямую у=0 в точках x01= = -d⅛+α+Jξ0∏ ⅞3=Jα-⅛+α. Длину шага для первой точки уже прове­рили, а вторая точка не принадлежит кругу К.Таким образом, теорему доказали для тех Ро, которые принадлежат барьеру (Ц).Если Po∈ Λ,∩ Int (L (К, E)) и не удовлетворяются условия леммы 2, то уменьшаем d так, чтобы точка Ро находилась на барьере с новым d1.Очевидно, что полученный ⅛ > 1. Достаточно использовать d1 только для вычисления координат точки P1, а при движении скорость игрока Р не менять.



Вопрос информации в некоторых играх 391Таким образом, игрок Р может двигаться по ломаной линии, исполь­зуя информацию о положении игрока Е только в вершинах этой ломаной. Теорема доказана.
Следствие. Пусть игрок, Е находится в точке f0∈Int (5) и Kaa S сис­

тема всех замкнутых кругов, для которых E0∈Int (Aα). Если игрок Р на­
ходится в точке P0eS и существует такой индекс a1, что P0e Aaι ∩ 
∩ L (Aβl, E0)t то ему достаточна информация о положении игрока Е толь­
ко в дискретные моменты времени.Следствие имеет место для игр качества в любом (даже не выпуклом) множестве 5.Институт физики и математики Поступило в редакциюАкадемии наук Литовской ССР 15.XI. 1967
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INFORMACIJA KAI KURIUOSE PERSEKIOJIMO LOŠIMUOSE

I. Jačiauskas
(Reziumė)

Nagrinėjami persekiojimo lošimai uždarame skritulyje. Gaubiamųjų metodu randama lo­šėjo P išlošiamoji aibė. Parodoma, kad lošėjas P, būdamas išlošiamoje aibėje ir žinodamas lošėjo 
E padėtis tik diskretiniais laiko momentais, neleidžia lošėjui E išeiti iš skritulio. Gauti rezultatai pritaikomi tyrimui lošimų bet kokiose uždarose srityse.

INFORMATION IN THE GAMES OF PURSUITI. Jačiauskas
(Summary)The games of kind in the closed circle are solved. The set of player’s P advantageous posi­tions is found. There is shown, that for the player P it is sufficient to know only the discrete lo­cation of player E. The results obtained are applied to investigate the games in the closed (con­vex or not) sets.




