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ОБ УТОЧНЕННЫХ ХАРАКТЕРИСТИКАХ РОСТА ЦЕЛЫХ 
ФУНКЦИЙ МНОГИХ КОМПЛЕКСНЫХ ПЕРЕМЕННЫХ

Ф. И. ГЕЧЕОсновные результаты этой статьи были приведены нами в работе [1]. Настоящая статья посвящается развернутому изложению вопросов, связан­ных с уточненными порядками целых функций многих переменных. Для простоты ограничимся случаем двух комплексных переменных, случай про­извольного конечного числа переменных рассматривается также.При изучении роста целых функций двух комплексных переменных про­странство С2 обычно исчерпывают либо одно параметрическим семейством поверхностей S (К) I z1∣α + ∣ z2 (α= jRα, a>0, либо двухпараметрическим се­мейством S (r1, r2) {l z1 ∣=Γι}∙ {∣ z2 ∣=r2}∙ В первом случае рост функции 
f (z1, z2) измеряют с помощью функции lnΛf (/?), где через М (К) обозначается максимум модуля функции ∕(z1, z2) на S (Л) и получают глобальные харак­теристики роста — порядок и тип. Во втором случае сравнивают рост функ­ции lnJW(r1, r2) с ростом σ1rp}+σ2∕**, где М (r1, r2)= max ∣∕(z1, z2)∣ (z1, Zt) 6 5 (r1, rt)и приходят к определению системы сопряженных порядков и системы сопря­женных типов [2].Для более полной характеристики роста целой функции одной переменной используется понятие уточненного порядка [3]. Оно автоматически пере­носится на случай функции двух переменных, если их рост измеряется с помощью lnΛf (R). Менее тривиальна задача изучения уточненных порядков при исчерпании пространства С2 семейством поверхностей S(r1, r2). Но при этом получаются более тонкие результаты, больше отражающие природу функций двух комплексных переменных.

§ 1. Системы сопряженных уточненных порядков

Системы сопряженных порядков (p1, р2) и сопряженных типов (σ1, σ2) при системе сопряженных порядков (p1, р2), которые образуют некоторые кривые (гиперповерхности) были введены Л. И. Ронкиным [4—6], [2]. В част­ном случае они изучались уже в работе M. Μ. Джрбашяна [7], а в дальнейшем в работах А. А. Гольдберга [8], [9] (здесь рассматривались также обобщения этих понятий) и Л. С. Маергойза [10]. Мы приведем здесь определения систем сопряженных порядков и сопряженных типов в удобной для наших целей форме. Легко показать, что эти определения эквивалентны определениям, приведенным в вышецитируемых работах.
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462 Ф. И. ГечеВсе время будем рассматривать целые функции f (z1, z2)≠const, причем не исключается случай, когда функция зависит фактически только от одной переменной.Введем обозначениеΛf(r1, r2) = max ∣∕(z1, z2)∣. (1.1)I Zι ∣=∏, I zs ∣≈Γ,Система неотрицательных чисел (pi, р2) называется системой сопряженных порядков (с. с. п.) функции f (z1, z2), если при любом ε>0 имеет место асимпто­тическое относительно R=r1+r2 неравенствоlnM(r1, r2)≤rp*+ε + rpι+ε, (1.2)а с другой стороны, на некоторой последовательности
{ (r∖k∖ Ąfc)) } (Rk = r<P + r<p→∞)при некоторой положительной постоянной δ выполняется неравенствоInМ(r∖k∖ r<2fc>) > δ [(√1fc¼-ε + (⅛*>)p∙-e]. (1.3)Если не существует такой системы конечных чисел (p1, р2), для которой выполнялось бы неравенство (1.2), то f(z1,z2) — целая функция бесконеч­ного порядка, если же pι = p2=0, то ∕(z1, z2) имеет нулевой порядок.Пусть (pι,p2) (pι>0, p2>0) — некоторая система сопряженных порядков функции f (z1, z2). Система неотрицательных чисел (σ1,σ2) называется систе­мой сопряженных типов (с.с. т.) при с. с. п. (p1, р2), если при любом ε>0 выполняется, с одной стороны, асимптотическое относительно Λ=r1+r2 неравенствоlnΛf(r1, r2)≤(σ1+ε)rjl4-(σ2+ε)rξ∙, (1.4)а с другой стороны, на некоторой последовательности
{(r∖k∖ r%>) } (Rk = r^+r^→∞)имеет местоlnM(r1, r2)>(σ1-ε)rfχ + (σ2-ε)rP*. (1.5)Аналогично предыдущему дается определение функции бесконечного или нулевого типа. Совокупность всех с. с. п. (p1, р2) функции ∕(z1, z2) назы­вается кривой сопряженных порядков, а совокупность с. с. т. (σ1, σ2) при с. с. п. (p1, р2) — кривой сопряженных типов при с. с. п. (p1, р2).В дальнейшем мы будем рассматривать только целые функции конеч­ного порядка и введем новую характеристику роста целых функций двух переменных — систему сопряженных уточненных порядков (с. с. у. п.).Введем следующие обозначения: ∣zi∣=ri, Λ=r1+r2, αi и βi — некоторые неотрицательные фиксированные числа, удовлетворяющие условиям: a1>0, β2>0, a2≥0, β1≥Oj jRi=a1∙r1 + βir2, ι=l, 2.Пусть (p1, р2) — некоторая система положительных чисел. В качестве с. с. у. п. естественно выбрать системы функций (p1 (r1, r2), p2 (r1, r2)J, таких, чтобы pl∙ (r1, r2)→p1, f=l, 2, и, кроме того, чтобы эти функции обладали определенными свойствами гладкости и роста, аналогично случаю одной переменной. В различных вопросах удобно по разному выбирать классы функ-



Об росте целых функций 4G3

ций pi (r1, r2) для определения с. с. у. п. Естественно рассматривать классы 
более простых функций, но достаточных для построения шкалы роста всех 
целых функций. Мы предлагаем следующее.

Определение 1. Систему неотрицательных непрерывных функций (pι(-Rι), 

р2 №)]» определенных при 0≤Ai<oo, ι=l, 2, назовем с. с. у. п., если:

1) pi (Я,) — дифференцируемая функция переменной Ri, исключая, быть 
может, изолированные точки, в которых существуют односторонние про­
изводные ;

2) lira pi(jRi) = pi<ooj (1.6)
Λj.→oo

3) lim ∕ζpj (Λi)ln jR1=0 (ι=l, 2). (1.7)
Bi→∞

Определение 2. Пусть (pι(Λ), P2(^2)) является с. с. у. п. и функция 

∕(zι>¾) имеет с. с. п. (p1, р2). Если существует система положительных чи­
сел (σ1, σ2), которая удовлетворяет условию

lnΛf(r1, r8) _ j
σιr1Pι(Λι) + σariiP.(Λt)lim 

κ→∞
(1.8)

то система функций (pι(-Kι), p2(Ä2)j называется с. с. у. п. функции f(zu 

z2), а система (σ1, σ2) — системой сопряженных типов (с. с. т.) при с. с. у. п. 
(ftW, (⅛(¾))!.

Очевидно, č. č. у. п. (p1(∙R1), p2(Λ2)j функции f(z1,z2) определяется 

неединственным образом; на любом конечном интервале функции pi(jRf), 
ι = l, 2, можно выбирать произвольно, соблюдая условие 1) определения 1. 
В работе [1] мы рассматривали с. с. у. п. двух видов: pj (Ri) = pi (R) и pi (Λi) = 
= Pi(ri) (*==1> 2), т.е. рассматривали случаи: А) α1=α2=β1=β2= 1 и В) a1 = 
= β2=l, o⅛=β1=O.

Покажем, что всякая целая функция f (≡1, ≡2) конечного порядка имеет 
с. с. у. п. (p1 (Λ1), p2 (Λ2)j при произвольных ai, βb удовлетворяющих выше­

указанным условиям. При некоторых естественных ограничениях справед­
лива несколько более общая теорема, обобщающая теорему 16 из [3], гл. I.

Теорема 1. Пусть целая функция f(z1, z2) имеет с. с. п. (p1, p2) (pi< ∞r 
ι=l, 2), причем если f(z1, z2) не зависит от переменной ≡1 (переменной ≡2), 
то система (p1, р£) с p,2 < р2 {(система (pi, p2) с pj < p1) не является с. с. п. 
Тогда существует с.с.у.п. (ρ1(-K1), P2(^2)) функции f(z1,z2), которая 

удовлетворяет условиям:

4) lnΛf(r1, r2)≤rf‘<λ*) + при R>Rq∖ (1.9)

5) на некоторой последовательности

{ tf∖ r^) } (R*> = r<f> + ιφ→∞) 

имеют место равенства

ta М (r<f∖ = (r⅛*>)p∙ +(⅛*>)p∙<λ'*,>∙ (1.10)
5∙
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Если Ri=ri, ι = l, 2, то существует с. с. у. п. ^p1 (r1), p2 (r2)j, удовлетво­

ряющая условиям 4) и 5), какова бы ни была функция f(z1, z2) и с. с. п. <Pι, Рг) функции/(z1,z2)t pi<∞, ι = l, 2.Доказательство. Если целая функция ∕(z1, z2) не зависит от z2, то 
f Uι, z2)=∕U1) имеет уточненный порядок p1 (r1), удовлетворяющий аналогич­ным условиям 4) и 5) в случае одной независимой переменной (см., например, [3]). Но тогда (p1 (r1), p2+lnln (r2+9) ∏n (r2+e)l^1) является с. с. у. п. функции 
f Uι, z2) =∕Uι), причем выполняются условия 4) и 5); p2 (r2) = c∕ln r2 при r2 > е в случае, когда p1= lim p1 (r1) больше порядка функции ∕(z1).

rl→∞Пусть теперь функция f Uι, ⅞) зависит от обеих переменных z1 и z2. Не ограничивая общности, можем предполагать, что никакая система чисел (pi, IР2) c Рг < Рг не является с. с. п. функции ∕(z1, z2). Действительно, в про­тивном случае мы могли бы это утверждать относительно p1 и изменением нумерации переменных пришли бы к указанному случаю.Построим кусочно постоянные функции λ1(Λ1) и λ2(Λ>) следующим образом. Выберем строго монотонную последовательность εfc ψ 0. Тогда по условию (1.2) при R≥ R<je> имеет место неравенство (функции ∕(z1, z2) и 
e2 f (z1, z2) имеют одинаковые с. с. п.)lnM(r1, r2) ≤rfι+ε⅛ + rPs+ε∕c-2, k = 0, 1, 2, (1-11)Обозначим

jR(o) = Λ(°), Λ<fc> = max(Λ<*∖ ^"1>)1∕e⅛, k=∖, 2,и
R∖k'i = max (αi r1 + βi r2), f = 1, 2.

rl+rt=R^
>,ι⅛=0j r1>0Функции λi (Ri), z=l, 2, положим равными λi (Λ1∙) = pi+2εfc пр 

RW≤Ri<Rjk+l∖
i=l, 2, k=0, 1, 2, (1.12)Очевидно, R^→∞, когда k→∞, i=l, 2, иlnM(r1, γ2)≤∕Λ1(¾) + 7λ.(^-2 (R>R^). (1.13)Для функции λ1(Λ1) построим (ср. [11]) аппроксимирующую сверху функцию Pι(⅞), удовлетворяющую соотношениям (1.6) и (1.7). Считаем, что In In Aj0) ≥ 1, и положим p1 (Λ1)=λ1 (R1) при 7?į0) ≤ R1 < Определим число w1> так, чтобы выполнялись условияPi (∙¾) = Pι (^ιυ-O)-lnlnlnΛ1 + lnlnlnΛ{υ при jR}0≤Λ1≤iz1,Pι(jRι) = λι(Λ1) при R1 = u1,Pi (Л) > λι (Л) ПРИ *}υ ≤ ri < wι∙Пусть — наименьшее из чисел R∖k∖ для которых u1<R∖k∖ Наинтервале u1<R1<R∖k^ положим p1 (Λ1)=λ1 (Λ1). Отправляясь от Λ{fcj, как и от .R}0, подберем аналогично предыдущему число u2 и функцию pi(Λ1)



Об росте целых функций 465при ≤ Λ1 ≤ u2. Бесконечным повторением этого процесса построим функ­цию p1(*ι)ιPi (Л) = λι (Л) при ui<R1<Pi (Л) = Pi (Λ^-0)- In In In tf1+ln In In R^> при R^≤≤Λ≤wi÷1, (1.14)где i=0, 1, 2, ...» w0=7?{0), Λ<*∙>= Jψ∖ Очевидно, функция p1 (Λ1) обладает требуемыми свойствами гладкости и удовлетворяет соотношениям (1.6) и (1.7). В силу неравенства (1.13) получаем неравенствоIn М (r1, r2) ≤ rfl (Л1) + r21 uω ~ 1 (^> ^(0))- (1-15)Рассмотрим теперь функцию (Λ≥ Rf°r)*∖( ln+ [ln+ M(rlf r2) -rPι<Kχ)] (lnr2)~1 при r2>l,ω (>ι, r2) I Q ПрИ 0 ≤ ≤ 1Очевидно, функция ω (r1, r2) непрерывна и p2=Ω, где Ω= lim ω (r1, r2).
Λ→ocДействительно, неравенство Ω≤p2 следует из определения функций λi (Ri), z=l, 2, p1 (R1), и ω (r1, r2) и неравенств (1.2), (1.15). С другой стороны, учи­тывая, что (p1, Ω) является с. с. п. функции f (z1, z2) и наше предположение относительно (p1, р2) в начале доказательства, получаем неравенство p2≤ΩСледовательно,limω (r1, r2) = p2. (1.16)

R→∞Очевидно, справедливы соотношенияIn М (r1, r2) = rjι (Äi) + г" <r>∙rt) при ω (r1, r2) > 0, (1-17)In М (r1, r2) ≤ rf1 (Äi) + 1 при ω (r1, r2) = О, (1.18)lnM(r1, γ2)≤γJ><λ≡> при 0≤r2≤l. (1.19)Так как функция f (z1, z2) зависит от z2, то существует последовательность {(r(iÄ), >,20)} (Λαo→∞), на которой ω (∕1*∖ 4a°)>0 и выполняется равенство (1.17).Рассмотрим два случая:A) существует последовательность {(rj*∖ ⅛*0)} (Λ^→∞), на которой ω (∕1λ∖ 4fc))>p2;B) при всех Λ>Λ,=const имеет место неравенство ω (r1, r2)≤p2. Рассмотрим первый случай. Обозначим через μ(Λ2) = max ω (r1, r2).o⅛ rl+P> rt>Λt Вследствие непрерывности ω (r1, r2), условия А) и равенства (1.16) такая функция существует, она непрерывна, невозрастающая и μ(Λ2)→p2, когда ∕f2→oo. Пусть ∕⅛0 (∕⅛υ> J⅛ω) — значение Л2, при котором In In ∕⅛υ>l и μ(^υ) = ω(rjυ, 4°); w1 (u1> ∕⅛υ + l) — наименьшее целое число, для которого μ (u1)<μ (∕⅛0). ПОЛОЖИМ p2 (Λ2)=μ (J⅛υ) ПРИ ^2°≤ ≤wi∙ Определим число v1 (v1>u1) так, чтобы выполнялись условия:p2 (⅞) = p2 (u1) — lnlnln R2+lnlnlnw1 при u1 ≤ R2 ≤ v1, p2(Λ2) = μ(Λ2) при jR2=t>1,p2(Λ2)>μ(jR2) при w1≤Λ2.♦) Обозначаем ln+ x=ln х при 1 и ln÷ х=0 при x≤ 1.



466 Ф. И. ГенеПусть R$> ≥ v1 - наименьшее значение R2, для которого μ(∕⅛0) = = ω(r1, r2). Если RSp>∙υ1, то положим p2 (K2)=μ (K2) = p2 (z>1), когда σ1≤ ≤ K2≤ Rį>2). Отправляясь от Rtį\ как и от Rty∖ повторим этот процесс. Беско­нечным повторением указанного процесса построим функцию p2 (К2). При ui≤jR2≤wi (ι=l, 2, ...) имеемp2 (К2) = р2 (“i) -1∏ Ь bi K2+ln In In vi, (1.20)а на каждом дополнительном интервале функция p2 (R2) равна постоянной. Очевидно, в силу (1.16) и (1.20), функция p2(K2) удовлетворяет условиям (1.6) и (1.7) и обладает требуемым свойством гладкости. На отрезках 0≤ Ri< 
< Rf» функции pi (Ri) можно выбрать [тождественно равными постоянным, положив pi (Ri) = pi (Kf0)), 0 ≤ Кг < KĮ0), i = 1, 2.Из неравенств (1.17), (1.18) и (1.19) следует, что построенные функции p1 (K1) и p2 (К2) удовлетворяют условиям 4) и 5) теоремы 1.В случае В) имеем:1) либо ω (r1, r2) = p2, по крайней мере, на некоторой последовательности { (∏ιw, r⅛fcj)} (Ktfc>→oo)∙,2) либо ω(r1, r2)<p2 при всех K2>K2=const (считаем, что lnln K2≥ 1). В [первом случае для доказательства теоремы достаточно положить

<⅛ №) ≡ P2∙Рассмотрим второй случай. Обозначимv (K2) = max ω (r1, r2).
Λ,≤≡jΓι+β, r1≤P>Очевидно, v (К2) — неубывающая и непрерывная функция. Выберем доста­точно большое К(2° > R2 и положим

P2 (-^2θ) = P2∙p2 (K2) = p2+lnlnln K2-lnlnln 2⅛υ при s1≤K2≤∕⅛,∖где s1<R⅛v> такое число, что v(¾) = p2(j1), но v(K2)<p2(K2) при s1<K2≤l⅛υ. Если v (K2)>ω(r1, r2) при R2=s1, то положим p2 (K2) = v (K2), когда f1≤ ≤ K2≤1y1, где t1<s1 — ближайшая слева точка, в которой v (r1) = ω (r}υ, гр) <α2r1υ + β2 40 = fι)∙ Функция p2(K2) постоянна вместе с v(K2) на отрезке ∕1≤ ≤ K2≤s1. При 0≤K2<z1 положим p2 (K2) = p2 (r1).Если же v (s1) = max ω (r1, r2), то положим t1≈s1. 
0⅛r1+β1r1=51Пусть теперь ∕⅛2>(> 7⅛υ) — достаточно большое число, величина ко­торого будет уточнена ниже. Положим

Р2 (^) = P2,p2 (K2) = p2+In In In R2 - In In In R%* при s2 ≤ R2 ≤ R%∖ где ⅞ < K2 - наибольшее число, для которого p2(¾) = v (⅞). Если V (¾) >ω (r1, r2) (α2r1 + β2r2=¾), то положим p2 (K2) = v (К2), когда r2≤ K2≤1⅛, где t2<s2- ближайшая слева точка, в которой v(∕2) = ω(r[2>, rj?) (a2rj2j + β2⅛2j = ∕2). Если же v(¾) = max ω(r1, r2,), 
β⅛ n+βt r1=j.то положим t2=s2. При R2<t2 функцию p2 (К2) определим следующим образом: pa (K2) = pa (⅛)+ln lnln r2-lnln In К2 при p1≤K2≤r2, где p1<t2 - точка пересечения прямой y=p2 с кривой y=p2 (r2)+lnlnln t2-In In In K2. При T⅛υ≤K2≤p1 положим p2(K2) = p2. Очевидно, всегда можно выбрать Rfį>



Об росте целых функций 467настолько большим, чтобы 2⅛0≤p1. Повторяя указанный процесс беско­нечное число раз, мы построим искомую функцию p2 (R2)∙ Она удовлетворяет требуемым свойствам гладкости, а также условиям (1.6) и (1.7). Из построения следуют неравенства p2≥p2 (-¾)> v (jR2)>ω (r1, r2), причем на последователь­ности точек t1, t2, имеют место равенства p2 (ri) = ω (r{0, ⅛i,) (o⅛r}o + + β2r½0→∞). Следовательно, в силу соотношений (1.17) и (1.18) выполняются также условия 4) и 5) теоремы 1.Теорема доказана.Приведем пример, который показывает, что при α2>0 в теореме 1 сущес­твенно условие, согласно которому для функции f (z1, z2) =f (z2) система чисел (p1, рз) с р2 < р2, не является с. с. п. Прежде всего укажем, что если (Pι> Рг) является с. с. п. для функции f(z2), то р!=0или p2=p, гдер — порядок функции∕(z2) одной переменной z2. Следовательно, сели (p1, p⅛) с p⅛<p2 также является с. с. п. для f(z1,z2), то pi=0. Рассмотрим функцию ∕(z2)=-∣ ez и с. с. п. (О, р2), где p2> 1 (очевидно, такая система является с. с. п. для f(z2j). Легко показать, что при данной с. с. п. (О, р2) не существует с. с. у. п. функции ∕(z2), удовлетворяющая условиям (1.9) и (1.10). Действительно, для ∕(z2) имеем оценку In М (r1, r2) = r2-In 3<r*t-e, r1≥0, r2>0, p2-ε>l.Но так как p2 (Λ2)→p2, когда R2→∞ (или же R→∞, так как a2>0, β2>0) то при R> Ro имеет место неравенство p2 (R2) >p2- ε и, следовательно, равен­ства (1.10) не имеют места при R> Rc.Но с. с. у. п. (p1 (jR1), p2 (R2)∖ (удовлетворяющая только условиям 1)-3 определения 1 и равенству (1.8)j существует и в том случае, когда∕(z1, z2) = =∕(z2) и p2 (Λ2)→p2> р, где р - порядок функции f (z2). Действительно, в этом случае достаточно положить p1 (Λ1) ≡ 0, а в качестве p2 ( jR2) выбрать произволь­ную дифференцируемую функцию, удовлетворяющую условиям (1.6) и (1.7). Аналогичное утверждение верно относительно функций f (z1, z2) =f (z1).
Замечание. Легко видеть, что построенные в тоереме 1 функции pi (Λi) удовлетворяют не только условию (1.7), но также условиямlim p',ty ΛilnΛi = 0, i=l, 2, j,→. P∣(Λ1)limp*(Λi)Λj2lnΛi = 0, 1=1, 2. (1-21)(1-22)В случае lim pi(Λi) = pl∙>O равенства (1.7) и (1.21) эквивалентны.

R∙~*∙aoПоложительную непрерывную функцию b(∕*ι, r2) будем называть медленно растущей, если 
равномерно в любом прямоугольнике {0<a≤fc1≤Z>< оо, 0<c≤fc2≤ d< оо}. Справедлива следующая

Лемма 1 (ср. [3], стр. 48). При любой с.с.у.п. (pι(⅛, pa(⅛) 
функцияL (r1, r2) = (*ι)-ρ1 + rpι (λ,)-p, является медленно растущей функ­
цией.



468 Ф. И. ГенеДоказательство. Положимii('∙ι. ηs) = '∙∕'0φ^p', 1=1,2.Тогдаln ~l^1(γ1∖, У = t Pi («i ⅛ rι + ßi ⅞ r2) - p1] In k1 + + (Pi (αι k1 r1 + β1 k2 r2) - p1 (a1 r1 + β1 r2)] In r1.
(1.23)
(1.24)Используя теорему Лагранжа, легко получить оценкуI Pi (aι^1r1 + β1^2∕∙2)-p1 (a1r1 + β1r2) ∣≤≤(a1∣fc1-l ∣r1 + β1∣fc2-l I r2) I Pi Л) I, (1.25)где f1 лежит между a1 k1 r1 + β1 k2 r2 и a1 r1 + β1 r2.В силу положительности чисел a1, k1 и к2 имеют место неравенства

Cι< <*ι∣frι-l ∣rι + βι ∣^2-I ∖r2≈1 П + ßl Г2где cf>0 (z=l, 2, 3) — постоянные, не зависящие от r1, r2, k1 и k.2, когда k1 и к2 удовлетворяют неравенствам 0<a≤fc1≤Z><oo, 0<c≤fc2≤tZ<∞. Учитывая, это, из (1.25) и (1.24) получимIln ~⅜1(⅛ УI<'pι <aιfcιrι+₽*~pι 11in*ι ι+ 
+ Сз I Pl (irι) I («11∙1 + βι 1∙2) I In r11. d∙26)В силу соотношений (1.6) и (1.7) заключаем, что правая часть (1.26) стре­мится к нулю, когда R1→∞. Поэтому при ι=l имеемlim ÷L⅛Z1lA⅛ = ] (1 27)
Ri→∞ 'Li(r1, r2)Точно также доказывается равенство (1.27) при z=2. Из равенств (1.27) при 1 = 1, 2 немедленно следует утверждение леммы 1.

Замечание. Мы фактически доказали, что функции Li (r1, r2), z=l, 2, определенные равенствами (1.23), также являются медленно растущими.Из этого утверждения непосредственно следует
Теорема 2. С. с. у. п.(pι(Λ), p2 (-¾)) = (pι (a1r1 + β1r2h p2(a2'ι + β2',2))

(pi (-^ι)> P2 (^2)j ~ ^Р1 (^ιr1÷β1 r2), p2 (a2Γχ+β2r2) j ,
где β1 (a2), равно нулю тогда и только тогда, когда β1=0 (a2=0), явля­
ются одновременно с. с. у. п. целой функции f(zx, z2) с одной и той же 
с. с. т. (σ1, σ2), или же не являются с. с. у. п. функции f(z1, z2).Установим еще одно простое свойство с. с. у. п.Пусть (p1 (Λ1), p2 (Ä2)j - с. с. у. п. целой функции ∕(z1,z2). Если f (z1,z2) зависит от переменной zi, то существует такое большое значение Λθ, что при 
Ri> R? выполняется неравенство pi(lζ)>O (ι = l, 2).Если lim pi (-R1∙) = pi>O, то утверждение очевидно, причем без ограниче­ния на f(z1,z2). Пусть теперь для определенности p1=0 и f(z1,z2) зависит
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oτz1. Тогда при некотором фиксированном r2=τ%>0 имеет место М (r1, φ→oo, 
когда r1→oo. Допустив теперь, что наше утверждение неверно, найдем после­
довательность {R[^ = α1 г™ + β1 rξ} (R[ky→ оо), на которой p1 (R⅛k>) =0. На 
этой последовательности имеем

lim 
k→∞

M(r<V, r(k)) 

σ1 (r(*))p* (л.(Л)) + σ2(r°)pa (äi(ä))
= ∞(<> = a2r<*> + β2rθ),

что противоречит условию (1.8). Наше утверждение остается в силе, незави­
симо от того, зависит ли функция f (z1, z2) от обейх переменных или нет, если 
pi(Λi)→0, al∙>0, βi>0, ι=l, 2 (напомним, что случай ∕(z1, z2)=const 
не рассматривается). Доказательство аналогично предыдущему. Однако, 
если функция f (z1, z2) зависит только от одной переменной и в с. с. у. п. одна 
из функций pi (Ri), f=l, 2, стремится к положительному пределу, то другая 
может равняться тождественно нулю. Например, функция ∕(z1, z2) =∕(z1) = ezι 
имеет с. с. у. п. (1, 0).

§ 2. О системах сопряженных типов

В теории целых функций одной комплексной переменной имеется много 
работ, где устанавливается связь между уточненным порядком и типом це­
лой функции и ее коэффициентами Тейлора. Среди этих работ надо упомянуть 
работы Г. Валирона [12], А. Аспейтия [30], Г. А. Фридмана [13] и др. Основ­
ное соотношение между порядком, типом и коэффициентами Тейлора — 
формула Адамара — было перенесено на целые функции многих переменных 
(см. по этому поводу [2]). Для с. с. т. при с. с. п. эта формула была выведена 
Л. И. Ронкиным [2]. Л. И. Ронкин [6] установил также характеристическое 
свойство с. с. т. при с. с. п. Для с. с. т. при с. с. у. п. целой функции двух 
переменных имеют место аналогичные утверждения, доказательству которых 
мы посвящаем этот параграф.

Пусть целая функция, представленная в виде ряда

∕1 = rfl(4 

/2 = гр. OW

∕(zι. ⅞) = 2 ⅛. ⅛.zf'z2,. (2-1)
*„ ⅛,=0

имеет с. с. у. п. (pi(Λ1), p2 (-K2)), причем lim pl∙ (7^f) = pi>0, ι = l, 2. Будем 
' / Ri→∞

пользоваться обозначениями предыдущего параграфа. Рассмотрим систему 
уравнений

(2.2)

и покажем, что при Ri> Rį, где R°, 1=1,2, достаточно большое, существует 
однозначное, непрерывное, кусочно дифференцируемое, неотрицательное 
решение этой системы

⅛ (2∙3)
r2~ φζ(G, ⅛)∙

Рассмотрим два случая: 1) βι=a2=0, т. е. Λι=a1r1, Λ2 = β2r2 и 2) одно 
из чисел β1, a2 отлично от нуля.



470 Ф. И. ГенеВ первом случае⅝=*°9^, [p1(¾) + Λ1p∕ (¾)lnrJ>0, как только ,Ri>l⅛∖ следовательно, ∕i=∕i(ri) монотонная функция и имеет обратную функцию ri==<pι(ti) (i=l, 2). При0≤<i≤M)p''jip=⅛ '∙l=j^∙. r2=⅞> доопределим функции φt (ti), положив равными<P.('i) = lim φi(fl), ;=1, 2.
'∕-sι+Пусть теперь βι+α2>0∙, предположим для определенности, что β1>0. Тогда r2= (⅞-a1r1), -^2=0⅛rι+∙jζ, №—aιrι)и систему (2.2) можно записать следующим образом:

( t, = rpι

[1 1₽» (<≈⅛rι+ττ, tΛι-a1rl⅛ (¾-0⅛r1)] k 91
1Из первого уравнения системы (2.4) получаем r1 = ∕fuιω,

(2-4)
следовательновторое уравнение можно переписать в виде

(2.5)Докажем, что уравнение (2.5) имеет единственное решение относительно 
R1 при R1> jRJ, где достаточно большое. Для этого покажем, что при фикси - Iрованном t1, таком, что a1rf1(Äl)< R1, функция ⅛=⅛ (-R1, tι) строго монотон ___1но возрастает. Действительно, обозначив A = A (Λ1) = rfl^0, из (2.5) по­лучим
где

+κ(1+∙*⅛Wto⅞d÷+ ра (0⅛a+^ 0⅛-¾a))(*i-¾a)^1 (1+<¾A ln⅛)} == Pa(Θ)(Λ1-a1⅛)-1 { l+o⅛A^≡ 1пА + [| +■ Pi (Ä1) » ( βa aι \ i >1 / р lx Ра (®) ιn Λ1-a1 h |+ мад k (ПГ-0Ψnh 1(Ä1"a*А) м®) ln -К- ГΓfleΘ=o⅛A+∣i (R1-alh). Так κaκ'xlnx→0, когда x→0+ и alA<Λ1, то в силу (1.21) последнее выражение в фигурных скобках стремится к единице, когда R1→∞. Учитывая это, из последних равенств легко получить нера-



Об росте целых функций 471венство -⅛->0, как только Λ1>jR9. Следовательно, r2=⅛(^ι>^ι) монотон- uf⅛лая функция ,R1 и имеет обратную функцию Λ=Ψ (G, ⅛)∙ Поэтому Γ1=≠=√r^=φl(r1,r2),
r2=β^~ ½~αlrl)= (^ι> ⅛-αl 91(^1, ⅛)=92⅛> G)∙

IЗаметим, что мы полагали a1 г?1 (Л,) < R1, что эквивалентно условию τ2>0(Λ1> ÄJ). Когда r2=0, то и z2=0, причем ∕2→0, когда r2→0. Следовательно, можем положить φ2 (f1, 0)=0 и φ1 (r1, 0)=lim φ1 (r1, z2) является обратной ∕*→0функцией 'к r1=rfι<aιrι∖ Тем самым однозначная разрешимость системы (2.2) при достаточно больших Ri доказана. Отметим также, что φi (z1, r2)>0, если ti>Q (ι=l, 2).Заметим, что во втором случае, т. е. когда β1>0, решение (2.3) существу­ет, как только R1> Rį, что эквивалентно неравенству R> Ко, где -R0 достаточ­но большое. Таким образом, мы определили функции φi (t1, t2), i= 1, 2, во всех точках первой четверть-плоскости переменных t1, t2 вне некоторой конечной замкнутой области Ь. Доопределим функции φi (∕1, t2), z = l, 2, в точках области D произвольным образом, так, чтобы в целом они были положитель­ными (при ∕i>0), непрерывными и кусочно дифференцируемыми функциями. Непрерывность и кусочная дифференцируемость этих функций вне D сле­дует из того, что они являются решением системы (2.2), в которой правые части обладают этими свойствами.Установим теперь связь между (с. с. rτ.) (σ1, σ2) при с. у. п. (p1 (Λ), Р2 №)] и коэфициентами разложения (2.1).
Теорема 3. Чтобы положительные числа σ1, σ2 составляли с. с. т. при 

с. с. у. n.(p1(Λ), ρ2(⅞)) (limpi(Λl∙) = pi>0, z*=l, Ą функции f(z1,z2) пред­

ставленной в виде ряда (2.1), необходимо и достаточно, чтобы

fcl+fc»_______________________________________________________________________________iι+⅞≈ 1∕∣^∣⅛(⅛ w∙‰ ⅛(⅛J⅛)*=ι. (2.6)
Здесь φi (∕1, r2) (f=l, 2), - решение системы (2.2), 00 = 1.Равенство (2.6) является обобщением известного соотношения для целой функции одной переменной при данном уточненном порядке (см. § 13 из [3]), а при p,∙ (Λi)≡ pi, ι=l, 2, оно совпадает с равенством (5.52) из [2].Доказательство. Прежде всего докажем, что

lim ffl<λ⅛⅛ χι⅛) = χ∕,' λi>0, tl>с = const, i = 1, 2. (2.7)r→00 ?/vi» G) ' ,
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Действительно, из (2.2) при ti>с получим In ti=pi (7ζ) In ri, следовательно,

In φι(λ√ι, λ2f2) 
Φι('ι, У

(λι Ą, λ1 ∕1)
f <∏nφ1(Z1, Λ,) =
/.)

(λl ti, λs ∕a)
= f [⅛ M1(⅛ ⅛<∕In⅛+-5⅞^lnφt(t1, t2)dln⅛] = 

Oi. ti)
(λl tl. λa G)

= f 7 {[p2(jR2) + β2^P2(^2)ln^]^Ingi­
ai. G)

- ßi r2 Pi (Λ) In r1 d In z2}, (2.8>
где

7= pi (/У p2 (-K2) + pi (T?i)ß2r2 P2 (⅛ ln r2+
+ai p2 (R2)r1 (R1) In r1 + (ai β2 - β1 a2) r1 r2p{ (R1) p' (R2) In r1 In r2,

ri=(?i Gi» ⅛)> -^i = aiφι (t1, t2) + βi92(tι, ⅛), *=1> 2.
Чтобы получить равенство (2.7) при ι=l, используем соотношения (t1 

и Г1 стремятся одновременно к бесконечности):
lim Ра (*2)+βζ r2 p,a (r2) 1пг2_ 1
r1→oo 7 pl

1∙n1 ßi r i р{ (Я1) In r1 = θ
rl→∞ I

и оценим в первой части (2.8) интеграл по прямолинейным отрезкам, соеди­
няющим точки {t1, t2) с (λ1t1, t2) и (λ√1, t2) с (λif1, λ2r2). Точно так же доказывается 
равенство (2.7) при i=2.

Пусть теперь (σb σ2) — с. с. т. при с. с. у. п. (pi (R1), ρ2 (Λ2)j и σ{>σ1, 

σ2>σ2. Тогда в силу неравенства Коши из равенства (1.8) при Ri≥ 7⅞, ι = l, 2, 
находим

In I ckl k, J < σ' rj* <λ*> + σ'2 - k1 In r1 - k2 In r2 (2.9) 

(fci≥c, k2^≥c, если βι=a2=0 и k1+k2>c, если β1+a2>0).
Положив r1 и r2 равными решению системы уравнений (при этом с выби­

рается настолько большим, чтобы мы могли воспользоваться форму- 
ЛОЙ (2.3)]:

fcι = σlp1rj.<w,
ÄT2 = σ2 Р2 (Яг),

из (2.9) получим
In I ⅛ √ < ½ + ⅛ - *lln φ1 ( - *2 In φ2,

откуда
1П [φ⅛ (fc1, fc2) φ*∙ (*1, fc2) I <⅛ lt,)] < ½ + ½ +

1 a Pl Pl
I jį. In Φι(^n *⅛) 4. jį- In Φafa> *⅛) .
+ 1 ∕ k1 kt ∖ +*c2ln f kl kt∖

ψl ∖ Pi σl ’ Pa σ3 ∕ Фг ∖ Pi σ{^ ’ p2 σ' /



Об росте целых функций 473Разделив последнее неравенство на fc1+fc2 и переходя к пределу при fc1+fc2→∞, в силу соотношений (2.7) получаем неравенствоfc1+fcilim У φ*> (k1, kJ φ⅛ (k1, kJ ∣ ckl kt ∣ (е p1 σ{) P1 (е p2 σ') p, ≤ 1. (2.10) 
kl+kt→∞Если α2+β1>0, то условие fc1+fc2>c не ограничивает применимости фор­мулы (2.10). Если же Λ1=a1rx, Λ2=β2r2, то формулу (2.10) можно пока считать доказанной, если k1+k2→∞ так, что k1≥c и k2^≥c. Пусть теперь k2<c фикси­ровано, а k1→∞, k1≥c. Тогда из (2.9) получаемln∣<⅛⅛l<⅛--*1M1 (-^τ∙) + O(l)!здесь мы учли, что в рассматриваемом случае φj∙=φ7 ((z∙). Повторяя прежние рассуждения, мы доказываем неравенство (2.10), где вместо k1+k2→∞ стоит 

k1→∞. Так как имеется конечное число k2 таких, что k2<c, то неравенство (2.10) доказано теперь при единственном условии, что k1≥c. В силу равно­правия индексов k1 и k2 это последнее ограничение также может быть отбро­шено.Так как числа σ1' (σj∙ >σ1∙) — произвольные, мы можем положить в неравен­стве (2.10) σj∙=σl∙, z=l, 2. После этого покажем, что в (2.10) имеет место ра­венство. Для этого допустим противное, т. е.
k1+к,_____________________________________________________________________Пт У l<⅛ к. I φf1 (k1, kJ <p*∙ (k1, kJ (е σ1 p1) pι(eσ2p2) pl<l.

Ar1+fcs→co ГТогда при некоторых 0<σ1<σ1, 0<σ2<σ2 и достаточно больших fc1+fc2 можем записать
k1 ktI ⅛ *. I ψfl (fcι> k2) <fy (k1,k2) < (е σ1 p1) p, (е σ2 p2) ”В силу равенства (2.7) отсюда получаем неравенство

сехр
I ⅛ к. I Г* ‘ rξ* <

Г (l+ε) (½ + ½∙)l rk,rk,
____ L______ Vpχ p*∕J 1 *________  ε>∩ 
φtl ’

1 ∖ σι Pi σ2 ρ2 ∕ τ2 ∖ σ1 p1 σ2 р2 /

(2.11)
справедливое при всех k1+k2^≥K=const, где с — некоторая постоянная, не зависящая от r1, r2 и k1, к2. Выберем τ1, τ2 так, чтобы σi + 2ε < τi <σi, z = 1,2 Тогда при k1+k2>K2 неравенство (2.11) можно переписать так:

(2.12)
Выберем Roнастолько большим, чтобы при R> Ro имело место неравенство τ1p1rj,<*->exp l) + τ2p2r>= <«->ехр (M½> - l)≥χ2 + 2 (2.13)и, кроме того, индексы v2 максимального члена μ(r1, z*2) = max ∣c⅛l jt2∣r↑ιr^ = ∣Cv1vjH1^s

kl, kt≥Q



ряда (2.1) удовлетворяли неравенству v1+v2≥X2∙ Тогда из (2.12) следует-

≤ max
х, y½0

exp μ+Λ½r,
\ Р1 Р2 / 1

X
rfexp 7“1_____ Р1
X ∖X∣P1 Cri) 

"i Pi /

■:» ½)

У 7^'*».. - 
∖ τ2 р2 /

= max 
х>0

X* у*rx*exρ — r>*exp —
1 Р1 Я P® ⅛ (v \

= / X* GR1) Į у* ∖>*∕p,^(⅜Γ = V1’ rV>

\ τι Pi / ∖ τ2 ра /
где

x* = τ1p1^<'ωeχp(^-l),

(2.14)

(2.15)

(2.16)

При выводе оценки (2.14) мы воспользовались неравенством (2.12), учи­
тывая при этом то обстоятельство, что в силу неравенства (2.13) имеет места 
Vι+v2≥-¾∙ Легко подсчитать, что

Pi (∙Rι) _ j Pi (Rt) _ i
μ*('χ∙ e p' ' e f' ’ Tαw]∙

Пусть ε>0 настолько мало, что τ1 (1 + ε) <σ1, τ2 (1 + ε) <σ2. Тогда, очевид­
но, можно выбрать настолько большое R' (R'>R0), что при условии R> Rr 
выполняется неравенство

μ (r1, r2) < μ* (r1, r2) ≤ exp [τ1 (1 + į ) г* «•> + τ2' (1 +1) г* <«■>] • (2.17)

Оценим теперь величину Λf(r1, r2). Для этого положим

к* = [2pι (Ä1) ex*], к 2— [2ps (Ät) ey*],

где х* и у* определены по (2.15) и (2.16). Очевидно, k*+kξ≥K2 и можно 
воспользоваться неравенствами (2.12). При k1>kf и k2>kξ получим
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Следовательно, для М (r1, r2) справедлива следующая оценка:
ft1∙ Λ∙ СО к*

M(∣l, r2)≤ 2 ∣<⅛*.∣'t,'⅛ = { ∑ ∑+ Σ Σ +
k — Л

*1=0 fc1=ΛJ + l Λι=ΛJ+l *,=ΛS+1

≤ μ Oi, r2) [(*1* + 1) (fc2* + 1) + А? +fc2* + 2] + 1. (2.18)

Поскольку к* и kį растут не быстрее, чем rfι+1 и соответственно rp*+1, то 
из (2.17) и (2.18) при R≥R*≥R'>R0 получим

М (rι, r2) < exp [τ1 (1 + ε) г* <jW + τ2 (1 + ε) r⅛ <λ∙>].

Однако это противоречит тому, что (σ1, σ2) является с. с. т. при с. с. у. п. 
(pι(Λ), P2(^2)), так как τ1(l + ε)<σ1, τ2(l + ε)<σ2. Тем самым теорема 

3 доказана.
Следующая теорема является в некотором смысле обратной к теореме 1.
Теорема 4. Какова бы ни была с. с. у. п. [p1(R1), p2 (-K2)j, удовлетво­

ряющая условиям (1.21) и
Um r,(Ä,)(lnri)“1>0, z=l, 2, (2.19)

существует целая функция f(z1, z2), для которой (p1 (Λ1), p2 (-K2)j является 

с. с. у. п.
Замечание. Если pι(⅛ = Pι(α1r1) (если p2(^2) то утверждение

теоремы 4 верно и в том случае, когда (2.19) выполняется хотя бы для z=l 
(хотя бы для z=2).

Доказательство. Рассмотрим несколько случаев.
1) Если lim pi (Ai) = pi>0, z = l, 2, то утверждение теоремы непосред-

λj-→∞
ственно следует из теоремы 3.

2) Пусть pi (^ι) = Pι (o⅛∕∙ι)→O, когда r1→oo. Тогда при выполнении усло­
вий (1.21) и (2.19) (z=l) можно построить целую функцию∕(z1), для которой 
Pi (aιrι) является уточненным порядком. Действительно, если кроме условия 
(2.19) справедливо неравенство

lim rjι (ai Г1) (In r1)-1 < оо,
rl→∞

то в качестве функции f (z1) можно взять произвольный многочлен положитель­
ной степени. Пусть теперь

lim r1p* (ai (In r1)-1 = со. (2.20)

Тогда Pi (a1r1) lnr1->oo при r1→oo и, начиная с некоторого значения r1, 
функция Pi (a1 z*1)/j1 Гх) монотонно возрастает и стремится к бесконечности. 
Действительно, начиная с некоторого значения r1=r↑ имеет место неравенство



476 Ф. И. Генетак как выражение в квадратных скобках в силу (1.21) стремится к единице. Следовательно, мы можем построить целую функцию∕(z1) нулевого порядка для которой n(r1, ∕) = [pι (α1r1)rp><β>r⅛ когда r1>ι^, где п (r1, f) - число нулей функции ∕(z1) в круге ∣z1 ∣<r1. Для функции ∕(z1) справедливо равен­ство (см. [12], стр. 19)r1 ∞
lnM(r1,f)= [ dx + 7.(rl)r1 ∫ 0<λ(r1)<l.о rlОтсюда и из соотношений
lim r-Pι(≈ι',ι) 

rl→∞

riJ χpι («1 *)-1 p1 (a1 χ)dx=∖, о
00lim r~pι r*)+1 f ρ1 (a1 x) xpι <a* x)~2 dx = O

Γ1→aθ J
Hследует, что функция p1 (a1r1) является уточненным порядком для целой функции ∕(z1). Очевидно, с. с. у. п. (pι(a1r1), p2(⅞)j является с. с. у. п. функции f (z1), какова бы ни была функция p2 (R2).3) Пусть β1>0, Pι(-Rι)→O, когда R→∞ и начиная с некоторого r>r0 выполняется p1 (г) ≤p2 (г). Очевидно, последнее имеет место, если p2 (R2)→ →p2>0, когда R2→∞. Как и в предыдущем случае, построим целую функцию 

f(z1) c уточненным порядком Pι(a1r1). Тогда с. с. у. п. (p1 (R1), p2(Λ2)j, удовлетворяющая нашим условиям, будет с. с. у. п. этой функции f(z1). Действительно, учитывая, что r*<M и rp∙∞-p* — медленно растущие функции (см. замечание к лемме 1), а также неравенство p1 (r)≤p2(r) (r>r0), легко получить следующие неравенства (0<c1<oo)ιIn М (r1, r2) ≤ c1 rpι (K1), r1 ≥ r2, r1 >lnΛf(r1, r2)≤c1rp*<^, r2≥r1, r2>ra2.С другой стороны,InM(r1, 0)
rPι (al г») c2∙

1неравенств вытекает существование конечного верхнего предела lnM(r,, r⅞)ji→≈ >** "ω+rS∙ ™ - 3, 2 ζ 3 ζ 1, 
limrl→∞Из этихlimоткуда следует наше утверждение.4) Наконец, рассмотрим случай, когда ai>0, β,∙>0, lim pi(Ai)=O, 

ri→∞

i=∖, 2, причем оба неравенства p1 (r)>p2 (г) и pι(r)<p2(r) имеют место на неограниченных множествах значений г. В силу теоремы 2 мы можем по­ложить a1 = β1=a2=β2= 1, т. е. R1= R2= R. Построим функцию p (R) следу­ющим образом. Пусть -Rt°≥ 1 — наименьшее значение R, при котором p1 (Лй)) = = p2(Λω). На сегменте [0, AωJ положим р (Λ) = p1 (Λω)∙ Обозначим через pf∙1 (R) ту из функций Pι(-R), p2(-R), значение которой в точке 2 Äü) не больше



Об росте целых функций 477значения второй (в случае равенства за функцию p,∙l (R) выбираем любую из p1(Λ),p2(Λ)). Пусть Я0’ — наименьшее значение Ä>2Ä(1), при котором p1 (Ä(2)) = p2 (Ä(2)). На отрезке Λα><Λ≤Λζ2> положим р (Λ) = p∕1 (А). Далее, обозначим через p,∙. (7?) ту из функций ρ1 (R), p2 (R), значение которой в точке 2 А(2) не больше значения второй. Пусть Л(3) — наименьшее значение Λ≥2Λte∖ при котором p1 (Auυ) = pa (Ä(3)). На отрезке Ä(2) < R ≤ Ä(3) положим р(/?) = = P∕1 (R). Повторяя этот процесс, построим функцию p (А) на всей полуоси которая обладает всеми свойствами уточненного порядка, причем 
Rp (Л) ~ min (RPι (r∖ Л₽*(Я)) ПрИ j^→oo. Последнее следует из того, что
R?iUt), i=lt 2, медленно растущие функции (pi (Λ)→0, когда R→∞, ι=l, 2).Построим теперь целую функцию f(z1) с уточненным порядком р (r1), такую, как в случае 2). Легко видеть, что с. с. у. п. (p1 (R1), p2 (-K2)) является с. с. у. п. этой функции ∕(z1).Очевидно, все случаи, допускаемые теоремой 4, приводятся к одному из четырех рассмотренных случаев. Тем самым теорема доказана.Следующая теорема устанавливает одно характеристическое свойство с. с. т. (σ1, σ2) при с. с. у. п. (pι(Λ), P2(^2))∙ Она является обобщением теоремы Л. И. Ронкина [6] (см. также теорему 26.4 из [2]).

Теорема 5. Системы положительных чисел (σ1, σ2) составляет с. с. т. 
при с. с. у. (pι(7^1), p2(Λ2)) (lim pi (Ri) = pi >0, z = l, 2) целой функции 
f(z1,z2) тогда и только тогда, когда точки с координатами (lnσ1, lnσ2) 
образуют кривую, являющуюся границей некоторой выпуклой квад ран то- 
образной*} области D.Доказательство (ср. [2], стр. 391 —393) будет опираться на теорему 3. Из формулы (2.6) легко получаем равенствоlim ψ (k1, k2, l∏σ1, l∏σ2) =

A'i4"A,'∙—*∙x
= lim 3 ,,-ТЪ ∏n ⅛*. ∣+⅛llntPl(⅛l.fc2)+⅛2ta'⅜(⅛l,^2)-*'*■ Γ(⅛)*(⅞)-⅛ l"".-⅛ '"∙∙-⅛ b(<Λ∣-⅛ ln(∙pj]-O. (2.21)эквивалентное равенству (2.6). Через D обозначим множество точек (х, у) действительной плоскости, для координат которых справедливо неравенство lim Ψ (k1, k2, х, y)<0.
kl÷k.-^y.Из (2.21) легко видеть, что D является выпуклой квадрантообразной областью, причем все точки границы D и только они удовлетворяют равенству (2.21). Поэтому, если (σ1, σ2) является с. с. т. при с. с. у. п. ^p1 (Λ1),p2 (Λ2)) функции f(z1,z2), то (lnσ1, In σ2) принадлежит границе D и наоборот, если (In σ1, In σ2) является граничной точкой области D, то (σ1, σ2) является с. с. т.♦> Область D квадрантообразна, если из того, что (х, y)e D следует, что (x,, у') e D, как только x'≥x, y'≥y.
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при с. с. у. п. (pl (7?1), p2 (R2)j функции f(zlt z2). Тем самым необходимость доказана.Докажем достаточность. Пусть кривая L с координатами (lnσ1, lnσ2) является границей некоторой выпуклой квадрантообразной области D в плоскости переменных х, у. Так как кривая L выпукла, очевидно, существует прямая, проходящая через произвольную точку £ и не пересекающая область 
D. Рассмотрим функциюω(Θ1, Θ2)= inf (xcosΘ1+j> cos Θ2),0≤Θi≤z =1,2,
где Θ1, Θ2 - углы, образованные некоторым лучем с осями координат. Тогда область D можно представить как пересечение областей xcos Θ1+y cos Θ2> >ω(Θ1, Θ2). Очевидно, кривая L полностью определяется функцией ω (Θ1, Θ2) при Θi e [θ, ^], z=l, 2. Рассмотрим функцию
где

z=l, 2.arc cos
Так как ω (Θ1, Θ2) — ограниченная сверху функция, легко видеть, что так определенная функция ∕(z1, z2) - целая.Из определения функций ω (Θ1, Θ2) и f (z1, z2) следует, что для каждой точки (lnσ1, lnσ2)∈L выполняется неравенство

Um ∕,, J .ТтГ fln Ick' *. I+ *1ln¾ (fcι> ⅛ +T(⅛)∙(⅛)
+ k2 In φ2 (k1, k2) - In (β σ1 p1) - In (e σ2 p2)] =

k1 In σ1= lim Γω(ΘP, Θ⅞,t>)- j4'(S)÷(⅞)" %÷⅛- 1"'βi" θ"',^,θr''l +
+ (In σ2) cos (Θ<*si)] } ≤ 0. (2.22)Далее, из определения функции ω (Θ1, Θ2) следует, что для каждой точки (lnσ1, lnσ2)∈L найдется такое направление (Θ1, Θ8), что (In σ1) cos Θ1 + + (ln σ2) cos Θ2=ω (Θ1, Θ2). Кроме того, для любой пары (Θ1, Θ2) сущес­твует последовательность (Θ<*ι>, Θ<a^), такая, что Θ{w→⅛, Θ∣*ι,→Θ2 и ехр ω (0įfc), Θ^)→exp ω (Θ1, Θ2), где мы считаем, что exp (-oo)=0.



Об росте целых функций 479Тогда на указанной последовательности имеет место равенство lim { ω (β∖k∖ Θ^) - [(In σ1) cos (Θ{fc>) + (In σ2) cos (Θ½*>)] } = 0.jtl+jt2→00Отсюда и из неравенства (2.22) следует, что для произвольной точки (In σ1, lnσ2)∈Z, выполняется соотношение (2.21), а следовательно, и (2.6). Поэтому (σ1, σ2) является с. с. т. при с. с. у. п. (p1 (R1), p2 (R2)J для построен­ной функции ∕(z1, z2). Теорема 5 доказана.
§ 3. Об обобщении понятия индикатора роста целых функцийДля целых функций одной комплексной переменной более тонкой харак­теристикой, чем тип, является индикатор роста. Индикатор хакрактеризует рост функции на отдельных лучах. Разные авторы по разному переносили понятие индикатора на целые или субгармонические функции многих пере­менных. С одной стороны, следует отметить работы Планшереля и Г. Пойа, Лелона, Л. И. Ронкина (см. [2]), В. С. Азарина [14], В. К. Иванова [15], Ю. Пари [16], Л. С. Маергойза [17] и др., где индикатор рассматривается как некоторая функция угловых координат. С другой стороны, В. К. Иванов [18], [19] применил совершенно другой подход к обобщению индикатора роста. Мы приведем здесь определение несколько более общее, чем это дается в ра­ботах В, К. Иванова, а также Μ. Ш. Ставского [20], Н. И. Кобелевой [21] и Л. И. Ронкина [22]. Пусть ∕(z1, z2) - целая функция с с. с. у. п. (p1 (r1), p2(r2)j. Обозначим через T(φ)=T(φ1, φ2)*j множество точек (v1, v2) действи­тельной плоскости, для которых существует постоянная A=A (φ1, φ2, v1, v2) такая, что при всех неотрицательных r1, r2 выполняется неравенствоI f (r1 eitp>, г2 eiφ*) I < A exp [v1 rp* + v2 (ri)]. (3.1)Граница области T(φ) является обобщением понятия индикатора целой функции одной переменной на случай двух переменных.Легко видеть, что при любых фиксированных φ1, φ2 область t (φ) выпукла и квадрантообразна.Для индикатора целой функции одной переменной характеристическим свойством индикатора является его тригонометрическая выпуклость. Она заключается в следующем. Если функция f (z) уточненного порядка р (г) (р (r)→p>θj имеет (обобщенный) индикатор h (φ) (см. [3]), то функция
k (φ) = Re [(α — bi) zp] = a cos ρφ + b sin pφ,где а и b — определенные действительные числа, мажорирует индикатор 

h (φ) В угле φ1≤φ≤φ2, T. e. k (φ1) = Λ (φi), k (φ2) = ∕z (φ2) И h (φ) ≤Zs (φ) при φ1< <φ<φ2, где φ2-φ1<^-Некоторые аналогии этого свойства были получены и для функций многих переменных В. К. Ивановым [15] и Л. С. Маергойзом [17] (см. также работу В. С. Азарина [14]). Мы докажем некоторый аналог тригонометрической выпуклости для границы области T(φ).♦> Подобные множества в литературе принято называть областями, хотя они не явля­ются областями в топологическом смысле.



480 Ф. И. ГечеДля этого введем следующее обозначение. Через X'(φ)=Λ'(φ1, φ2) = = Λr(φ1, φ2, φfy∖ Λ∫n) обозначим множество точек действительной плоскости (v1, v2). удовлетворяющих условию v1>fc1(φ1), v2≥fc2(φ2), где ki (φ1∙) опреде­ляются равенствами
sin р/ (φp) - φ,) + Ä j2> sin pl∙ (φi - φf1)) 

Sinp∕(φj2>-φ<1))где ∕⅛0, Л{2) — некоторые постоянные (/=1, 2).Справедлива следующая
Теорема 6. Пусть f(z1, z2) — целая функция с с. с. у. п. (p1 (r1), p2 (r2)j (pi (r1∙)→P, >O, ι = l, 2). Если течка с координатами (A{0, A⅛λ) принадлежит T(φS0,9гУ)) при фиксированных (φj'∖ cP20), θ≤φP~<rf0<-^, А 7=1» 2, то 

при всех (φ1, φ2), φSυ≤φ∣∙≤φ!2∖ ι=l, 2, имеет место включение lf(φ)⊂T(φ), 
где Т (φ) и К (φ) определены, как выше.В работе [1] в формулировке этой теоремы имеется неточность.Доказательству предпошлем следующую лемму, являющуюся аналогом классического принципа Фрагмена-Линделефа для функции двух переменных.

Лемма 2. Пусть функция f (z1, z2) голоморфна в бицилиндре 
Ь : { I arg ≡i-Θi ∣ ≤7^7, ι=l, 2} и система чисел (p1, p2) с pi<λi, i= 1, 2, явля­

ется с. с. п. данной функции. Если в конечных точках остова границы 
области D функция f(z1, z2) ограничена постоянной М то всюду в области 
D имеет место неравенство ∖f(z1, z2) ∣≤Λf.При этом с. с. п. (ρ1, р2) функции f(z1,z2), голоморфной в области D, определяется так же, как и для целых функций, причем через М (r1, r2) обозначается максимум модуля функции ∕(z1, z2) в замкнутой области 
b ∩ G (r1, r2), где G (r1, r2) = { ∣ z11 ≤r1, ∣ z21 ≤r2 }.Если λi > -ę , i= 1, 2, то доказательство можно провести по тому же плану, как это делается в книге Б. Я. Левина [3] (см. доказательство аналогичной теоремы в работе В. К Иванова [23]).Если одно из чисел λ1, λ2 не больше, чем у, то из ограниченности функ­ции f (z1, z2) на остове границы области D следует, что функция f (z1, z2) не зависит от соответствующей переменной. Действительно, предположим для определенности, что λ1≤i. Тогда из определения с. с. п. следует, что при любом фиксированном z?, удовлетворяющем равенству llargzJ-Θ2[ = = -⅛-, функция f(z1, z§), как функция переменной z1, имеет порядок не больший, чем p1. Следовательно, из ограниченности функции f (z1, zj) на луче argz1=Θ1+π следует, что она тождественно равна постоянной, посколь­ку pi<j. Так как множество 7V={ ∣ arg z2-Θ2∣ = ^ } не является анали­тическим множеством, то∕(z1, z2)=∕(z2) и мы легко убеждаемся в справедли­вости леммы и в рассматриваемом случае. Если λi≤y, 7=1, 2, то f(z1, z2)=const. Лемма доказана.Далее воспользуемся следующей леммой из [3].
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Лемма 3. Пусть р (г) — заданный уточненный порядок (р>0) и 0<Θ2- —Θ1<min , 2π). Тогда для любых вещественных чисел а и b можно по­

строить функцию W (z), голоморфную в Θ1≤arg z≤Θ2, не имеющую 
корней внутри этого угла и такую, что при Θ1≤Θ≤Θ2 равномерноlim in ι ;) i _ a cos р0 _|_ ь sjn pg

r→∞ rПусть, согласно лемме 3, fi (zi) - голоморфная функция, не имеющая корней в угле φfυ≤arg ≡1∙≤φP и такая, что при φf0≤φl∙≤φp равномерно lim lnl∙∖%* }l- = ai8 cos pl∙ φl∙ + bi8 sin pi φi = ki8 (φ1∙) (i = 1, 2),
r→0o ri ‘ ‘где {ai8, bi8} — решение системы уравнений

a cos ρl∙ φ∫0 + b sin ρl∙ φ∙υ = Λ{,> + δ, 
a cos p,∙ φl∙2> + b sin pl∙ φp = /?-2) ÷ 8, где (∕⅛> + δ, ∕⅛>> + δ)∈T(φV>, φin), δ>0, ,7=1, 2.Существование решения следует из условия 0≤φJ2>-φ⅛υ < так как определитель системы равен sin pi (φp-φ1∙υ), ι=l, 2. Легко проверить, что функцию ki8 (φl∙) можно представить в виде

(Λp + δ) sin Pi√φp- φ,∙) + (Ap) + δ) sin p1 (φf - φ{1>)
fe) =----------------------- sinpf(^)-φ,(∙))----------------------- (Z = 1 ’ 2)-Отсюда легко видеть, что ki8 (φp) = ∕⅛o + δ∙, z,√ = l, 2, и функция ∕(z1, z2) × × L∕i (zι)/2 (⅞)]^1, голоморфная в бицилиндре 2)= {φ{υ ≤φi≤φ}2∖ / = 1, 2 }, огра­ничена на остове границы области D. Тогда по лемме 2 она ограничена всюду в D, следовательно, в D имеемIn ∣∕(r1 e'⅛>, r2 β'⅛*) I < с + In ∣∕1 (r1 e'**)∕2 (r2 £?'<₽*) | <<c + (l+ε)[Zrlδ(φ1)rP1<r0 + ^2s(φ2)rP>cr*>], с> 0, ε>0.Последнее означает, что ∖kx8 (φ1) (l + ε), k28 (φ2) (l + ε))∈T (φ1, φ2). В силу произвольности 8 и ε отсюда получаем утверждение теоремы 6.

§ 4. Связь между ростом целой функции и распределением 
особенностей ассоциированной с ней функцииИзвестная теорема Г. Пойа (см. [3], стр. 114) утверждает, что сопряжен­ная диаграмма произвольной целой функции конечной степени есть зеркальное отражение в вещественной оси ее индикаторной диаграммы. В 1930-1932 гг. эта теорема была обобщена Μ. Ф. Субботиным [24] и В. Бернштейном [25], [26] на целые функции нормального типа порядка р, 0<p<∞, причем у них вместо индикатора фигурирует функция max (о, h (φ)j. В 1955 г. Λ. Е. Аве­тисян [27] и Л. Ф. Лохин [28] повторно нашли этот же результат. Обобщение теоремы Г Пойа на функции многих переменных конечной степени было достигнуто В. К. Ивановым [18], [19] и Μ. Ш. Ставским [20], а на функции с с. с. т. (σ1, σ2) при с. с. п. (p1,ρ2), где ρi> у, 0<σi< ∞, z= 1, 2, — Л. И. Рон- киным [22] (см. также работу Н. И. Кобелевой [21]).



482 Ф. И. ГенеБ. Бернштейн [25], [26] и Ж. Валирон [29] рассматривали также обобщение этой теоремы для целой функции одной переменной с уточненным порядком р (г). Мы приведем здесь обобщение результатов В. Бернштейна [26] на слу­чай целой функции двух комплексных переменных с с. с. у. п. (pi (r1), p2(r2)].Сформулируем, следуя работе [26], некоторые известные результаты, которые дальше будут нами использованы.Скажем, что два уточненных порядка p1 (г) и р2 (г) эквивалентны, если lim [p1(r)-p2(r)]lnr = 0.
r→∞Каков бы ни был уточненный порядок р (г) (р (r)→p>θj, существует эк­вивалентный ему уточненный порядок р0 (г), такой, что действительная функ­ция FT (г) = rp°(г) допускает аналитическое продолжение W(z), следующими свойствами:A) Функция JV(z) голоморфна в угле S: ∣argz∣ <min πj ная W (z) не обращается в нуль в секторе Sε: I arg z ∣ ≤ -j^- I z I ≥ r0, где r0 — достаточно большая постоянная.B) Когда z→oo внутри угла S имеют место асимптотические соот­ношения

обладающее
и производ- min(^, π),

Wr (rei<∣>) ~ rp (r> eipφfFT(z)~^ *∏z).С) Функция χ (и) обратная к функции u= W(z), голоморфна в секторе I arg и I <π-ε, ε>0, ∣ u∣>r0 (ε), где r0(ε) — достаточно большая постоянная.Функция ω (r) = lnχ (г) (In r)"1 является уточненным порядком, причем ω (r)→l∕p, когда r→oo.Пусть (4.1)∕(Z1, Z2)= 2 ⅛⅛.zf'z2'

fcl. fc.=o— целая функция с с. с. у. ∏.(p1 (r1), p2(ra)). где lim pi (ri) = p,∙>0, i=l,2. Со. гласно вышесказанному, обозначим через Wi (zi) аналитическую при ∣ arg zi | < <min ( —, π) функцию, такую, что Wi(t) >0при />0, 
при ri→∞, ωi(M1∙) = lnχl∙(r1)(lnη)-1,гДе χ,∙(wl∙) ~ функция, обратная к Wi(ui) при wi>c = const и равная некоторой положительной постоянной при u1∙≤c (i=l, 2). Пусть ai (ai≥a↑) - произволь­ная постоянная, ⅛ — постоянная зависящая только от pi (ri) (ι=l, 2). Далее, обозначимγi (х) = Г [(x + ai) ωi (х + αi)], £,(Zi)=Z ⅛) ’

Λ=0
ln+!E,∙(r1∙e,φQ∣ 

P.∙ (r )
rf.'

ι=l, 2, (4.2)ЛЕ/ (φ<) = Hmгде Г — гамма-функция Эйлера.
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(4.3)
В. Бернштейн [26] доказал, что Ei (zi) - целая функция переменной zi с уточненным порядком pi (г,), причем имеют место равенства⅛(φ,∙) = cosp1∙φi, если fφi∣≤^7,4∙(φt∙) = θ, ec∙π∏ ^7≤∣φil≤π, ι=l, 2. (4.4)С целой функцией∕(z1, z2), представленной в виде ряда (4.1), ассоциируем две функции

F1 (z1, z2) = 2
*1, fc. = 0

(4-5)
где F,(⅛ z2) =

*1, Ars = O

Ckl ki ∆ι (k1) Δ2 (k2) 
z1*,ι+1 z**+1 (4-6)

∆1-ω= f rfexp[- ff'l(r,)]dri.
ОДокажем, что функции Fi (z1, z2) голоморфны в бицилиндре D : { ∣ z11 > >σIz<3*, ∣z2∣>σ'zp=}, [где (σ1, σ2) - с. с. т. функции ∕(z1, z2) при с. с. у. п. (pι(rι), P2(z2))∙ Действительно, легко показать (см. [26]), что при ki→∞ имеют место асимптотические соотношения

γ, (fci) ~ ∆t(kt) ~ χ√∙ (fci) (epi)-*''% i= 1, 2.Следовательно, в силу теоремы 3 справедливы равенства
kι+k1_________________________________________________________

_ 1/ -Аlim f ∣<⅛*. ∣Xι,(fcι)χ2,(⅞)(eσιPι) p* (eσ2ρ2) p* = 
Aτ∣4~ А:а—>00

Arl+Λj____________________________________
— 1/ -*L= Um V I ⅛ t, I γ1 (fc1) γ2 (fc2) σ∣ p, σ2 p, = ⅛1+Λ*→∞

kι+ki____________________________________________
_ ]∕ -*L -±= lim Г ∣ c*, k. I ∆l (kl) Δ2 (fc2) σ1 p* σ2 p, = 1. 

fc1 + A⅛→αoОтсюда в силу известных формул для радиусов сходимости степенных рядов (см. [2], стр. 61) следует наше утверждение. Более того, кривая, обра­зованная точками (σ[zp,, σ^p=), где (σ1, σ2) — с.с.т. при с.с.у.п. (p1 (r1), p2 (r2)j функции ∕(z1, z2), является кривой сопряженных радиусов сходимости ря­дов (4.5) и(4.6).Условимся понимать под внешностью замкнутой жордановой кривой область расширенной комплексной плоскости, ограниченную этой кривой, которая содержит внутри себя бесконечно удаленную точку. Из равенств (4.1) и (4.5) легко получить следующее интегральное представление для функции 
f(z1, ⅛Y

(4-7)

(4.8)
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где ∕1 и /2 — замкнутые кусочногладкие жордановы кривые соответственно 
в z1- и г2-плоскостях, такие, что функция F1(z1, z2) голоморфна в точках 
(z1, z2), где zi лежат на кривой li или вне ее (f= 1, 2).

С другой стороны, докажем, что в некоторой области пространства тео­
рии функций, содержащей точку (оо, оо), имеет место равенство

оо оо

Fs(z1, ⅞) = ⅛ f f A) ⅛ ⅛. (4.9)
0 0 1

Для доказательства заметим следующее простое обстоятельство. Пусть 
ОО

ряд S = 2 fl*ι абсолютно сходится, функции ⅛ ki (х, у) (θ ≤ bkl ki (х, у) ≤ 1 j
k1, ki=0

заданы при всех x≥0, y≥0 и Zr1≥O, fc2≥0j bklkt(x, j>)→l, когда x→∞, 
y→∞ при любых fc1≥0, fc2>0. Тогда ряд S(x, y) = ∑akl ktbkl kl(x, у) абсо­
лютно сходится при любом x≥0, y≥0 и имеет место равенство 5 = 
= lim S(x,

x→∞
Фиксируем теперь произвольную точку (z1, z2) (zi≠0, /=1,2), в которой 

ряд (4.6) абсолютно сходится. Функция

о о

очевидно, удовлетворяет вышеприведенным условиям. В силу равномерной 
сходимости ряда (4.1) в ограниченной области пространства можем записать
равенство

S(z1, χ> J,)= Σ ck'^^ ^Λχ.y)=
k1, kt=0 1 2

= ⅛ f ∕ e-∙(Л. ⅛)aλ2,

О о

Переходя к пределу при x→oo, j→∞ в последнем равенстве, получим 
искомую формулу (4.9). Таким образом, равенство (4.9) имеет место во всех 
точках, в которых ряд (4.6) абсолютно сходится. Но тогда оно верно в любой 
содержащей точку (оо, оо) области, где интеграл в правой части (4.9) равно­
мерно сходится, и следовательно, представляет аналитическую функцию.

В дальнейшем используем следующую теорему, доказанную для кру­
говых полицилиндров В. К. Ивановым [19], а в общем случае Л. И. Ронки- 
ным [22].+)

Теорема 7 (теорема В. К. Иванова — Л. И. Ронкина). Пусть g (z1, z2) — 
аналитическая функция в бицилиндре D= {ziεDi, i=l, 2}, где Di — область 
в плоскости переменней zi, ι=l, 2. Пусть, далее, граничная точка (z}, zθ) 
бицилиндра D такова, что имеют место условия'. 1) (zj, zθ) является осо­
бой точкой функции g (z1, z2),2) z^e∂Di, z^εDj, i ≠ j.Тогда все течки много­
образия D0={zi = z0i, ZjE Dj, i≠j} являются особыми точками функции 
g(z1, z2).

♦) Доказательство теоремы 7, приведенное в [22], ошибочно. Однако Л. И. Ронкину 
в своей докторской диссертации удалось устранить этот недостаток.



Об росте целых функций 485Используя интегральные представления (4.8) и (4.9), а также теорему 7, легко установить связь между ростом целой функции f (z1, z2) и распределе­нием особенностей функций F1 (z1, z2) и F2 (z1, z2).Введем множество Cf (φ) = C1∙ (φ1, φ2) точек (v1, v2) действительной плос­кости (v1>0, v2>0), для которых функция Fi(z1, z2) = Fi (r1e'θ*, r2efθs) анали­тична внутри множества{rejcospy(Θz-φj)>vz, ∣Θz-φy∣≤min(^-, π), 7 = 1, 2∣∙Через T+ (φ) обозначим пересечение области Т (φ), определенной в пре­дыдущем параграфе, с первым квадрантом плоскости переменных v1, v2. Спра­ведлива теорема.
Теорема 8. Для всякой целой функции f (z1, z2), имеющей с. с. у. п. (p1, 0i), Р2 (гг))» имеет место включениеC1(-φ)⊂f÷ (φ)⊂C2(-φ). (4.10)Доказательство. Положив zl∙ = r1∙e'φ', формулу (4.9) можно привести к виду

F2(r1e⅛∖ r2ei^) =

= e~, [ [ r2e~*>∙) dt1dt2. (4.11)
О ÖРассмотрим интеграл

[ [ t2e~hh)dt1dt2 (4.12)
О опри комплексных z1, z2. Так как при ti→∞(zj==r1 е'“‘), 1=1,2,и при (v1, v2)eΓ÷(-φ1, -φ2)∣∕(lι e-⅛∙, 12 e^,φ∙) I < Я exp { v1 W1 (11) + v2 W2 (t2) },то, как легко видеть, интеграл (4.12) равномерно сходится, как только 
гр cos p1∙ ωi > vi, ∣ωfpi∣<y, z=l, 2.Положим теперь в (4.11) вместо ri величины zl∙ = rieω' = r1∙ е'(®'"ф/), f=l, 2. Тогда интеграл в правой части полученной формулы равномерно сходится и представляет голоморфную функцию внутри множества{ι*iCθSp,∙(Θ,-φ,∙)>v,∙. ∣Θy-φy∣≤min(~, π), 7= 1, 2∣∙По теореме единственности эта функция совпадает с F2 (z1, z2). Отсюда следует, что (v1, v2)∈C2 (φ1, φ2) и поэтому f + (-φ)⊂C2(φ).Докажем теперь первое включение в (4.10). Обозначим через ∕i (R, ε) зам­кнутый контур, образованный дугой Ц окружности ∣zi ∣ =R (при pi≥-^) и дугой Γi кривойRe(zie^'φ')p' = vi + ε, ∣argzi-φi∣≤min (~ , π), i=l, 2.Тогда из теоремы 7 следует следующая лемма.
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Лемма 4 (см. [22]). Если (v1, v2)∈C1 (φ), то при любом ε>0 найдется та­
кое R (ε), что функция F1 (z1, z2) будет аналитической при условии, что zi 
лежат на контуре li į R (ε), εj или вне его.Из этой леммы следует, что в (4.8) в качестве контуров Zl∙ можно взять контуры li [r (ε), ε), i=l, 2. Тогда из (4.8) следует оценка∣∕(z1, z2) I < С max |E1 (z1 ζ1) | max lE2(z2ζ2)∖. (4.13)

ζι € /1 (я (ε). ε) ζ, е ∕l (я (ε), ε)В силу (4.2) и (4.3) имеем (zi = rie'φ,', f=l, 2):max I Ei (zi ζi) ∣ < c1 exp { [cos pi (φi + arg ζl∙) + δ] I zi ζ1∙ ∣ Р/ (12', ζ^ 0 } ≤ ζf∙eq
≤ c2 exp { [cos pi (φl∙ + arg ζf) + 2δ] ∣ ζl∙ ∣p< ф V } ≤

≤ c2 exp { vi + ε + 2jRδ) rp«(f/) (Z = 1, 2), c1, c2 > 0, (4.14)δ > 0 — произвольно малая постоянная. Далее, из (4.2) и (4.4) при произ­вольном δ>0 аналогично получимmax I Ei (zi ζi) ∣ < c3exp (δ ∣ zi ζl∙ ∣p'(1Z/ ζ'1}) ≤ c3 exp (2δΛc½∙ f-i tr'0), С3 > 0. (4.15) 
ζ.e∕',∙Учитывая неравенства (4.14) и (4.15), из (4.13) легко получим искомое включение C1(-φ)⊂ f+ (φ). Теорема 8 доказана.Естественно возникает вопрос о том, нельзя ли выбрать ассоциированную функцию так, чтобы вместо включений (4.10) мы имели равенство. Этот вопрос в общем случае остается открытым, так же, как и для функций одной пере­менной. В некоторых частных случаях этот вопрос решается положительно. Так, например, если f (z1, z2) имеет с.с.т. (σ1, σ2) при с.с.п. (p1, p2) (0<σl∙, pi<∞, Z =1,2) (pi — точные порядки!), то в качестве ассоциированной функции вы­бирают функцию (см., например, [22]):
77/_ Ckl ki Г (1 +Λ1∕P1) г (1 +fca∕pa) iλ 1СЧF(z1, z2) — 2j z⅛1+i zki+∖ > (4∙16)

kl, *,=о  1 2

*) Определение области Т (φ) для функции ∕(z1, za) с с.с.т. (σ1, σa) при с.с.п. 
(pι> Рг) изменяется очевидным образом: в равенстве (3.1) вместо pl∙ (rj) надо положить 
Р/, z = l, 2.

которая совпадает с F1 (z1, z2) при IFi (zl∙) = zp,ωi (ui)≡-^∙, αl∙ = p,∙, i=l, 2, и совпадает с F2(z1, z2) при Wi (zi) = zp'-(pi-l) lnzl∙-lnpj∙, ι = l,2.Обозначая через С (φ) множество точек (v1, v2) (v1>0, v2>0), для которых 
F (z 1, z2) является аналитической функцией внутри множества ∣r⅛cospj(Θf-φi)>v,,∣Θi-φi l≤min π), i=l, 21,легко получить теорему.

Теорема 9. Для всякой целой функции f(z1, z2), имеющей с.с.т. (σ1, σ2) 
при с.с.п. (p1, p2) (0<pi<oo, 0<σi<oo, ι=l, 2) области Č (-φ) и f+ (φ)*>  
совпадают.Заметим, что при p1 = p2= 1 в определении множества С (φ) требование по­ложительности v1, v2 можно снять и получить равенство С (-φ) = T (φ) (см. [19]).
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Накладывая некоторые ограничения на с. с. у. п. (p1 (r1), p2 (r2)j 
функции ∕(z1, z2), можно доказать одно из равенств C1(φ)=Γ+ (-φ) или 
C2(φ) = T+(-φ). Например, первое из этих равенств имеет место, когда 

α+ioo

ωHz) = ⅛ f fj^2^χ-1dx (a>-2)
a-i∞

является положительной функцией при z>c = const (√=1, 2) или, когда 
выполняются условия

л ______ оо

lim Vv⅛i≡1* где VW= [ 7=1, 2.
n→∞ * и ∖π' Q

Мы не останавливаемся на доказательстве этих утверждений, оно повто­
ряет рассуждения В. Бернштейна ([26], стр. 385-391). Следуя В. Бернштей­
ну [26], можно указать также другие случаи, когда имеет место одно из 
равенств C1(φ)=T+(-φ) или C2 (φ)=f+(-φ).

В заключение выражаю искреннюю признательность А. А. Гольдбергу 
и Ш. И. Стрелицу за ценные замечания.
Ужгородский Государственный Поступило в редакцию
университет 14.IX.1967
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DAUGELIO KOMPLEKSINIŲ KINTAMŲJŲ SVEIKŲJŲ FUNKCIJŲ AUGIMO 
PATIKSLINTŲ CHARAKTERISTIKŲ KLAUSIMU

F GEČĖ

{Reziumė)

Straipsnyje autorius pilnai išdėsto savo anksčiau anonsuotus rezultatus [1]

ÜBER PRÄZISIERTE CHARAKTERISTIKEN DES ANWACHSENS EINER 
GANZEN FUNKTION MEHRERER KOMPLEXER VARIABLEN

F GETSCHE

(Zusammenfassung)

Der Artikel anthält die vollständige Darstellung der Ergebnisse des Verfassers, die in [1] 
annonciert wurden.


