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ОБ ОБЛАСТЯХ РАВНОМЕРНОЙ СХОДИМОСТИ 
РЯДОВ НЬЮТОНА И ФАКТОРИАЛЬНОГО

Э. В. МОРОЗЮК

В статье устанавливается связь между некоторыми областями равномер­
ной сходимости рядов Ньютона

Σ√5-∏(z-m d)
А = 1

и факториального

∑¾∏λt^~r-∙ (2) 

”” t-' ∏ (*+λ*)
А=1

Ряды (1) и (2) называют сопряженными.
Известна теорема Е. Ландау [1] о том, что в случае λfc=fc сопряженные 

ряды (1) и (2) сходятся или расходятся одновременно во всех точках, отлич­
ных от z=±λk, к=\, 2, 3, ... Теорема остается верной и в случае, когда

Σ-⅛<∞∙
А=1

Проследив за доказательствами этих теорем, нетрудно заметить, что 
если факториальный ряд (2) сходится равномерно в некоторой области, то и 
сопряженный ряд Ньютона (1) сходится равномерно в той же области; и наобо­
рот, если ряд (1) сходится равномерно в некоторой области, то и ряд (2) схо­
дится равномерно в той же области с выброшенными из нее окрестностями то­
чек -λk, попавших в эту область.

В работе Μ. Гандлера, Э. Голосовой и А. Нафталевича [2] устанавлива­
ется связь между сходимостью в точке рядов (1) и (2), если узлы λk положи­
тельны, lim ∕.k = оо

k→∞
И

∞

Σ-⅛=∞∙
А = 1

Незначительно изменив доказательство, получим, что и в этом случае 
некоторые области равномерной сходимости рядов (1) и (2), удовлетворяющие 
определенным условиям, совпадают.



548 Э. В. МорозюкЭтот результат включается в теорему, которую мы сейчас докажем.Удобно ввести определение.
Определение. Будем говорить, что последовательность {λk} удовлетво­ряет условиям (γ), если1) I λk ∣→oo при k→∞∖2) ∣arg∙λk∣≤ψ0, O≤ψo< £ ;

αo3) ряд 2 ∣⅛ расходится.
Л=1

Теорема 1. Пусть последовательность {λk} удовлетворяет условиям (γ) и ряд Ньютона (1) сходится равномерно в ограниченной области G, 
не содержащей сколь угодно малой окрестности точки z=0; все точки G 
довлетворяют одному из неравенствjarg∑-^ ∣<^-ψ0-δ или ∣argz-^∣<-^--ψ0-δ,
e∂eθ<δ<^--ψ0. Тогда и факториальный ряд (2) сходится равномерно в 
той же области.Доказательство. Прежде всего заметим, что согласно условиям тео­ремы ни один узел λk, k= 1, 2, 3, ... не попадает в G.Используем критерий Коши равномерной сходимости ряда.Так как ряд (1) сходится равномерно в G, то для ε>0 можно указать та­кое Nq, что для всех n> No и всех z из G выполняется неравенство

∣Λn(z)∣ = Σ ⅛÷∏(-m
,^"+, ∏λ**^1

к=1

<ε.1
К отрезку ряда (2) применим преобразование Абеля, считая N> N 0 и M> No.

I tn,m (2) I — M n

∑ (-IN. ∏4
n=N k=\

1

u+λ⅛)
k= 1

Į M

2 [^-1ω-^nωι
' n = W ii H)

M

Аргумент arg rr лежит в одном из интервалов 
^k(f+ 25, ¾t-2δ)
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для

∣ι-⅛∣>
всех к и всех1

1

z из G. Следовательно, при всех z из G и всех N дробь
N < 1

к=1 убывает с ростом N.и монотонноПокажем, что суммы 
мΣ ~— 

n = N Г"Г Į Zt I

ограничены постоянной, не зависящей от z из G, N и Μ. Выражениеi'/-.-1-----≈r-!-\--∖∏∣'-⅞∣ π∣∙-⅜∣∕
Λ=l 1 Jt=l1 1 ,

— N М+1 < 1Π∣1-⅞l ∏ι,-⅞ι
к=1 1 1 Λ=l К 1при всех z из G, N и Μ.Покажем, что1 1

(3)

-й) пгде а — положительная постоянная не зависящая от z и и.Тогда из неравенств (3) и (4) б удет следовать требуемое, а именно
м

⅜('-⅛)
1

л+ 1 <а.

Итак, установим справедливость неравенства (4). Оно равносильно равенству⅛,-*4-∣4÷1ι 1I Z* I a

(4)

не-



550 Э. В. МорозюкТак как область G ограничена, то для всех z из G

> b > 0, b = const.∣za I ’Оценим ∣λ2+1-z2∣-∣λ2+1∣ =— 2Reλ≡ + 1 Reza-2lmλa+1 Imz2+∣ zl I^ √(Reλ≡ + 1 -Reza)a+(Imλa + 1-Imza)a+∣∕(R^λa + 1)a+(Imλa + 1)a ‘ По условию теоремыI Im λ∏+ι I < Re λ2+1 tg 2ψ0,Re z2<0и I Im z21 < — Re z2 ctg (2ψ0 + 2δ).ПоэтомуI λ∏+ι — z21 — Į λ2+11 >-2Reλa + 1 Reza + 2Reλa + 1 tg2ψβRez2 tg(2ψ0+2δ)> ]∕(Reλa + 1-Rez,)a+[Reλa + 1 tg2ψ0-Rezactg(2φ0 + 2δ)]a + yReλa+1 (l + tga2ψ0)
Reza R*‰-1

- 2Reza[l- tg2ψ0 tg(2ψo+2δ) l+tga2ψ0]

Последнее выражение равномерно no z из G стремится к положительному пределу, равному
>0,причем —Rez2>η>0 согласно условиям теоремы. Значит,I λ2+1-z21-1 λ2+1 !>c>0,где с не зависит от z из G и n; а=4-.

осИтак,
∖Tn,m (z)[<ε(2 + α).Теорема доказана.Аналогично доказывается следующее утверждение.

Теорема 2. Пусть последовательность {λfc} удовлетворяет условиям (γ). 
а факториальный ряд (2) сходится равномерно в ограниченной области G, 
не содержащей окрестности точки z=0; все точки области G удовлетворя­
ют одному из неравенств∣argz∣ < -ψ0-δ или ∣argz-πl < -ψ0-δ,
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где 0<δ<-J — ψ0. Тогда ряд Ньютона (1) сходится равномерно в той же 
области.В заключение приношу благодарность професору Μ. Г. Хапланову за внимание к работе.Ростовский Государственный университет Поступило в редакцию12. П. 1968
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NIUTONO m FAKTORIALINIŲ EILUČIŲ TOLYGIOS 
KONVERGENCIJOS SRITYSE. MOROZIUK
{Reziumė)Darbe yra nagrinėjamos Niutono eilutės
∑ΛΠ<'-⅛>"^' ∏ ⅛*^l

Λ=lir faktorialinės eilutės
∞ n∑<- π⅛-√^l-k~' ∏(z+χ*)

fc=l

π4 ’tolygios konvergencijos sritys, kai limλ*=∞ ir ∣argλ⅛∣≤ jψ0, O≤ψo< 
k→∞

ÜBER DIE BEREICHE DER GLEICHMÄSSIGEN KONVERGENZ 
DER NEWTONSCHEN REIHE UND DER FAKULTATENREIHEE. MOROSJUK
{Zusammenfassung)In diesem Artikel betrachtet man das Verhältnis zwischen den Bereichen der gleichmässi­gen Konvergenz der Newtonschen Reihe
Σ -fi- fk+⅛)
”” ∏⅛ k-'

k=\
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und der Fakultätenreihe

∞ nΣ α- π**
л=1 k=∖

(-D"
л11 (∙^÷λjt)

Λ=l

bei limZjį = ∞ und 
k→∞

∣argλjk∣≤ψ0, O≤ψo<⅞ .
4


