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1. Введение

В связи с успехами теорий симметрии элементарных частиц, в последнее 
время интенсивно изучаются вопросы, связанные с вычислением характерных 
чисел унитарных групп (работы [1] и цитированная там литература). При этом 
в основном используются инфинитезимальные методы теории групп Ли. Имея, 
однако, в виду связь между теорией представлений унитарных групп и тоерией 
представлений симметрических групп [2, 3], можно надеятся, что непосред­
ственное использование известных положений последней будет полезным 
при рассмотрении данного круга задач.

Целью настоящей работы и является соответствующее формулирование 
задачи и ее решение в конкретном частном случае редукции кронекерова 
произведения двух представлений, одно из которых является симметрическим. 
В третьем разделе с помощью операторов Юнга симметрических групп постро­
ены два ортонормированные базиса в тензорном пространстве ранга п группы 
Uk. Один из них является базисом приводимого (в общем случае) представ­
ления [μ1, μ2, • • •» μJ × [А 0, ..., 0] группы C7k, а второй служит базисом 
того же представления, приведенного к неприводимому виду. При этом за­
дача нахождения матричных элементов матрицы, переводящей один базис 
в другой (коэффициентов Клебша—Гордана), формулируется исключитель­
но в терминах теории представлений симметрических групп. В дальнейшем 
изложении мы стремимся подчеркнуть связь коэффициентов Клебша—Гор­
дана с матрицей, приводящей к неприводимому виду представление [μ1, μ2, 
..., μJ∙[A 0, ..., 0] группы Sn, являющееся внешним произведением ПреД- 

lt
ставления [μ1, μ2, ..., μ*] группы Sr И«’) и представления [/, 0, ..., 0]

∣=ι

группы Sl. Поэтому задача приведения упомянутого представления, которая 
может иметь и самостоятельное значение, решается отдельно в следующем 
разделе. При этом суммирование в полученном выражении для матричных 
элементов приводящей матрицы не появляется. В разделе 3 коэффициенты 
Клебша—Гордана выражаются в виде линейной комбинации этих матричных 
элементов. Более подробное рассмотрение появляющегося здесь суммиро­
вания мы намерены провести в последующих работах, тем более, что с по­
добными суммами встречаемся и в выражениях для коэффициентов Ракаха 
и трансформационных матриц групп C7fc. В конце статьи помещен пример 
расчета, иллюстрирующий результаты.
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2. Построение базисов неприводимых представлений 
в тензорном пространствеПусть F(z1, z2, /„) (сокращенно — F) — компоненты тензора ранга пгруппы Uk (каждый из индексов i пробегает значения от 1 до к). Действие перестановки

на определенную компоненту F будем понимать как
sF(i1, ii, in) = F(ir, ir, i„.). <2.1>Пусть, далее, = ~ У (p ∣s | ρ')s-fl операторов Юнга группы S„, со­ответствующих неприводимому ортогональному представлению [λ] размер­ности ∕λ с матричными элементами (p ∣s | р'). Г. Вейлем (гл., гл. III, IV [2} и гл. V [3]) найдено, что тензоры вида F (при фиксированных ри р'и F, принимающем все из кп возможных значений) составляют линейное подпространство, в котором действует неприводимое представление [λ] группы Uk (число строк в схеме Юнга [λ] меньше (fc+l). В противном слу­чае все ¾, F=0). При этом, в тензорном пространстве имеется fλ линейно независимых эквивалентных подпространств, соответствующих различным pz, в которых действует то же самое представление [λ]. Из определения (2.1) следует, что, если F и F' — две компоненты, обладающие тем же набором индексов i и отличающиеся только их расположением (F'=sF)i тоO*p,F' = ¾φF] = s(⅛fF. (2.2)Воспользовавшись известными соотношениями¾'<¾i1' = δλχΛ'η <2∙3)

И

S= ∑ (p"∣s∣p) Ор'р, (2.4)
λ. р’. Риз (2.2) получаем:

O},F~ ∑ ⅛'∣Φ)<V∙
P*Таким образом, условившись относительно порядка расположения индексов в F, базисные векторы рассматриваемого подпространства можем за­давать указанием набора индексов i в F, т. е., весом m = (m1, τr⅛> 

к
..., mk) (ms — число индексов is=s, ms = n) и теми значениями р, для ко- 

5=1торых все Opp, F для данного веса являются взаимно линейно независимами. Именно, условимся в дальнейшем считать индексы расположенными в F в неубывающем порядке, т. е. ⅛>⅝, если δ>β. Если, кроме того, операторы Юнга Oįp, соответствуют «ортогональному» представлению группы S„



Представления симметрических групп 599(ортогональному представлению, приведенному относительно цепочки под­групп SπoSπ.1⊃ ... ⊃5,1), что мы в дальнейшем и будем считать имеющим место, то построенный базис Opp, F является базисом представления [λ] группы 
Uk, приведенного относительно цепочки подгрупп Uk≈ Uk~1≈ ... ⊃ U1. Индекс р (стандартная таблица Юнга) в таком случае указывает на трансформацион­ные свойства базисного вектора относительно данных подгрупп. Действитель­но, пусть O⅛rι (г) — оператор Юнга, соответствующий представлению [μj 

Ргруппы Sr (*,= 2 ms∖ p≤k}. Тогда, рассматривая Opp, F как линейную ком- s=lбинацию компонент F(r) тензора ранга г группы Up, из результата Г. Вейля по­лучаем, что O⅛1 (г) Opp, F принадлежит подпространству, преобразующемуся по неприводимому представлению [μ] группы Up. Однако¾(r)OJp,F = δpη0^F, (2.5)где δpη = l, если стандартная таблица η совпадает с получаемой из р отбрасы­ванием (п— г) последних символов в ней, и δpη=0 в противном случае ( ср. (3.27) из [4]), что и доказывает утверждение.Рассмотрим вопрос об ортонормированности строящегося базиса. Пред­варительно отметим, что kn различных компонент F являются ортонор ми­рованным базисом и-кратного прямого произведения представления [1] груп­пы Uk. Поэтому, если линейное преобразование, соответствующее действию операторами Юнга, ортогонально, то новый базис является также ортонор- мированным. Однако это преобразование имеет следующий вид:
¾∙p = ⅛ Σ (Σ (p∣w∣p'))*p> (2.6)

Q Р— элемент из подгруппы SmιxSm,x ... ×Smk≡Sm перестановок, не меняющих F (перестановок одинаковых индексов в F), a q принимает по одному значению из каждого правого смежного класса Sn относительно Sm. Скалярное произведение базисных векторов, таким образом, равно:
< o⅛ >| oj; f> = (∙½-)2 ∑ ∑ (р {m i ₽') ∑ (η ∖p'9 I √) = 

q P P,=(⅛)2 Σ Σ (p1w∣p'> Σ (γι∣'∣7>") (η"∣w∣η') = 
t q.P rΓ=⅛ ⅛- ¾v Σ (η I * I p) = ⅛ v »₽'»■ (γι I p∏-1 p)∙ (2.7)

tЗдесь мы воспользовались известным свойством ортогональности (равенство (1.2), [2]) применительно к ортогональному неприводимому представлению; 
t - элемент из подгруппы Sm, Pm=J^I Pπ,s-сумма всех ее элементов. Ниже 

s(равенство (4.11)) найдено, что в случае, если η и р отличаются только пере­становкой из Sm, (η∣Pm∣ρ) = < <⅞T, где численный множитель ⅛, опреде-
14∙



600 А. А. Юцисляется только стандартной таблицей α(^α = ∏ d"s, а d"s задается форму- 
Sлой (4.9)) в противном случае (η ∣ Pm ∣p)=0. Таким образом,Op∖∙F= ( ∏ rnj!)^1 PmO⅛F = ( ∏ mj)^1 £ dp d? O}vF

s s p”

И

¾ F = ( ∏ ¾'∙)^1 ¾ F = ( ∏ mj)'1 2 <Φ ⅛ ОрЧ- F (2.8)5 S p"отличаются только численным множителем, если р переводится в η переста­новке й из Sm. Из (2.7) и (2.8) следует, что выраженияΨλ(">. Р, P,) = ⅛ ]∕J <⅛∕F (2.9)
являются ортонормированным базисом представления [λ] группы Uk. Здесь р принимает по одному (любому) значению из каждой совокупности стандар­тных таблиц, отличающихся только перестановками р из Sm. При этом в р два символа, переставляемыер из Sm, не находятся в одной и той же колонне (в противном случае Ψλ (m, р, p,)=0, что следует из (2.8), так как тогда (p" Į Pm ∣p)=0 — см. раздел 4). Таким образом, каждое р в Ψλ ("», р, р') соответствует одной определенной «стандартной таблице с повторяющимися символами» (стр. 80 [5]). Удобно поэтому задавать р такой таблицей с ms сим­волами s (s=l, 2, ..., к), указывая индексом номер δ соответствующего 
is=sb F (см. пример в разделе 5). «Стандартная таблица с пронумерованными повторяющимися символами р» (ТПНС р), как ее назовем, одновременно указывает и вес т, и р (расположением индексов — номеров δ). Каждое d™s из d™ вычисляется по (4.9) c j и t, принимающими значения тех δ, которые нумеруют ms одинаковых символов s в ТПНС р.

3. Базисы представлений в тензорном пространстве 
и коэффициенты Клебша—ГорданаПроведенное в предыдущем разделе общее рассмотрение позволяет пе­рейти к конкретному построению двух упомянутых во введении базисов. Пусть 6>‰, (г) и Oγγ, (/) — операторы Юнга «ортогонального» представления соответственно группы Sr перестановок первых г символов и группы St пе­рестановок последующих Z символов {r+l=ri). Любая компонента Г тензора ранга п может рассматриваться как произведение компонент Г(г) и F(/) тен­зоров рангов г и Z с весами соответственно /л(г) и m(n (m(r) и m(/) определяются наборами первых г и последующих Z индексов в F). Из определенного F получим все F(r)F(/), обладающие тем же m=mω+mω, подействовав на F n↑∣r↑l∖ перестановками вида/1 2 ... г г+1 г + 2 ... п \∖α(l) α(2) ... fl(r) Z>(l) Z>(2) ... b(l)) (3.1)



Представления симметрических групп 601с а (a)>a (β) и b (ct)>b (β) при α>β. При этом s (rl) Fh s, (rl) F совпадают, если s (rZ) и s, (H) принадлежат тому же правому смежному классу относи­тельно Sm. Поэтому из каждой совокупности таких s (rl) выбираем по одному значению j (rl). Так какO⅛, (г) Otn∙ (/) ?<г) Fw = O⅛ (г) O1n- (/) Р (r∕) F] = i (r∕) O⅛f (г) о;т. (∕) F (ср. (2.2)), имеем следующий ортонормированный базис кронекерова произ­ведения представлений [μ] и [v] группы C∕fc(cp. (2.9)):Ψμv(m, s (rl), η, γ) = Ψμ(m,'∖ η, η') Т» (m">, γ, γ') =
= > ' l∕τ^7^ i № o‰' W o^- ® ^f ■ <3∙2)

>(r∕)η d^rl)-χ I jy-j'iЗдесь и в дальнейшем s (rl)a. означает таблицу, получаемую из стандартной таблицы a перестановкой s (rl).Из (2.2) и (2.3) следует, что<‰'W 0γ'γ√z) ~s(rl), η, γj = Ψ,xv (m, s(rl), η, γ). (3.3)Выделим из fκ эквивалентных линейно независимых базисов (2.9) базисы, обладающие свойством (3.3). Для этого подействуем на (2.9) оператором ‰W o^,(iγ

O^-(r) O^(l) Ψλ(m, Р’ P')= ⅜ ]∕⅛ <⅛>'Ok1'(>∙) 0^.(1) F =

= ⅛^ ]∕⅞ 0⅛ <7> F ■ <3∙4) 
Здесь значение δpv такое же, как в (2.5) (ср. (3.27) из [4]. В дальнейшем стан­дартную таблицу p,, в которой расположение первых г символов совпадает с их расположением в η', будем обозначать через р' (η'))∙ Число линейно не­зависимых базисов (3.4) (среди fλ их, нумеруемых индексом р'), задается известной теоремой Литтлвуда (стр. 94 [5])*∖ Не решая, однако, здесь вопрос о выделении и ортонормировании этих базисов в общем случае, будем рассматривать далее частный случай [v] = [Z, 0, ..., 0]. Для данного представ­ления Oγy,(l) = -^- Ph где Pl — сумма всех перестановок последних Z симво­лов. Из (2.3) и выражения (4.10) для матричного элемента Pl получаем, что в рассматриваемом случае (3.4) равно:⅛ Oμv(') Pt^(m, р, p') = 8pv 7⅛, ∣∕≤ 2 4'⅛ <⅛-F =

= Sev-f р, р"), (3.5)
♦> Отметим, что совокупность базисных векторов (3.2) получена действием на функ­цию полным набором линейно независимых операторов групповой алгебры Sn, имеющих 

BHjs,Pma O⅛'η' (г) Oγγ' (I) (а — любой элемент групповой алгебры). Так как векторы (3.4) получены действием на ту же функцию операторами того же вида, любой из них однозначно может быть разложен по (3.2). Число линейно независимых базисов (3.4), таким образом, показывает сколько раз появляется представление [X] в [μ] × [v].



602 А. А. Юцист. e. имеем только один линейно независимый базис, удовлетворяющий ус­ловию (3.3) (для различных р' в Ψ (т, р, р') (3.5) отличаются только численным множителем dp>) в том случае, если все клетки в т. Юнга, дополняющие η' до р' лежат в различных колоннах, и ни одного в противном случае (тогда (p' 1 Pi ∣p")=0-cm. раздел 4). Так как Tį (/л, р, р") ортонормированны и, как легко найти из (4.9), ^(⅛)2 = Z!, имеем следующий нормированный 
р"базис: (m, р, р' (rl')) = -Jr- 1∕7⅛- O⅛w P, F. (3.6)

x ' ⅛ 4>'(τ∕) I 7>∙∙Таким образом, нашей дальнейшей задачей является разложение (3.6) по базисным векторам (3.2)(c∕v = 1 и O^rf (∕) = -^-Pz в (3.2)). Матрица ||(m; р) s(rZ) ηj∣∣ этого разложения имеет квази диагональный вид, при этом каждая диагональ­ная субматрица соответствует определенному общему весу т (в обозначении матричного элемента опускаем индексы λ и μ, так как они задаются заданием ₽ и η). Каждая субматрица — это матрица ортогонального преобразования в линейном операторном пространстве (ср. сноску на стр. 601):⅛7 ]∕'S r-0*∙^^∖∑,(-i,l-w')‰⅛⅛ <злВ, матрице разложения в случае группы Uk эта субматрица встречается по меньшей мере k∖Iu∖ (k-u)∖ раз (и — число ms≠Q в т), так как для двух F, отличающихся заменой одних индексов на другие (например, для F (122333) и F (133 555) в случае к >5), операторы, порождающие действием на F, базис­ные векторы с соответствующими весами, остаются теми же. Любую субмат­рицу легко найти, если известна субматрица ∣∣(p ∣ s (rl) η)[∣, соответствующая весу т со всеми ms≤l (5 = 1, ..., к), которая присутствует в матрицах, при­водящих к неприводимому виду представление [μ]×[Z] групп Uk с k≥n. Действительно, упомянутая субматрица осуществляет преобразование-√- V⅛ <‰(,υA = Σ (? ',(rf)η) Vįf »('О O⅛,Pl. (3.8) 
"p'(η') * 7a s(r∕).η, jμ"Умножая (3.8) слева на Рт и сравнивая с (3.7), получаем:(m; p I i {rΓ)η) = (∏ "40) 2 ∑ ⅛w>η (₽ I s (r∕) η) . (3.9)

dP ∖j=l ∕ s(r∕)η=√s(r∕)η]Здесь суммирование проводится по всем s (rZ)η, отличающимся от š (rZ)η пе­рестановками Риз Sm, так как все соответствующие l∕⅛,(r∕)η Λπ5(rZ) <‰ = = l∕J7(r,)iiPmj(rZ) O⅛ (ср. раздел 2 и замечание под (3.1)). Кроме того, учте­но, что, так как š (rl)l=s (rl)l состоит из одной строки, дляу и t из совокупное-
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(3.10)

ти индексов δ, в ТПНС i (rZ)Z нумерующих mts одинаковых символов s, 
xj (i (rl) Ą — xt (s (rl) Ą =vj (š (r/) /j—vt (s (rl) Ą=j-1, и поэтому (4.9) дает ^отметим, что <‰β = ^(r∕) a при s (rl) =ps (rl)^ :

d‰= ∏ (ι+7⅛ = ('⅛)*∙ 

mχ>j>t>0В следующем разделе найдено явное выражение для коэффициентов (p ∣ s (rZ)η) в виде произведения сомножителей. Таким образом, в выражении (3.9) для 
kкоэффициентов Клебша—Гор дана имеется ∕η(wω) I^I ms! Įm{sr}! mls

5 = 1слагаемых (fri (mω) — число стандартных таблиц, отличающихся от η пере становки из Sm).

4. Приведение к неприводимому виду представления 
[μι, Иг. • • • , Иг] • [/, 0, • • • . 0] группы s„Преобразование (3.8) является разложением базиса представления [μ1, μ2, ..., μr] ∙ [Z, 0. ..., 0] группы Sn на инвариантные подпространства [λ] (по соответствующим представлениям преобразуются операторы из (3.8) при умножении их слева на s из Sn — ср. (2.3) и (2.4)). Матрица этого преобр- зования ортогональна, так как оба базиса ортонормированы. Поэтому доста­точно найти матрицу обратного преобразования. Умножая обе стороны (3.8) слева на О?р и справа на Cfy(т]Э p'<ηz), из (2.3), (2.4) и учитывая, что(p' (η') I Pi I р' (η')) = ‰∙>)2

(ср. (4.10)), получаем:
|/ ург 0PP'(η,) =

= ∑ (p∣ΛrZ)η) -∣∕-A- (p∣s(r∕) O⅞fη.P,∣p'(η'))θ^⅛>.
s(rl},τ∖ Г ¼" ' 'Приравнивая коэффициенты в (4.1) видим, что 

(4.1)

являются матричными элементами матрицы обратного к (3.8) преобразова­ния, т. е.
(4-2)



604 А. А. ЮцисОднако (p" I O‰ I p' (η')) = Vp'M, что следует из (3.24) [4] и соотношений (2.3) и (2.4). Таким образом,(p∣j(r∕)η)= ]∕-^ (p∣s(r∕) Λlp'(η)) • (4.3)
Матричный элемент оператора s (rl)Pl — это сумма коэффициентов при пе­рестановках из s (rl) P i в операторе O7pp∙. Эту сумму легко находим восполь­зовавшись выражением для операторов Юнга, полученным в работе [4]*j (равенство (4.16) в [4]). Пусть, как и в [4], vk (а) и ик (а) — номера, соответ­ственно, колонны и строки клетки с символом к в стандартной таблице а. Обозначим через σ (/) тот символ, который ставится вместо i перестановкой σ (pp,), переводящей таблицу р' в р. Искомая сумма равна:(p∣s(r∕) P∣∣p') = lim

xk→vk^~uk^ п
«= 1 

a (i) > a (j)

1
Ха(О ~ xσ(i)

× ∏ (1 +

a(i>a {q) > σ (/)
4>i

) п
σ(√)>σ(r) 
j>t>r

(• ______

χσ(j)~ jfσ(∕)

X П
σ(∕n) > σ(z)

m<Z
о-

1
xa(q') - xσ(i)

(4.4)

X

) X

при всехσ(f)≤α(z) (i=l, ..., г), (4.5)и нулю — в противном случае.Последнее произведение в (4.4) - это выписанный в явном виде множи­тель ⅛(pp3v^2 из (4.16) [4]. Условиями j>t, q>iπ а (i)>σ (i)обеспечено, 
что в остающемся выражении встречаются только те l∕(xk-xkJ (k>k, = ↑,2, ..., п), которые присутствуют и в f J”Į Kį(p(/)v, как коэффициенты при 

к =2соответствующих транспозициях (kk,) в операторах (1 +(kk,)∣(xk - xr)) , из произведений которых составлены Kį(pp')v. Обязательное присутствие множителя l∕(xfl(i)-xσ(i)) Для каждого σ(i)<a(i) и условия σ(q)<a(i) и 
t>r для других множителей обеспечивают, что произведения множителей l∕(xfc-xk') в (4.4) соответствуют таким и всем таким произведениям транс­позиций из ↑ ∏ Ä*(p(/)v, которые совместно с σ (pp') дают перестановку

к =2из s(rl)Pl. Если хотя бы один σ(ι)>α (ι), то ни °Дна из перестановок в ↑ Į~Į ΛΓ⅛(pp') v не принадлежит s (rl)Pl, и тем самым матричный элемент тож-
к =2дественно равен нулю.

♦) В примере к (4.16) в [4] по вине автора пропущен множитель σ(p' p) = (24) (365).



Представления симметрических групп 605Рассмотрение выражения (4.4) показывает, что имеют место следующие дополнительные к (4.5) условия, только при соблюдении которых (p ∣ s (rl)Pl | p')≠0r
¾⅛) (р) ≠ t⅛<o (р)> (4.6)"α⅛)(p)≠≈σ(θ(p)- (4.7)т. е. ни одна пара соответствующих символов не находится в одной и той же колонне в р. В необходимости условий (4.6) и (4.7) убеждаемся совершенно аналогичным рассуждением. Проведем его для (4.6). Пусть имеет место об­ратное: для определенного i и σ (q), удовлетворяющего указанным в (4.4) условиям, va(q} (ρ)=z>σ(l) (р). Тогда в (4.4) с необходимостью присутствует множитель (1 + 1 /(xo(<f)—xσw)) с символом σ (q,), находящимся в р непосред­ственно под клеткой с σ (/) (условия c(f)>σ (q')>σ (i) и q,>i для этого σ (q,) выполнены вследствие стандартности таблиц р и р'), дающий в пределе нуль. Остающееся выражение имеет своим пределом конечное число, так как одно­временно с каждым превращающимся в пределе в нуль множителем (xfc-хо(1)) в знаменателе этого выражения, в числителе с необходимостью присутствует сокращающийся в пределе с ним множитель (xr —xo(i) +1) с символом к', находящимся в р непосредственно слева от k (условия присутствия множи­теля выполненны вследствие стандартности таблиц). Таким образом, условие (4.6) необходимо.При выполнении условий (4.6) и (4.7) из стандартности р следует, что в (4.4) нет ни одного l∕(xfc-xk>) с превращающимся в нуль знаменителем. Поэтому в этом случае отпадает необходимость пользования понятием пре­дельного перехода. Обозначая vk (α)-uk (α)=xk (а) и учитывая сказанное, выразим (4.4) следующим образом:
(p∣s(r∕)Λ∣p') = ∏ ⅛0(p)-xf(p') ∏ (1 + ‰⅛>(p)-x1(p')) x

/= 1 a(i)>σ(q)>a(i)
a(i)> σ(i) q>i∖J1,(1 JV +*>ω(p)-*rto⅛)) rf’’(4,8)

i<z j>r, t>rгде ⅛= ∏ (i + xy(a)-x,(ix))2 ∙ <4∙9)
r-τ-l≥j> t> гЗдесь из последнего произведения в (4.4) выделены множители с m = z≤r в отдельное произведение и принято во внимание, что xo(fc) (ς>) = χ∣l (p')∙ Заме­тим также, что каждому(1 + 7------ ГГ-------- ттг) 2 c σW>σ(0 (j>r, t>r)

∖ (*σθ)(p) “ *σ(θ(p)) /



606 А. А. Юцисиз (4.8) соответствует в dlp> множитель
________ 1________
*σU)(p) - ха 0)(р)

£
'Г( или /1---------------- !------------- \ 2ξ χσ (J) (Р) - χa (t) (?) Jв зависимости от того, j>t или j< t.В частном случае (4.8) дает полезную, уже использованную в предыду­щих разделах формулу для матричного элемента оператора Pi*∖ Именно, полагая s (rl)≈ε (ε — единичный элемент группы) и тем самым все a(i) = i (z = l, ..., г), получаем:<P1^∣P')= ∏ = (4.10)

σ(√)>σ(r)>rи (p∣PJp')=0 если два символа, переставляемые перестановками из Pl, находятся в р одной колонне, а также если σ(∕)≠z (z = l, .г). В случае 
n>r+l, вследствие приведенности рассматриваемого «ортогонального» представления относительно Sr+l, к условию неисчезновения матричного элемента σ(z) = z (z = l. ..., г) добавилось бы условие σ(q) = q для q>r+l. Поэтому матричный элемент Pm Į~Į Pms, где каждое Pms является суммой всех sперестановок ms последовательных символов (причем ни одна из перестановок, кроме ε, не принадлежит двум различным Pn,s), равен:(p∣FJp')=∏<¾,> ∏⅛,>, (4.11) 
где d"s задаются (4.9) c j и г, принимающими значения символов, перестав­ляемых перестановками из Pms. При этом: 1) р и р' отличаются только пере­становкой из Pms и 2) vj (p)≠^t (р) для двух символов из того же Pn,s; в противном случае (р ∣ Pl ∣ p')=0.Подставляя (4.8) в (4.3), получаем результат, который сформулируем полностью следующим образом.

Матричный элемент матрицы, приводящей к неприводимому виду 
представление [μ1, μ2, ..., μr] • [1, 0, ...» 0] группы Sn Hi = r) равен-.

где fi и р — стандартные таблицы схем Юнга [μ1, μ2, ..., μr] и [λ1, λ2, ..., ..., λr+ιl (∑λf=72)> f∖L*fk~ размерности соответствующих представле-

♦) Матричный элемент суммы всех перестановок 1<п последовательных символов 
впервые был найден А. Юнгом и выражен через введенные им «функции таблиц» [6]. Пред­
лагаемое выражение (4.10) является более простым и удобным.
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ний\ s (rl)τ∣ — таблица, получаемая из η перестановкой (3.1); σ (Z) — символ, 
находящийся в р в клетке, занимаемой в s (rl) η a (f); xk (а) = vk (а) -uk (а), 
где vk (cl) — номер колонны и uk (cl) — номер строки клетки с символом k 
в а; j и t пробегают значения символов из клеток в р, дополняющих η до р, 
a p и q, кроме тех значений, принимают и значения символов из клеток р, 
в которых в s (rl) η находятся символы, большие a (i).

При этом соблюдаются условия σ (i)≤a (i), vp (p)≠ τ>σω(p), ∙vj (p)≠ 
≠ vj (р). В противном случае матричный элемент равен нулю.

Отметим, что в расчетном отношении, но не в отношении компактности 
алгебраического формулирования, (4.12) может быть несколько упрощено, 
так как в общем случае в числителе и знаменателе (4.12) появляются сокра­
щающиеся множители.

5. Примеры

Стандартная таблица с пронумерованными повторяющимися символами 
(раздел 2)

21 22 33 34
ТПНС р → 35 5β 68

6,
задает базисный вектор (2.9) в случае группы Uk с fc≥6. При этом оператор 

соответствует таблице

12 3 4
p→ 5 6 8 ;

7

вес m = (0,2,3,0,1,2,0, ..., 0). Множитель d™, согласно (4.11) и (4.9), равен:

dτ = (l + —7v!—rτ)2 (1 + 1—rτV (1÷ *—rτV×
₽ ∖ *2(p)-*1(p) ∕ ∖ χ4(p)-*3(p) ∕ ∖ *6(p)-*3(p) /

1 “ 1 1
Х (1 + a⅛(p)-*.(p) ) 0 + J⅞(p)-*τ(p) )_ -

= (2∙4∙M)W∙ (51)

Таблицы (раздел 3)

ТПНС i(r∕)η→21 5, 6, и ТПНС s(rl)l→2t 3s 31 36
6β

задают базисный вектор (3.2) с тем же общим т и тм = (0,1,0,0,1,2,0, ... ,0),
«»’=(0,1,3,0....... ,0), перестановкой

il">-('1 2 3 4 5 6 7 8)
1 6 7 8 2 3 4 5/

и таблицами

η→l 2 3 Z→5 6 7 8, i(rZ)η→l 6 7 i(rΓ)l→2 3 4 5.
4 8



608 А. А. ЮцисПриведем пример выражения коэффициента Клебша—Гор дана (m; р ∣j(r∕)η), согласно (3.9), через коэффициенты (p∣j(r∕)η)r21 22 33 34З5 5β 6867
1 6 7\8 +

(5.2)
Здесь подставлено wį° = 3, d™ из (5.1),

‰η = (l =(⅜)2

для первых двух и ⅛Voη = (y)2 Для последних двух слагаемых.Коэффициенты (p ∣ s (rZ) η) вычисляем по (4.12). Первые два из них в (5.2) равны нулю, так как неудовлетворено условие неисчезновения wp(p) vσ(i) (р) для a (Z) = 8 и 8>p = 7>σ(z) = 5. Для третьего получаем:/12 3 4(568 и ^68)≈V⅛⅞(S)≈ ((-n∙244)((-.>∙2)×

×(<-'>∙2√4)(l-tf=-.⅛∙

1

где в скобках содержатся: 1) только от р зависящее произведение
∏Λ+—!—У •2) три произведения

1 1*.(θ(p)~*o(θ(p) βt0Jlσw ('+ %(p)-⅜m⅛) )
соответственно с α (z) = 6, 7, 8 (i = 2, 3, 4) и 3)

90(i) ( (jfσ(θ(p)-⅞(p))2 , (1 (x5(p)-x3(p))^ (
1

_____________ v.
(x5(p)-x4 (р))2/

1 1

Аналогично вычислив последний коэффициент (p∣s(r∕)η), для коэффициента Клебша—Гордана (5.2) получаем значение—1/2.
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SIMETRINIŲ GRUPIŲ ATVAIZDAVIMAI IR UNITARINIŲ 
GRUPIŲ KLEBŠO — GORDANO KOEFICIENTAIA. JUCYS
{Reziumė)Siūlomas klausimų, susijusių su unitarinių grupių Klebšo — Gordano koeficientų skaičiavi­mu, sprendimo būdas, įgalinantis tiesiogiai pasinaudoti simetrinių grupių atvaizdavimų teorijos pasiekimais. Tirtas Uk grupės atvaizdavimo [μ1, μ2,..., μfc] × [Z, 0, ..., 0] redukcijos klausimas. Atitinkami Klebšo — Gordano koeficientai išreikšti tiesine kombinacija matricinių elementų mat­ricos, redukuojančios simetrinės grupės Sπ(n = μ1∙ +1 j atvaizdavimą [μ1,μ2,..., μk] • [Z, 0, ..., 0].

iPastariesiems skaičiuoti gauta kompaktinė išraiška, kurioje nėra sumavimų.
REPRESENTATIONS OF THE SYMMETRIC GROUPS AND THE 
CLEBSCH—GORDAN COEFFICIENTS OF THE UNITARY 
GROUPSA. JUCYS
{Summary)A method of calculation of the CIebsch — Gordan coefficients of the unitary groups enabling to make use of the results of the theory of representations of symmetric groups is proposed. The problem of the reduction of the representation [μ1, μ2, ..., μk] × [Z, 0, ..., 0] of the unitary group 

Uk is considered. The corresponding Clebsch — Gordan coefficients are expressed in terms of linear combination of the matrix elements which reduces the representation [μ1, μ2, ..., μk] ∙ [Z, 0, ..., 0] of the symmetric group Sπ[n = ^μ∣∙ + z). For the calculation of the last ones the compact expres- 
ision containing no summation parameter has been obtained.


