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ФОРМУЛА СУММИРОВАНИЯ ЭЙЛЕРА — МАКЛОРЕНА 
ДЛЯ ФУНКЦИИ МНОГИХ ПЕРЕМЕННЫХА. БИКЯЛИСХорошо известна формула суммирования Эйлера—Маклорена
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∑ g("i) = f <*(0)(x)+∑4r  f ^>(x)Bv(x)+iy^ fB,(x)dQV(x), (1) 

a<m<b a v=l а а

YJ& гп - целое число, функция g (х) = имеет непрерывные про­изводные до р -того порядка включительно и
AW=-v! ∑' emlnx 

(2πin)v ’ (2)
имеет широкое применение в теории вероятностей, например, с ее помощью из локальных предельных теорем для сумм независимых решетчатых случайных величин можно получить интегральные предельные теоремы (см. [1], стр 129 и [2]).В работах [3—5] даны аналоги формулы (1) для сумм значений функции g(w)=g(mb ma, ..., тк) по целыми точками m=(mlt m2, ..., тк) области 
А (ограниченной гладкой поверхностью S, не содержащей целых точек) к-мер­ного эвклидового пространства. Следует отметить (см. [4]), что существует много многомерных сумматорных формул типа Эйлера—Маклорена.Здесь мы получим формулу для вычисления суммы значений функции 
g (т) по целым точкам борелевского множества А, которую можно удачно использовать для изучения асимптотического разложения вероятностной функции нормированной суммы независимых решетчатых fc-мерных случай­ных векторов.

Теорема. Пусть функция Q (х) задана на k-мерном эвклидовом простран­
стве Rk и имеет непрерывные производные до k(p+∖)-eo порядка вклю­
чительно, кроме того, они абсолютно интегрируемые в Rk и обращаются 
к нулю при xi→- ∞, i= 1, 2, ..., к.

Тогда для всех борелевских множеств А имеет место равенство2 g(m)=f dU[Q(y)]+ f dR(y). 
теА А А
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Здесь m - вектор с целочисленными координатами; g (х) = ¾-∙. . .¾g ; 
оператор J-fl j∑⅛z⅛-)⅜If•••];

l=l lv=o l J

Bo (х) ≡ 1, а Bi (х), i= 1, 2, ... определены равенством (2);
λO')=∑ (j4r-)'τ⅛jr Σ _ }'■■■/ Bp(χay..Be(x,)×

i =1 ∏ι,..., ∏Ic=lk-∞ -∞
nl ≠ ...≠nfc

×*π  Iςj⅛e^.w⅛!tS¾+
∕=∣+1 Į V=O nl J 1 ni

∙s∙w',⅞2¾

Доказательство. Сперва покажем, что
λ yk

∑ «(»»)= f ■■■ f dU[Q(x)] +
z1<m1>yl zl 2k

⅛zVyk

. у ∕ (-D* +1 V_____ !_____+ 2Д p∖ ) i!(k-i)! 
1 = 1

Л yk2 _ f ■■■ f Bp(xπ,) ...Bp(xp)×
nl ,.., ∏k=∖k zl zk
n1≠...≠∏k

×d ∏ { ∑ i^rBv(xp,)

∕=i+ι Į v=o

∂ipQ(χ) . 
∂χP ...∂×P 

fit n.

. ∕ (~l⅜p+1 + ∖ p∣ λ j⅛f f ••• f Bp(x1) ...Bp(xk)d
zk

∂kPQ(x)Q(x)
∂x^...∂x% (3)

Полагаем, что w2, tm3 ..., mk фиксированные; c помощью формулы (1) просуммируем значения функции g (m1, m2, ..., mk) по всем целым m1 из интервала (z1, yj: ∕1 1)v ∂λ+v~1 Σ g(mlt m2t ..., mk)= j <t∑-^v(x1) ^dxa..Γ¾ + Zι<m><Λ 21 v=0 L* “"*
∖xk~mk. <-iy÷*+ pl f Bp(xl)d at+p~ιg(¾)

∂xf ∂xt... ∂×k jj⅛=mi 



Формула суммирования 683Далее, обе стороны этого равенства суммируем по всем целым mi из интерва­ла (z2, yi). Получаем
g⅛÷V-l Q (χ)

7l<m1<>x 
zi<mi<yl

=∕ Λ! ⅛w ⅛w j÷

21 2t ( v=0 α=0 ........... )
∣j⅛ mk

ι (-1)p÷1 f1 c*d ∕vχwf V (-υv d (v∖ ∂*+v+p-≡β(x) I,

*к тк

+ p\ J v! b*W  ∂x↑∂χP∂x3...∂xk .xt=mt +
*ι Zt I V=O ........... f

ГЛ mk

∂χP ∂χP ∂x3... ∂xk ∣χ,=m, j + 

lxk=mk

∂×Pχ∂χP∂x3...∂xk i xi=m, jnt=mjt

∂fe+α+v-a Q (χ)

∂⅛+v+p-2β(χ)

∕, ∣^⅝w4∑ ⅞⅛ -*÷∙÷-°w
2l 2t I V = 0

+(jrKti)2 ∕^ j∖(* 1)Bp(xi)d

zι zt

∂⅛+2∕>-8 Q (χ)

р!

J,l Л(-l)P÷1 I
pl

-∏~nf f -¾Wrf{∑4r∙∙s∙(χ∙.)

2i 21 V = 0v=0

t÷
+ (( p∣,+1)2 / f В» ⅛ <*«>  d

Zl 2t

∂⅛+2∕>-2 Q (χ)

Легко угадываемый общий закон (3) доказывается методом математичес­кой индукции.Пусть в формуле (3) z1, z2, ..., zk бесконечно убывают, тогда
∑ g(m) = u[Q(j>)] + R(y).

m1<y1

mk<ykОтсюда немедленно вытекает утверждение теоремы.Вильнюский Государственный университет им. В. Капсукаса Поступило в редакцию 12.IV.1968.
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EULERIO—MAKLORENO SUMAVIMO FORMULĖ DAUGELIO 
KINTAMŲJŲ FUNKCIJOMSA. BIRELIS
(Reziumė)Darbe yra gauta žinomos Eulerio—Makloreno sumavimo formulės daugiamatis ana­logas.
THE MULTIDIMENSIONAL SUMMATION FORMULA OF
EULER—MACLAURINA. BIRELIS
(Summary)In this paper the multidimensional analogue of well-known summation formula of Euler—Maclaurin is obtained.


