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ДИХОТОМИЧЕСКАЯ ЗАДАЧА ДИНАМИЧЕСКОГО 
ПРОГРАММИРОВАНИЯ ДЛЯ СТРОГО ВЫПУКЛЫХ 
ФУНКЦИЙ. IIВ. Б. БИСТРИЦКАСРассматриваются некоторые свойства областей решения и их границ для дихотомического процесса f(x,y), определенного в [1], когда функции А (х) и В (у) — строго выпуклые. Обозначения и определения, которые здесь при водятся, даны в [1]. Формулы (N) и леммы ТУиз [1] обозначим (N)r и N1.Аналогично лемме 6z доказывается следующая лемма

Лемма 1. Пусть α (x1) ≥ β (y1)1) тогда и только тогда существует такая однозначная функция 
y = q(x), Λ≤ tf(*)≤P,  чторМ (χ)=(l-л) β («(*))  (1)
для некоторого x∈[x0 X], когда (1 — p1)β (γ)≥p1A (x0)∙ Функция y≈q (х) — 
непрерывная монотонно возрастающая в интервале [⅜, xj, где

xį =min I x = x0≤x<xs, Λj<W>(1-a) β(j1) | ,
χ-g = max∣x≈x2≤x≤X, p1A (x)≤ (1 -p1) β(Y) |;

2) в области [x0, χ] × (y1, у] выполняются соотношения

(X, у) >/»» (х, У) У1 ≤У ≤ «*  W
и

∕λb∞(x, у) </в» (х, У) «*  (х) <J,≤ Y,

(2)
(3)

причем (4)
где непрерывная функция q*  (х) определена соотношениями 

y1 для x0 ≤ х < Xį , 
q*(x)  = Я(х) для x⅛≤x≤⅜, 

Y для xq < х ≤ X
при (1 -px)β (у) '>pxA (х0) и

q*(x)=Y  для x0≤x≤Af 
при (1-а)₽(У)<а4(х0);



686 В. Б. Бистрицкас3) кроме того, g*(x)≤φ*(x) для X0≤*≤X2 (5)
и

q* (х) ≥ φ* (х) для x2 ≤ х ≤ X. (6)
Лемма 2. Пусть α (x1)>β te)∙ Тогдаψ*(x)≥φ*(x1) для всех O≤x≤Ar. (7)Доказательство. В силу утверждения 1) и определения ψ*  (х) min ψ*  (х) = ψ*  (x1).

0≤x≤ XСледовательно, остается показать, что ψ*(x1)>φ*(x1). . (8)На основании допущения α (x1) ≥ β (y1) из (9)ι заключаем Jι>Φ*te)∙Если не существует ψ (x1), то ψ*(Xι)=F>Jι>φ*(Xι).Если не существует φ (x1), то из утверждения 1) леммы 3ι и соотношения (12)r выводимΨ*(*ι)>Jo≥θ  = φ*  te).Докажем неравенство (8), когда 3φ (x1) и 3ψ (x1).Выделим два случая:а) φ (x1) ≤r2y1. Согласно соотношению (IΓ)ιЛ» (х, ЧУ) =fn°> <х, ЧУ) =≠ ЭФ W и y = 1^- ■Так как
/в» te y)=P2B(y)+P2fB<*(x,  r2y)и
fBΛ<°(x, y)=PtB(y)+p2fλ≈{x, ЧУ),то ввиду последнего соотношения/вл» (х, у) =/в» (х, у) x^3<p(x) И У — l77- ■Поэтому&-(>.. ⅛ψ∕.-(>.- ⅛i)∙Так как φ(x1)≤ φ,--≤½, τo из последнего и (9')ι соотношений вытекает, 

⅛l)-∕.-(*..  ⅞¼(- ⅛i)..-w∙ <’>что



Дихотомическая задача 687На основании (30)ι
ftΛ∞(xι, ψ(*ι))=Λ≈(*ι.  Ψ<xι))onp,≡α^∙

Так как функция/вл® (х, У) =Рг В (У) +А α Wмонотонно возрастает по у при фиксированном х, то, сравнивая последнее и (9) неравенства, заключаем, чтоψ(xi) ≥ ^7^>φ(*ι)∙raб) ray1<φ (xi). Так как y1≥φ (x1), то в силу (9')ι/в” (*ι.  J'i)≤∕a≈ ⅛Ji)∙Очевидно, в силу (10')ιЛи» (х, у) <fβ∞ (х, ?) ≠= о ≤ j <при (х, r2y)e[0, X]× [θ> Л1- Таким образом, по предположению б)
Ли» (Х1. Л) <Л» (Xi, Λ)∙Отсюда и из предыдущего соотношения следует, что/вл® (* ь Ji) <∕λ∞ (*ι>  Л) ≡ α (*ι).Таким образом, из (28)ι, (30)ι и (9⅛ получаемΨ(*ι)>Jι≥φ  (*ι)∙Лемма доказана.

Лемма 3. Пусть α (x1)≥β (y1). Тогда1) если f(x, у) =fA (х, у), то

/а (χ. J>)=∕λo□(*. А когда (х, y)∈[0, x0] × [0, у]; (10)2) если f (х, у)=/в(х, у), то

/в(х,У)=/в°° ⅛y), когда (x,y)∈[0, X] × [0, у0]; (∏)3) если (х, y)∈[0, ЙГ]х [0, ψ*  (х)], то

f(×,y)≠fjnA∞ (х,У) (12)ти=1, 2 ...
Замечание. Неравенство ∕(x, y)≠fs (х, у) означает, что либо /(х, у)> 

>fs (χ, У), либо существует поведение S≠S, что
f (х, У) ≈fs (х> У) =fs (х, У)-Доказательство. Утверждения 1) и 2) следуют из соответствующих лемм 1 и 2 (см. [2]).



В. Б. БистрицкасДля доказательства утверждения 3) достаточно показать неравенство 
fBm x« (х, у) ≤ max [/в® (х, у), flp→Λ°> (х, 3,)] , (12а)когда (х, у) е [О, У] × [О, ψ*  (х) ]; m=l,2.............при f(x, у) =fe* (х, j>).По определению/в«л® (х, y)=p2B(y)+ ∙ ∙ . +p5,~1∕bλ∞ (х, r%~1y)и 0≤r2,"1y ≤ψ*  (х). В силу соотношений (28)1 и (11)
∕ba<*( x, t2~1y)^fAcO(x, rp~1y), когда y0≤',2 ^1J≤ Ψ*  W,и
∕ba∞(x, r21~1y)^fB∞ (х, f2,~1y), когда 0≤r5,~1y≤yo,при 0≤x≤X. Отсюда вытекает соотношение (12а).Лемма 4. Если α (x1)>β (л)» mo

для 0≤y<φ*(x),  ∣Λ≈(X^) для φ*(x)≤J-≤c,  
где 0 ≤ х ≤ х2,c=min [y1, ψ*  (x1)].Доказательство. Докажем соотношение (13) для O≤x≤xo. Из утвержде­ния 1) леммы 3 заключаем, что после выбора В в области [0, x0] × [0, у]оптималь- ное продолжение имеет вид, либо Bm Af° (ти=0, 1 ...), либо Ä®, т. е. невозможно поведение вида BmAnB..., n≥ 1. Поэтому из (11) и (12) имеем, что 0 ≤ х ≤ х2,∕(x, y) = max[∕x≈ (х, у), /в» (×, J,)] .когда (х, jO≡[0, Xol×[θ. ψ*w]∙  (14)Так как согласно лемме 2 ψ*  (x1) ≥φ*  (x1) и в силу допущения α(x1)≥ >β (y1) из (9)ι имеем y1≥φ*  (xi), тоmin [ψ*  (x1), y1]>φ*  (х).Отсюда и из (14) в соответствии с соотношениями (9)'ι и (10')ι заключаем, что/в® (х, У) Для 0 ≤j> < φ*  (х),/а® (х, j) ДЛЯ φ*  (х) ≤у ≤ с, }О ≤ х ≤ х0.Теперь докажем соотношение (13) для x0<x≤x2. Разобьем интервал (r1x0, xaJ на интервалы вида

[≠∙ min(< x≈)]='"∙n = 0, 1..............W=miπ I m: ^>x, (16)



Дихотомическая задача 689Так как согласно утверждению 2) леммы 41 x2=0, когда x1=0=xo, то будем считать, что x1>0. Допустив, что соотношение (13) установлено для In (п = =0, 1, ..., n—1 < N), докажем его и для 1„.Пусть х° — любая точка интервала 1„. Покажем неравенствоmax [∕β<∙> (* “. у), ∕λ∞ (&, У)] (*°.  у) ДЛЯ 0 ≤y ≤ с. (17)Согласно (68)ι<7*  (Λθ)≥φ*  (х®),ибо x0<* 0≤*2∙  Таким образом, на основании (63)ι
/в® (* 0, Д') ≥∕ab∞ (*°,  Д') Для θ ≤ Д’ < ф*  (* 0)∙Следовательно, остается доказать неравенство (17) для φ*  (x0)≤^≤c.По определению
∕λ(* ,, y)=iφ(x∙)+∕(r1x<∙, у)] . (19)Так как r1x0∈Z⅛-1, то в силу предположения индукции
f ('г x°, У) =/л°> (rι χ0∙ У) Для φ*  (ri x0) ≤ у ≤ с(см. соотн. (13)). Но в силу (366)ι<₽*  (r1^)≤φ*  (л»)и поэтому
/(г1хУ,у)=/л=>(г1хл,у) для φ*(x 0)≤y≤c.Таким образом, на основании (18)
/л (* “. У) =f*∞  (х°, У) >∕λb°> (х°. У) Для φ*  (xβ) ≤ у ≤ с.Соотношение (17) доказано.Так как r1x0e⅛-1, то по определению для него верно (13). ПоэтомуЛ(*®  ,y) = max [∕xw(х®, у), ∕λb∞ (х®, у)] для 0≤y≤c.На основании же соотношения (17) при f(x, у)=/л (х, у)
/л (х. У) =/л°> (х. У) когда (х, у) е /» × [0, с].Также как и выше (см. (14) и (15)) из неравенства (12) заключаем, что при 

f(x,y)≈fn(x<y)

/в (х, y)=fa<° (х, У), когда (х, у) elį × [0, с].Из последних двух соотношений выводим.∕(x, y)≈max [д«(х, у), /в»(х, у)] для (х, y)<≡∕π- ×[0, с].Отсюда в силу неравеснтв φ*(x)≤c,  (9')ιH (10')ι получаем соотношение 13) для всех xel~n. Этим процесс индукции заканчивается.При x2<Ar имеет место следующая лемма.



690 В. Б. Бистрицкас

(19)
(19')
(20)

Лемма 5. Если о. (x1) > β (j1), то_ f /в» (х, у) для 0 ≤JP < q*  (х),
f(X. У) - I χι y} для qt (л) ≤j, ≤ с>

xi<x≤X,
причем

f(x, y)=fβ∞(x, У) =/лв® (x> У), когда j⅞ (х) и y = q(x).Доказательство. Покажем, что
f в (*.  У) =/в<*  (х, Д') для (х, j) ∈ (x2, X) × [0, с] при /(х,у)=/в(х,у)>/а(х>у)- Пусть это не так, т. е. существуют числа ти>1 и xo∈[x2∣ Ar], что∕(x0, y)=/flmA(x°, j) > max [fA (x0, ^), fβ∞ (x0, j)], когда O≤j>≤c. (21> Тогда по определению ∕b^λ(x0, д>)Λ* o, Д') =Λ-λ (* 0, Д') =РгВ (у) + • • • +рГ'/ва (А у). (22)Согласно соотношениям (50)ι, (51 )т и определению сc≤ψ*  (-x2)=7*  U2)≤y*  (* 0)∙Таким образом, на основании (45)ι√bx(x0. гГ'у) ≤Λb(* 0, '∙r1y),когда y0≤r2m~1y≤c. Имея в виду (22), получаем∕(x0, у)=/в™а(Л Д') ≤∕b">-ub (А У), когда y0<r!Γ1j≤c. Отсюда следует, что/(А у)=/в"а{х?, Д')≤∕'ав™№, У), когда y0<rn2l-1y≤c.Но это противоречит допущению (21). Если же 0≤∕2ot"17≤jo> то тогда из 22) вытекает
∕(* 0, rΓ1y)=fB(x°, rΓ1y)=fBA(x°, rr1j)∙Поэтому в силу (11)∕(x0, rς-,y)=fll∞(x°, rζ~iy)=ftλ(xf>, rζ-'y).Подставляя полученное выражение в (22), имеем
f(x°, y)=fB∞(x°, У)>/в"а(х°, У), 0≤rr,J≤‰что опять противоречит соотношению (21). Итак, полученное противоречие устанавливает справедливость соотношения (20).Используя соотношения (20) и (13), заключаем, что
/л(х, У) = max LA® (х, У). У>в® А, У>1.1 ≤ j ≤ max {m : rf,~1 х > xz} — mι, когда (х, j')e(x2, J∏ × [0, с]. По определениюА’в® (х°. У) =Pι A(xF)+ ■ ∙ ∙ +pΓi∕λb" (И“1 х“, У).А»->в® (χ0> y)=P1A(x0)+ • • • +рГ7в« (rj^1xo, у),

(23)



Дихотомическая задача 691где х® — произвольная точка интервала (x2, Ar]- Отсюда при помощи (63)∙ получаем, что■ fλsB∙>> (х°, у) ≤√>-∙ в» (* 0)5ζθ ≤>, < 9*  (rsrl *") ■Так как согласно лемме 7ι
q* (∏", x0) ≥ q* (r1Γ2 x0) > ∙ ∙ ∙ > (х®),то
∕∕∣'WΛ≤Λ>-4∙W Я πPh 0≤j>≤5*( j√>).Таким образом, формулы (63)ι и (10,)ι дают/в» (Л j)>max[,∕X*0, У), Л»в»(*°> >,)]. 1, 2................m1,когда 0≤y<q*  (х®), ибо в силу (69)ι φ*  (x0)>^*  (х®). Из соотношений (64), и (64')ι получаем, что
/лв°° (Л у) >∕b°≈ (*0, Д ?* (Х°) ≤ с.Следовательно, последние два соотношения на основании (20) и (23) означают также и соотношение (19).Покажем соотношение (19')∙ В силу (19)
f (х, Ч w) =Pι Л (х) +Pιf(rl х, q (x)j .Если r1x≥x2, τθ согласно утверждению 1) леммы 7ι Ξq(r1x) и q(r1x)> q (х). Опять применяя (19), из предыдущего соотношения выводим, что
f(x, 9(*))=P1Λ  (x)+Pιfs≈ (rlx, 4(x))=Jλb∞(x, ?(х)) •Отсюда и при помощи (65)ι следует (19') при r1x>x2.Пусть r1x≤x2. Тогда ввиду (70)ι и (376)ς^(x)<φ*  (x)≤φ*  (r1x).Поэтому на основании (13) и (65)ι
/(*.  ч(х}) =∕λb∞(x, 4(x))=∕b∞{x, Ч(х)) ■Лемма доказана.Лемма 6. Пусть α (x,)≥β (л). Тогда'.1) если φ*  (x*)≤r 2φ*  (х*)  для некоторого x*∈[0,  X], то

f(x*, y)≠fB∞(x*, у), когда c<jμ≤y, φ*(x*)≠0, (24)
и ψ*(x*)≤φ*(x*)∙, (25)2) если φ*  (x*)≥r 2φ*  (х*)  для некоторого x*∈[0,  X], тоψ* (х*) >ф* (х*). (26)Доказательство. Согласно соотношениям (9')ι и (23)ι

∕a∞(x*,  y)^fβ∞(x*,  y)≠=φ*(x*)≤J≤φ*(x*). (26')



В. Б. БистрицкасТак как φ*  (x*)≤c,  то соотношение (24) достаточно доказать для φ*  (х*)<
Пусть у*  - любая точка интервала (ф*  (х*),  у]. Тогда по определению 

fa°>(x*,  y*)=PaB(y*)+  ∙ ∙ ∙ +p,2faa,(x∙, rįy*),  где f = min{m:m> 1, г? Jz≤<P*  (**)}•Ввиду допущенияφ*(x*)≤Γ aφ(x*)φ*(x*)≤r' 2*̂≤φ*(x*),ибо ⅛-1J>*>φ*(x*).Поэтому в силу (26')∕b∞ (×*,  У) ≤∕b'λ≈ (×*,  j*);и этим соотношение (24) доказано.Докажем неравенство (25). Если функция ф (х) не существует в точке х*,  то по определению ф*  (х*)  = У, откудаψ*(x*)≤y=φ*(x*).Остается рассмотреть случай, когда ф*  (x*)=φ  (x*)∙  В силу (23)ι и (9')ι по­лучаем, что/ях» (X*.  У) >fr> (x*,  y)≠*  ≤y ≤

и
ftΛ°∙(×*,  y)>Λ*(x*,  У)^ v*rf i ■Так как ф*  (x*)≤r aφ (х*),  то на основании последних двух и соотношения (25)ι выводим, чтоΛx-(x*,  ф (**))>/.»(**.  φ(x*))=∕x≈(**,  φ(x*)) o≡ α(x*).

Соотношение (28)ι дает, чтоΛx-(**,  ψ*  (x*) ) ≤∕x∙≈ (**.  Ψ*( x*))≡ lta(x*)∙
Из последних двух неравенств имеем, чтоψ*(x*)≤φ(x*),ибо функция/ял» (х*,  у) =Pa В (у) +Pa * (×*)монотонно возрастает в интервале (y0> У) при фиксированном х. Итак, соотно- шение (25) доказано.



Дихотомическая задача 693Перейдем к доказательству утверждения 2). Так как ψ*  (x*)=y,  когда ψ*  (х*)  не существует, и φ*  (x*)=0,  когда φ (х*)  не существует, тоф (x*)  ≤ Y = ψ*  (x*)
и r2 ф*  (χ*)  ≤ φ*  (χ*)  = 0 ≤ ψ*  (х*) .Следовательно, остается рассмотреть случай, когда ≡φ (х*)  и 3ψ (х*).  Так как

/в (χ*.φ*  (χ*))  =Рг в (φ*  (×*))  +pJ↑χ, ⅛ ⅞*  (χ*)]и raφ*  (**)≤<P  (χ*),  то в силу (13) и (1Γ)i
f (х ,r> V*(x*))  =∕b≈ (x*∙  r2 φ*(x*))  .Таким образом,/в» (x*,  φ*(x*)j  >/вл« {x*,  φ*  (х*))  •В соответствии с (23)ς/л»(х*-9*(х*)}>/в “(х*.  φ(x*))  •Сравнивая последние два соотношения, получаем, чтоЛ» (x*,  ⅞*(x*))  >/вл»(х*,  ф*(х*))  .Теперь ввиду (28)ιφ*  (x*)  ≤ ψ*  (х*).Лемма доказана.Лемма 7. Пусть α (x1) ≥ β (y1). Тогда:

О ≤ х ≤ х2,

1) если φ*  (xι)≤r2φ*  (x1), тоτl 4 f Λ∞ (*,  У) для c≤y ≤ ψ*  (х),
для ψ*(x)<y≤  У. (27)0 ≤x ≤x2∙,2) если φ*  (x1)≥r2φ*  (*1), то

rl 4 1 /а<*  (х, у) для с ≤y ≤ М*  (х),
для Λ∕*(x)<y≤y, (28)

где М* (х) — непрерыная функция, удовлетворяющая соотношению

- ∕∙*ω= ψ*  (х) для ф*  (х) для Ψ*(χ)>
О ≤ х ≤ x1, X1 ≤ X ≤ х2, x2 ≤ х ≤ χ2;x1 = min |х: 0 ≤ х ≤ x1, φ*  (х) ≥ r2 ф*  (х) | x2 = max {x : x1 ≤ х ≤ x2, φ*  (х) ≥ r2 ф*  (х)

(29)
(30)

6. Литовский математический сборник VIII-4



694 В. Б. БистрицкасДоказательство. Докажем неравенствоЛв» (х, у) ≤ шах [χ1α> (х, у), /Вф (х, у)] , (31)когда (х, j>)∈[x0, χz] × [У1, Я- Пусть х° — любая точка интервала [x0, x2]∙ Тогда согласно (36a)ι
φ*(x o)≤φ*(τιx o)и поэтому, на основании (23)∏/в» (r1x0, у) ≤∕aqo (r1 х°, у) при y1 ≤ у ≤ ф*  (х°). (32)По определению
∕ab∞ (* o, У) =Pι Л (x0) +Pιfβ∞ (r1 х°, у).Следовательно, ввиду (32)
Sab°° (A У) ≤Λ∞ (A У), Ух ≤У ≤ Ф*  (* 0)∙Так как в силу (5)g*(x 0)≤φ*  (х°),то Λb∞ (А У) ≤∕a* (х°, j) при У1 ≤у ≤ q*  (х°)•Кроме того, на основании (3) имеем, что
∕ab∞ (Л У) ≤∕b∞ (×q, У) при q*  (х°) < у ≤ Y.Из последних двух неравенств следует соотношеие (31).При доказательстве леммы нам понадобится еще такое неравенство: 
f(x, У) ≠∕λbot а°> (х, У), (33)m=l, 2, ...»когда (х, ^)∈[x0, Хг1 × к, У1- Обозначим через х° произвольную точку интерва­ла [x0, х2]. Тогда согласно (36)įψ*(x 0)≤ψ*(r 1x0).По определениюΛb"> a∞ (А У) =Pι А (x0) +p1fB>n x∞ (rι х°, у).Поэтому на основании неравенства (12)
∕ab^a∞(x0> y)≠f(x0, У),когда c≤,y≤ψ*(x 0). Далее, используя соотношение (46)1, получаем, что
fab* a<° (* 0. У) <∕bab"-' а°° (А У) при У*  (х°) < У ≤ УТак как ввиду (50)ι у*  (x0)≤ψ*  (х°), то последние два неравенства дают сооотношение (33).Перейдем к доказательству утверждения 1). Так как согласно (10) при 

/(х,у)=/а(х,у)

f а (*,  У) =Л« (х> У), когДа (•*>  У)e [θ. xol × к, У],то
f(xt j>) = max I∕a∞ (х, у), ∕βmx∞(x, У), ∕fl∞(x, У)], (34) 



Дихотомическая задачакогда (х, y)∈[0, x0]×[c, у], m> 1. Из утверждений 1) лемм h и 2ι и соотно­шений (12)1 и (26)ι следует, чтоr2φ*  (х) >φ*  (х) для всех 0≤x≤X,когда raφ*  (xl) >φ*  (x1). Поэтому при помощи (24) можем написать, что
f(x, У) ≠fβ∞ (х, У) Для (х, у) ∈ [О, X] × (с, У].Таким образом, из соотношения (34) следует, что (35)

(36)при c<y≤K∙, O≤x≤xoj m≥l.Покажем, что соотношение (36) справедливо и для x0≤x≤x2. Разобьем интер­вал (r1x0, х2] на интервалы Iit j=0, 1, ..., N.Для любого x∈Z0 соотношение (36) установлено. Докажем соотношение (36) для всех xeln в предположении, что оно верно для Ii∖ ι=0, ..., л—L По определению
/л (×, y)≈PιA (x)+∕('ιX, у).Так как из x∈Zn следует, что r1x∈Zπ.1, то согласно предположению ин­дукции
/л(х, J>)=max у), /ЛВ”л^(х, >>)] для (х, j)∈∕.×(c, У].

Отсюда на основании (33) вытекает, что при f (х, y)=fA (х, у)
/а(х, y)=fA<Λ×> У) Для (х, y)∈Zn×(c, У].Имея в виду соотношение (35), заключаем, чтоЖ y) = max [√>(x, у), fBmA<*(x,  _>>)] ,

когда (х ,y)∈Zn × (с, у]. Этим процесс индукции закончен. Итак,
f(x, J') = max [/л» (х, у), flfnλ∞ (х, j∕)] ,когда (х, y)∈[0, x2] × (с, у]. Отсюда согласно (12)/л® (х, У) >∕b^a∞ (х, У) Для (х, у) ∈ [0, x2] × (с, ψ*  (x)J.Кроме того, в силу (29)ι
∕a∞ (х, У) <∕ba∞ (х, У) Для (х, j) ∈ [0, x2] × (ψ*  (х), У].Следовательно, последние два неравенства завершают доказательство (27).Так как по (30)φ*  (х) <rzΦ*  (х) для всех 0≤x<x1,то доказательство соотношения (28) в области [0, x1) × [с, у] проводится, аналогично (27).
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В. Б: БистрицкасДалее, производя стандартное разбиение интервала (r1,x1, х2] на интер­валы вида
Ti=(j⅛-∙ min (τr∙ λ⅛)]∙ f=0∙ 1..............'о;
⅛ = min∣ i: -^->xa |

при x1≠0, по индукции докажем соотношение (28) для x1≤x≤x2. Очевидно, что соотношение (28) для всех xelo установлено. Предположив, что соотно­шение (28) верно для всех xeli (ι = l, л —1), докажем его для всех x∈Zn. Пусть х° — произвольная точка интервала ιn. Тогда согласно предположению (см. соотн. (28))Λ* o> У) = max [χlα, (х», у), fλs,m^ (х®, у), ∕λb∞ (х®, >>)] ,когда c<y≤y, при ∕(x0, у) =Д (х°, у), ибо точка r1x9eln^1. Отсюда в силу соотношений (31) и (33) вытекает, что
/а(* o, У) =/л® (*°,  У) Для с <y ≤ Yлри ∕(x0, у) =fA (x0, у). Отсюда∕(x0, y) = max[∕xoo (х°, у), /втлоо (х°, у), ∕b∞(x0, у)] , (37)

когда c<y≤ у. Теперь выделим два случая:а) x0∈[*ι,  ⅛], т. е. φ*  (x0)>r2φ*  (х°)(см. соотн. (30)). Тогда в силу утверждения 2) леммы 6ψ*(xθ)>φ*(x 0). (38)«Следовательно, соотношения (23)ι и (12) дают/л® (*°,  У) >max [∕b∞ (х°, у), fBmAa> (x0, у)] ,когда c<y≤φ*  (х°). Кроме того, ввиду (24)1/а® (Л У) <∕b*>  № У) ∏PH φ*  (х°) <У< КИтак, из последних двух неравенств и соотнешения (37) получаем (28) при условии а) для (х, y)∈∕n × (с, у].б) x0^[x1, х2]. Следовательно, x0 ∈7n ∩ (x2, J∏. Поэтому φ*  (x0)>r2φ*  (л°) откуда согласно (25)ψ*(x°)≤φ*(x°).  (39Отсюда на основании (24) и (37)
f(x0, y) = max[∕xoo(x0, у), fBmAn (x0, y)],c<y≤y.Поэтому на основе (12) и (29)ι получаем доказательство соотношения (28) лри условии б) для (x,y)∈7n× (с, у].



Дихотомическая задачаОстается рассмотреть случай, когда x1=0. Используя соотношение (10)b имеем, что
f(×, j,) = max у), (×, у), /в» (×∙ J,)]для (х, ,y)∈[0, x0J× (с» ⅛ θ предположении xo≠0, отправляясь от последнего соотношения, мы можем провести аналогичные рассуждения, приведенные ниже соотношения (37).Случай xo=0 рассматривается тривиально, ибо тогда x1=0=x2> и лемма доказана.Институт физики и математики Поступило в редакциюАкадемии наук Литовской ССР 12.Ш.1968Литература1. В. Б. Бистрицкас, Лит. мат. сб., УШ, № 3 (1968), 423—435.2. В. Б. Бистрицкас, Лит. мат. сб., УШ, № 2 (1968), 225—232.
DICHOTOMIN1S DINAMINIO PROGRAMAVIMO UŽDAVINYS 
GRIEŽTAI IŠKILOMS FUNKCIJOMS. IIV. BISTRICKAS
(Reziumė)Sakysime,

f(xt j)=max A: Pι[A(x)+f(r1xt jį] 
B: P2[B(y)+f(x, raj)] ]• (y)[0≤Pι, Pz, rl, r2<l∙, 0≤x, y<∞. Įrodoma keletas lemų apie proceso f(x, y) elgesį, kai vertės funkcijos A(x) ir B (y) griežtai iškilos.

DICHOTOMIC PROBLEM OF DYNAMIC PROGRAMMING FOR THE 
STRICTLY CONVEX FUNTIONS. IIV. BISTRICKAS
(Summary)Some lemmas on the behaviour of the solution for the functional equation (γ), are proved, when value functions A(x) and B(y) are strictly convex.




