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ОБ ОДНОМ КЛАССЕ ИНВАРИАНТНЫХ АФФИННЫХ 
СВЯЗНОСТЕЙ НА ГРУППАХ ЛИР. В. восилюсВ пространстве связной группы Ли ® будем рассматривать класс право- инвариантных аффинных связностей без кручения, обладающих определенным свойством геодезических линий, а именно — класс связностей, геодезические линии которых являются траекториями однопараметрических подгрупп полу прямого произведения Г (называемого также нормальным произведением или нормальным расширением) группы Ли © и некоторой группы Ли G ее автоморфизмов.Любая группа Ли ® относительно любого ее нормального расширения Г обладает такой связностью. Это связность Картана группы Ли ®. Ее геодезические линии совпадают с траекториями однопараметрических под групп самой группы Ли ®. Этот случай является тривиальным для полу­прямых произведений, поэтому мы исключим его из рассмотрений, т. е. под связностями, геодезические линии которых являются траекториями однопараметрических подгрупп группы Ли Г, будем подразумевать связнос­ти, не совпадающие со связностью Картана группы Ли ®.В [3] отмечалось, что А.М. Васильевым [2] в пространстве группы Ли ®, с заданной оснащенной подгруппой g, построено одно параметрическое семейство связностей (С-связности), инвариантных относительно всех правых сдвигов и левых сдвигов, определяемых подгруппой g, геодезические линии которых совпадают с траекториями одно параметрических подгрупп прямого произ­ведения групп этих сдвигов. Тем самым мы получаем пример право-ин­вариантных аффинных связностей, определенных в пространстве группы ®, геодезические линии которых являются траекториями однопараметри­ческих подгрупп некоторого полупрямого произведения Г группы Ли ® и группы Ли G ее внутренних автоморфизмов, соответствующих подгруппе g.Тот факт, что С-связности не только право-инвариантны, но и лево-инва­риантны относительно сдвигов подгруппы g позволяют легко установить совпадение геодезических линий с {траекториями одно параметрических подгрупп группы Ли Г. В случае, когда связность только право — инвариант­на, в [3].относительно некоторых классов связностей были указаны достаточ­ные условия для такого совпадения.В этой статье рассматривается общий случай группы Ли ® без какой-либо дополнительной структуры, поэтому изложение начинается теоремой, позво­ляющей определить, является ли заданная геодезическая линия некоторой



700 P.'В. Восйлюс 1 iинвариантной аффинной связности траекторией одно параметрической под­группы нормального расширения Г. Эта теорема позволяет получить необхо­димые и достаточные условия для того, чтобы на группе Ли (5 существовала право-инвариантная связность,} геодезические линии которой являются траекториями одно параметрических подгрупп полупрямого произведения Г. Дальнейшее изложение посвящено изучению структуры групп допускаю­щих такие связности.
1. Аппарат исследованияМы будем рассматривать связную группу Ли (5.1) Если задана группа Ли G автоморфизмов группы ф, то, как это извест­но из общей теории групп [6], такая пара порождает некоторую новую груп­пу Г, называемую нормальным или полупрямым произведением этих групп. По определению, пространство новой группы Г является прямым произведе­нием пространств сомножителей, обладающим следующим образом заданной операцией умножения:(γι, S1)∙(γ2, g2)]=(γι∙γ2, γ2(gι)∙g2) •Здесьγi∈G, g1∈Φ, Z=l, 2,а через γ2 (gi) обозначен элемент группы Ли ф, полученный из элемента g1 при помощи автоморфизма, соответствующего элементу γ2 группы Ли G. Умножение, обозначенное точками, происходит соответственно в группах 

Г, G и ф.Очевидно, что это умножение аналитично в дифференцируемой структуре пространства Г, индуцируемой разложениемΓ = G×Φ.Следовательно, Г тоже группа Ли (в общем случае не связная). Существу­ют естественные отображения
i: Φ→Γ,√ : G→Γ,определяемые соотношениями:
i(g) = (E.g)'∙ JM=('f, е),где через Е и е обозначены единницы групп G и ф соответственно.Легко проверяется, что отображения i и j являются изоморфизмами групп ф и G на соответствующие подгруппы группы Ли Г. Эти подгруппы мы тоже будем обозначать через ф и G, т. е. группы Ли ф и G мы будем считать при помощи отображения i и отображения j реализованными в качестве подгрупп группы Ли Г. В таком [случае ф становится нормальным делителем группы Г, фактор группа которого локально изоморфна группе Ли G.Алгебры Ли групп ф, G и Г будем обозначать соответственно через Ф, 

D и Г.



Об одном классе инвариантных связностей 701При помощи дифференциалов отображений i и j можно алгебры ® и D изоморфно вложить в алгебру Г. В таком случаеГ = ® + Р (1)как векторное пространство.Для того, чтобы полностью восстановить в пространстве Г структуру алгебры Ли, надо научиться находить коммутаторы векторов х и у в том слу­чае, когда первый принадлежит алгебре Ли (5, а второй алгебре Ли D.Определим некоторое правостороннее действие группы Ли Г в пространст­ве группы (5. С этой целью, каждому элементу (γ, g) группы Ли Г поставим в соответствие диффеоморфизм пространства ®, определенный по следую­щей формуле:(go) (γ,g)=γ (g0)∙g∙В таком случае((go) (γι, gi)j (γ2, g2)=γ2 (yi (go) ∙ gi) ∙ g2 = (γ2 ∙ γi) (go) ∙ γ2 (gi) ∙ g2== (go) (γι∙γ2, γ2 (gι)∙g2),τ. e. группа Ли Г действительно становится группой Ли преобразований пространства (5. Очевидна транзитивность действия группы Г.Рассмотрим одно параметрическую подгруппу группы Ли Г, проходя­щую через единицу группы по направлению вектора z∈Γ. Пусть
z=x+yявляется разложением (1) для этого вектора. Обозначим через X, In Z право — инвариантные векторные поля на группах Ли (5, G и Г, порожденные соответ­ственно векторами х, у и z.Группа автоморфизмов G обладает точным линейным представлением 

А в алгебре Ли (5 группы Ли (5. Каждому элементу γ∈G в этом представлении соответствует линейное преобразование пространства ®, определяемое мат­рицей А (γ).Пусть(y, g) (0=(γW, g(θ)является уравнением вышеуказанной одно параметрической подгруппы. Рассмотрим действие этой подгруппы на векторное поле X. В виду того, что поле право — инвариантно указанное действие сводится к однопараметриче­ской подгруппе преобразований вида А (γ (t)). В алгебре Ли мы получаем кри­вую x(0 = ^(γ(0) W∙По определению коммутатора|,=0=[zx]=b-x].



702 P. В. ВосилюсТоже самое можно написать и так:
При помощи формулыα'=4M(γw)для каждого вектора yeD можно определить матрицу ay, если под γ (t) подра­зумевать однопараметрическую подгруппу группы Ли G, проходящую че­рез единицу этой группы по направлению вектора у.ТогдаD*]=M*)∙  (2)По свойствам коммутирования легко установить, что ay является дифферен­цированием алгебры Ли ®, линейно зависящим от у. Алгебра Ли D является алгеброй дифференцирований алгебры Ли (5.Пустьz1=x1+y1,¾ = ^2÷^2два вектора алгебры Ли Г. Используя линейность операции коммутирования, то, что (5 и D являются подалгебрами Ли и соотношение (2), получаем:kι, ⅞] = bW2]+fl,1 (*2)-α, 1 (*1)  + [*1,  *2J∙Дадим формальное определение.Пусть заданы алгебра Ли ® и алгебра Ли D ее дифференцирований. Про­странствоΓ = (5 + Z)с умножением[(*ι,  Ji) (*2,  b)] = (öU*2)-a*(*i)  + [*i,  *2],  [У1, >,2]) ,где ау (х) означает дифференцирование элемента х алгебры Ли ® при помощи элемента у алгебры Ли D является алгеброй Ли, называемой голоморфом алгебр Ли (5 и D.Тем самым мы установили, что алгебра Ли полупрямого произведения является голоморфом алгебр Ли перемножаемых групп.Пусть γ : ® × (5→(5 некоторое билинейное отображение, каноническим образом порождающее тензор типа γjr l. Этому тензору на группе Ли (δ соответствует право—инвариантное тензорное поле (которое тоже будем обозначать через γį-l), определяемое условием yįL =const в соответствую­щем право—инвариантном базисе.Представление А группы Ли G индуцирует представление алгебры Ли D в линейном пространстве тензоров (или, что тоже самое, в пространстве право— инвариантных тензорных полей). Рассмотрим подробнее это представление для указанного типа тензоров.



Об одном классе инвариантных связностей 703Пусть α=α (г) является однопараметрической подгруппой группы Ли 
G, проходящей по направлению вектора у через единицу этой группы. Под действием этой одно параметрической подгруппы, тензор γ∕b порождает некоторую „тензорную кривую“

A?(t) J'r(r) γ⅛ .Дифференцируя эту кривую и учитывая то, что
Д?W = %, -<⅛(0) = ⅛,получаем:—— jr=0 = (ay)κ Ypl + Ml Тгр — Мр Ykl •Введем следующее обозначение:

где дифференцирование происходит вдоль однопараметрической подгруппы с касательным вектором у. Мы получили такую формулу:(¾γ) (x1, x2)=γ([y, x1], x2) + γ(*ι,  [У, *2])-[κ γ(*ι,  *2)]  , (3)где x1 и х2 произвольные векторы алгебры Ли (5.Аналогичные формулы могут быть получены для тензоров других типов.2) Пусть М некоторое параллелизуемое многообразие с параллелизацией ω. Через Rn будем обозначать и-мерное евклидово пространство, а через ω — Ял-значную 1 -форму, определяющую на многообразии М параллелизацию ω.Параллелизация ω позволяет на многообразии М определить аффинную связность без кручения. Для этого сперва определяется некоторая аффинная связность требованием, чтобы векторные поля ω~1(x) для каждого фикси­рованного xεRn были параллельными вдоль каждой кривой. Потом можно построить связность с теми же геодезическими линиями и нулевым круче­нием.Это построение, примененное к право—инвариантным или лево—инва­риантным параллелизациям группы Ли приводит к одной и той же аффин­ной связности без кручения. Такая связаность называется связностью Картана данной группы Ли.Расслоенное пространство реперов связной группы Ли (5 обладает сечениями инвариантных базисов. Более точно, если В (®) означает расслое­ние реперов группы Ли Ф, то каждый базис x1, x2, ..., хп алгебры ® этой группы при помощи соотношения
X(g)=[g, X1(g), X2(g), ...,x,(g))

определяет сечение χ : (5→B (ф). Здесь, как всегда, X1, Х2, ..., Х„ означает право — инвариантные векторные поля со значениями .v1, x2, ..., хп в еди­нице группы.



704 Pr В. ВосилюсПри помощи таких сечений мы можем „снести“ все формы пространства 
В (ф) на базу ф. При этом будут сохраняться все соотношения между формами включая и структурные уравнения. Пользоваться такими „снесенными“ формами в этом случае удобнее, чем пользоваться построениями в простран­стве В (ф). В дальнейшем все формы будут подразумеваться как снесенные вышеуказанным образом.В пространстве группы Г определим линейные формы Ω и Θ. Для этого используем разложение в прямую сумму касательных пространств группы Г. Пусть (γ, g) — точка пространства Г иAy, g)= Ay) + Ав)соответствующее разложение. По определению

Ω ( Ay, g)) = ¼)»

θ (Ay, r)) =Λy) *Здесь Хф и y(Y) означает такие векторы алгебр ф и D, для которых соответс­твующие право—инвариантные поля на группах ф и G в точкахg∏γ прини­мают значения векторов ¾ и Z(Y) соответственно.Ограничение формы Ω на группу Ли ф удовлетворяет структурному уравнению Картана:
dQ(Xl, X2)=~ω([X1, X2]).Аффинная связность без кручения на группе Ли ф задается снесенной при отображении χ формой связности φ, удовлетворяющей структурным уравнениям такого вида [1]:JΩ = — φΩ,⅜ = -у [φ, φ] + Φ.Первое структурное уравнение можно переписать так:— Ω ([X∏)=-φ W∩(r) + φ(y)∩(X).Здесь X и Y — поля на группе Г. Далее это уравнение представим в таком виде:

Это делает очевидным такое решение первого структурного уравнения:
<p(X)=⅛ adΩ (X) + ad Θ (X). (5)Если^Г — право — инвариантное поле на группе Ли ф, тоφ(JT)=∣ αJΩ(Ar) = const.



Об одном классе инвариантных связностей 705Следовательно форма φ право — инвариантна на группе ®. Вычисляя dq> для право — инвариантных полей, получаем:
d<f (X1, X2) = X1 φ (X2) -Xt<f (X1) - φ ([X1, Λ-2]) = - φ ([X1, X2]) .Аналогичный результат можно получись и для инвариантных полей группы 

G. Так как из таких полей можно построить базис группы Г, то<⅛(X1, X2)= -φ([Λ1, X2])для произвольных полей этой группы, разлагающихся с постоянными коэффи­циентами через этот базис. Для этих полей
⅛(X1, x2)= -∣ a<∕Ω([X1, X2]) -α<∕[Θ(X1), Θ(X2)] .С другой стороныI [φ, φ](X1, X2)=[φ(⅛ φ(%2)] =
= [∣ ada(Xl)+adQ(X1), ad О. (X2) + ad&(JT2)] .Из тождества Якоби следует, чтоαJ[xy] = tπZx ady — ady adx

для произвольных векторов алгебры Ли Г. Используя это соотношение находим1 [φ, φ] (Λ1, Х2) = 1 σrf[Ω(X1), Ω(Xs)] + l αrf[θ(X1), Ω(X2)] + +4 α<∕[Ω(X1), Θ(X2)]+αrf[Θ(Xl), Θ(Z2)] .Из второго уравнения системы (4) следует, чтоФ (X1, X2) = - 4 ad [ω (X1), Ω (X2)] (7)для произвольных полей группы Ли ®.Следовательно, форма (5) на группе Ли ® определяет инвариантную аффинную связность без кручения с формой кривизны Ф, определенной форму­лой (7). Это и есть связность Картана группы Ли ®.Для того, чтобы получить любую другую инвариантную аффинную связ­ность на группе Ли ®, достаточно к форме φ прибавить некоторое инвариантное поле „линейных преобразований“. Более точно — каждому вектору х алгебры ® поставим в соответствие линейное преобразование γx этого пространства. Если X, Y 1л. Z поля на группе®,которым в единице группы соответствуют векторы х, у и z алгебры Ли ®, причемz=y≈ О'),то инвариантное поле линейных преобразований определим соотношением z=Yx (У)-Благодаря линейной зависимости γx от вектора х, существует взаимно-однознач­ное соответствие между инвариантными полями линейных преобразований и соответствующего типа тензорами в алгебре Ли ®.



706 P. В. ВосилюсИнвариантная аффинная связность определяется формойτ=φ+γ.Так как γx (у) билинейно, то(τ(X)) (У)=| [Ω(X), у] + [©(Х), r]+γ(r, Ω(X)) , где через γ (У, Ω (Ar)) обозначено соответствующее билинейное преобразование:γ(y, Ω(X)) = γx(y) в применении к инвариантным полям Хи У, порожденным векторами х и у Легко устанавливается, что связность, определенная формой τ имеет нулевое кручение в том и только в том случае, еслит (у, Ω(X))=γ (х, Ω(K)) .Кривая g=g (t) в пространстве группы Ли ф тогда и только тогда является геодезической линией связности, определенной на группе Ли (5 при помощи формы τ, если
(8)где g*  означает касательный вектор к кривой ([1] стр. 133 лемма 9. Указан­ные там уравнения мы написали для снесенных форм.)

2. Условия для совпадения геодезической линии инвариантной 
аффинонй связности группы Ли ф с траекторией однопарамет­
рической подгруппы полупрямого произведения ГВыше мы определили правостороннее действие группы Ли Г в пространст­ве группы Ли ф. Сейчас мы выясним, в каком случае геодезическая линия инвариантной аффинной связности, заданной в пространстве этой группы, может совпасть с траекторией одно параметрической подгруппы группы Ли Г относительно этого действия.Пусть канонически параметризованная геодезическая линия в точке 

t=0 проходит по направлению вектора α∈Φ, т. е. имеет направление вектора, соответствующего в этой точке вектору право — инвариантного векторного поля на группе Ли ф, со значениями а в единице группы.Из соотношения (8) вдоль геодезической линии получаем:- г*  (О (г*)) =[® te*).  ω te,)]+1 γ (ω te*).  ω te*))  •Или, так как Θ (g*)=0:-g,(Ωte.))=∣γ(Ωte,h ∏te,)).Это означает, что О)вдоль геодезической линии.



Об одном классе инвариантных связностей 707Пусть (α (t),g(t)) является одно параметрической подгруппой с касатель­ным вектором (b, Ω (g*))∙  Так как при правых сдвигах, соответствующих этой подгруппе, геодезическая линия скользит вдоль себя, то вдоль траек­тории этой подгруппы4ω⅛.) = [z>, Ω(gφ)]. (10)Геодезическая линия совпадает с траекторией одно параметрической под­группы в том и только в том случае, если вдоль этих кривых производные их касательных векторов совпадают, т. е. когда совпадают правые части формул (9) и (10). Это приводит к тому, что вектор¾=[Ω(g*).  *] —2- γ(∏te,), Ω(s*))
должен тождественно обращаться в нуль вдоль траектории однопараметриче­ской подгруппы.Мы можем саказать, что геодезическая линия, в начальной точке г=0 проходящая по направлению вектора а тогда и только тогда является траек­торией однопараметрической подгруппы группы Ли Г, когда можно подобрать такой вектор Z>∈Z>, чтобы вдоль траектории одно параметрической подгруппы группы Г, с касательным вектором а+Ь тождественно обращался в нуль вектор So. Геодезическая линия и будет совпадать с траекторией этой однопа­раметрической подгруппы.Мы хотим найти те условия, которым в таком случае должен удовлетворять вектор а.Используя уравнения (10) построим бесконечную последовательность векторов S,α, определяемую формулой*S°+ι =-Jf ⅜,при помощи дифференцирования вдоль траектории рассматриваемой однопа­раметрической подгруппы. В виду билинейности операции коммутирования и отображения γ, легко находим, что5°=4 Σ (a)γ(⅛pnte*).  <⅛,Ωte*))  + a°÷"Ω(g,). (11)

Р. ч 
р+ч= оЗдесь aį означает р -кратное применение преобразования ab, ⅛ означает тождественное преобразование.Следовательно, не только вектор So, но и все векторы, построенные по фор­муле (11) должны тождественно обращаться в нуль вдоль геодезической линии, если она совпадает с траекторией одно параметрической подгруппы группы Ли Г.Сейчас мы докажем обратное: если в некоторой точке /=0 при подходящем выборе вектора b обращаются в нуль все векторы Sa, то в окрестности этой точки геодезическая линия является траекторией однопараметрической подгруппы с направляющим вектором а+Ь.



708 P. В. ВосилюсДля этого рассмотрим последовательность ⅛ (я), ab(a), ...,ag(a), ... 'векторов пространства ®. Она обладает следующим свойством: можно ука­зать число π таким образом, чтобы все векторы а% (а) для которых p>π ли­нейно выражались через векторы αg (а), для которых ^≤π. Используя это и формулу (11) легко доказать, что аналогичным свойством обладает и последо­вательность векторов Sα, Пусть
So ≈P*S kt

к=0, 1,2, ..., ф; a>ψ.Докажем, что Pį не зависят от параметра t. Другими словами, они не зави­сят от векторов g*.  Для этого рассмотрим последовательность
Е, аь, <⅛t a3b, ...матриц, где через Е обозначена единичная матрица. ЕслиЕ + λ1 ab + λ2 a⅛ + λ3 a⅛ +... + λψ ab = 0и λψ ≠0,то
а, ab (а), a2b (а), a3b(a), .... aį (a)

И a1, ab(a1), al(a1), <⅛(a1), ..., <⅛(σ1)для произвольных векторов а и a1 пространства ® удовлетворяют такой же зависимости, как и матрицы. Это доказывает, что коэффициенты разло­жения постоянны относительно t.Допустим, что вектор beD можно выбрать таким образом, чтобы соотно­шения Sk=0 (12)выполнялись в начальной точке. Для этого значения вектора пространства 
D получаем, что векторы Sk вдоль геодезической линии удовлетворяют линей­ной системе дифференциальных уравнений с постоянными коэффициентами:

dS0   ς, dS1   ς, dSφ   „к „
~dΓ~^> ~dΓ~^ ~dt 2Φ+1*VТак как в начальной точке все эти векторы обращаются в нуль, то они равны нулю и в некоторой окрестности этой точки. ТождествоSo=0означает, что в этой окрестности геодезическая линия является траекторией однопараметрической подгруппы группы Ли Г.Теперь мы докажем, что геодезическая линия полностью является траек­торией этой однопараметрической подгруппы. Для этого допустим, что геодезическая линия и рассматриваемая траектория однопараметрической подгруппы расходятся. Это может произойти двумя способами. Либо они совпадают для канонического параметра r≤∕0 и не совпадают, если t>t0-, либо они соппадают при t<t0 и не совпадают, если ∕>∕0.



Об одном классе инвариантных связностей 709Так как в первом случае условия (12) выполнены и в точке t=t0, то, как доказанно, они совпадают и в некоторой окрестности этой точки. Остается рассмотреть второй случай. Так как в этом случае кривые совпадают для t<t0, то во всех точках, с этими значениями канонического параметра, выполнены условия (12). Ввиду аналитической зависимости векторов Sk от касательных векторов однопараметрической подгруппы и геодезической линииlimSfc = 0, 
t→t0следовательно, они выполнены и в этой точке. Расхождение геодезической ли­нии и траектории однопараметрической подгруппы невозможно.Остается заметить, что число π≤dim(5. Для того, чтобы в выражение век­тора S,α не входили новые векторы а£ (Ω (g*))  с показателями p≤π, достаточно взять a>π+l. Следовательно, Ψ≤dim(5 + 1.Мы доказали следующий результат.

Теорема 1. Если геодезическая линия право-инвариантной аффинной 
связности, заданной на группе Ли (5, в начальной точке проходит по на­
правлению вектора a∈(5, то множество однопараметрических подгрупп 
группы Ли Г, траекторией которых она является, находится во взаимно — 
однозначном соответствии с множеством решений относительно векторов 
bεD системы алгебрических уравнений

Sk=Qtfc=0, 1, 2, ..., dim (5 + 1, (13)
левые части которых по формуле (11) построены в начальной точке. Иско­
мые однопараметрические подгруппы через единицу группы Л и Г проходят 
по направлению векторов а+Ь.

3. Условия существования связностей с геодезическими линиями, 
совпадающими с траекториями однопараметрических под­
групп полупрямого произведенияТеорема 1 позволяет найти условия, необходимые и достаточные для того, чтобы все геодезические линии право —инвариантной аффинной связности совпадали бы с траекториями одно параметрических подгрупп группы Ли Г.Итак, допустим, что любая геодезическая линия является траекторией не­которой одно параметрической подгруппы группы Ли Г. Это значит, что для любого вектора де(5 определен некоторый вектор beD таким образом, что в любой точке группы выполенены условия (13).Для этого достаточно, чтобы они выполнялись в единице группы, что в дальнейшем и будет подразумеваться. Тем самым, уравнения (13) в алгебре Ли (5 определяют некоторую неявную функцию b = b(a), со значениями в алгебре Ли D. Для более детального изучения этой функции в алгебре Ли (5 и в алгебре Ли D зафиксируем базисы линейно независимых векторов. Через а1 и ba будем

7. Литовский математический сборник VIII-4



710 P. В. Восилюсобозначать координаты векторов этих алгебр относительно выбранных нами базисов. В таком случае
∕, J, К= 1, 2, ..., dim ® ; σ, ρ, τ= 1, 2, ..., dim G.Приравнивая нулю все координаты векторов Sk, получим систему уравне­ний, эквивалентную системе (13). Число независимых уравнений такой системы будет зависеть от выбора вектора а∈(5. Однако нам удобнее, дополняя такую систему уравнениями, зависящими от предыдущих, считать, что число уравнений не зависит от выбора векторов. Обозначим черезS×∙ = 0полученную таким образом систему уравнений.Рассмотрим якобиеву матрицу

dst i 
! ∂bσ i- •Допустим, что в точке (a0, b0)eV ранг этой матрицы достигает максимальное значение. Следовательно, для векторов пространства Г, принадлежащих достаточно малой окрестности точки (α0, b0), число независимых уравнений этой системы не меняется. Пусть системаSψ=0состоит из уравнений, независимых в этой окрестности, т. е. уравнений, якобиева матрица
ds*  ii 

!i ∂bσ 'которых в этой окрестности имеет максимальный ранг.Пусть
= bn)является значениями левых частей уравнений в рассматриваемой точке. Со­ставим новую системуSψ-S⅛ = 0. (14)Точка (α0, b0) является решением этой системы и в некоторой окрестности этой точки якобиан системы имеет максимальный ранг. Если этот ранг меньше чем dim G, то фиксацией некоторых компонент вектора b всегда можно достичь того, чтобы он остался максимальным и был равен числу оставшихся пе­ременных. Не меняя обозначений в дальнейшем мы будем считать, что якобиан системы (14) отличен от нуля. Тогда эту систему можно разрешить относительно переменных bσ. Ввиду того, что все уравнения системы (14) аналитически зависят от векторов а и b это решение тоже будет аналитическим [4]. Мы будем рассматривать только тот случай, когда αo = O. Такие связ­ности условно назовем линейными. В этом случае

ba==b$ + b°KaK+baKLaKaL+. . . (15)



Об одном классе инвариантных связностей 711в некоторой окрестности нуля. Так как уравнения (15) получены решением системы (14), то они должны тождественно удовлетворять этой системе. Однако,
Σ (’ )T(<≈* pα.аь α) + ⅛ + , “■

р. я 
р + Я-кПоетому Sj' = O. В таком случае система (14) совпадает с системой (13) и мы заключаем, что система (13) имеет в некоторой окрестности точки (0, b0) аналитическое решение вида (15).Подставим координаты вектора Ь, определяемые уравнением (15), в урав­нение S1 = 0, т.е. в уравнение-[α∕>] + ^ γ(α, α) = 0.

Мы будем интересоваться лишь условием, которое получится в том случае, когда мы приравниваем нулю коэффициент при произведении координат вида 
aκ aL.Для этого обозначим через ξ линейное отображение алгебры Ли® в алгебру Ли D, задаваемое соотношением(ξ(α))° = ⅛αλrотносительно выбранных нами базисов. Очевидно, что обращение в нуль коэффициента при aKaL на отображение ξ налагает условиер, ξ(α)]=∣γ(α, а),которое, более общим образом, можно представить в таком виде:γ(M)⅛ξ(j,)J+b,,ξW)∙ (16)Используя это условие, получаем:¾ = ∑ (*  )[α*" σ' ξ(⅛lα)] + flζ+lα.

Р- я 
р-я - kУравнения (13) превращаются в некоторые условия на отображение ξ : ⅛→ 

→D. Мы видим, что инвариантные аффинные связности, обладающие рассмат­риваемым свойством геодезических линий, могут на группе Ли ® существо­вать в том и только в том случае, если существует отображения ξ : S→Z), удовлетворяющие определенным условиям. Нам остается выяснить эти условия.Величины baκ содержатся в любом члене выражения∑ ■ (17)
р. я

Р >q-÷-k

7*  



712 P. В. ВосилюсНам важно выяснить, может ли член, содержащий только коэффициенты ∂⅛) разложения (15), быть похожим (как полином относительно величин 
а1 хотя бы на один член, содержащий и другие коэффициенты этого разложения. В каждом выражении Sk имеется по два члена, содержащих только коэффициен­ты ⅛. Один из них получается из выражения ⅛+1α, другой из выражения (17). Как полиномы относительно а1, они имеют степень £+1. Следовательно, любой другой член, подобный им, должен содержать коэффициенты Ь%. Мы докажем, что все такие члены равны нулю.Действительно, это просто следует из того, что в уравнении S,o=O имеется лишь один член, содержащий Z>g. Если через b0 обозначит вектор алгебры Ли 
D с компонентами Ь%, то этот член можно будет представить в виде [Z>0, а]. Тем самым[⅞, α]=0 для всех векторов окрестности точки Оо, а тем самым и для всех векторов пространства.Следовательно, члены в выражениях Sk, содержащие только b⅜ себе по­добных не имеют. Так как эти члены должны быть равны нулю, то это приводит к таким условиям:

∑ (к ) [а <«) a∙ ζ (fl,⅛ («), α] + a‰ α = °-
p+q≈kОни должны выполнятся для каждого вектора а окрестности точки_а0, а в силу однородности этих уравнений, и для всех векторов алгебры Ли С.При p=0, q=k получаем два члена[a. ξ‰>a)] и [<⅛(θ)a, ξ(a)]=-<⅛⅞Ja.

Для упрощения записи, введем следующие обозначения:
flξ(x)x=^ Aξ(x)χ- X* » ∙∙∙, aI(x)x~ Хрдля всех векторов хе®. В таких обозначениях имеем: (18)

для каждого вектора х алгебры Ли ®.Сейчас мы докажем, что условия (18) на отображение ξ : (5→D для того, чтобы по формуле (16) оно на группе Ли ® определяло линейную инвари­антную аффинную связность с геодезическими линиями, совпадающими с траекториями одно параметрических подгрупп полупрямого произведения Г, не только необходимы, но и достаточны.Условия (18) составляют только часть условий на коэффициенты разло­жения (15). Однако, как мы видели, эти условия единственные, в которые входят только коэффициенты ⅛.



Об одном классе инвариантных связностей 713
Следовательно, обращая в нуль все остальные коэффициенты разложения (15), мы тем самым удовлетворим и всем остальным условиям. Это доказывает наше утверждение.Таким образом, еслиЗвсе геодезические линии инвариантной аффинной связности, заданной на группе Ли (5 являются траекториями однопарамет­рических подгрупп группы Ли Г и связность линейна, то среди однопара­метрических подгрупп, траекторией которых является данная геодезическая линия, можно так выбрать одну из них (этому соответствует фиксация всех коэффициентов, кроме ⅛, на нулевом значении), чтобы зависимость ее на­правляющего вектора от вектора геодезической линии стала линейной. Это и порождает линейное отображение ξ : (5→Z).Нам остается сформулировать окончательный результат.n Теорема 2. Тогда и только тогда на группе Л и (5 существует право — 

инвариантная аффинная связность с геодезическими линиями, совпадающими 
с траекториями однопараметрических подгрупп полу прямого произведения Г и являющеюся линейной, если существует линейное отображение ξ : (δ→2>, 
удовлетворяющее условиям (18) относительно любоговектора х алгебры Л и (5.Такая связность с отображением ξ определяется при помощи формулы (16). Отображение ξ : (5 : ->D назовем допустимым, если оно линейное и удовле­творяет условиям (18). Тогда, ввиду однородности условий (18), каждое допустимое отображение ξ порождает о днопараметриическое семейство до­пустимых отображений вида λξ, где λ — элемент основного поля.Инвариантную аффинную связность, определяемую на группе Ли (5 допустимым отображением ξ, тоже будем обозначать буквой ξ. Следовательно, ξ — связности это те и только те связности группы Ли (5, которые линейны и геодезические линии которых являются траекториями одно параметрических подгрупп некоторого пол у прямо го произведения.Следовательно, если на группе Ли ® существует одна ξ — связность, то существует и одно параметрическое семейство λξ таких связностей.Докажем одну теорему о вполне геодезических подмногообразиях ξ — связностей.Теорема 3. Подгруппа Ли g и ее классы смежности на группе Ли ® 
тогда и только тогда являются вполне геодезическими подмногообразиями 
связности ξ, когда с каждым вектором х подалгебры Ли g все векторы вида ^ω,[ξω, [..., км,χ]...j]j лежат в этой подалгебре.

Доказательство. Допустим, что геодезическая линия, с касательным вектором xE~g в начальной точке, целиком лежит в подгруппе g. Мы всегда можем считать, что эта геодезическая линия проходит через единицу группы. Вдоль геодезической линиии выполняются уравнения (9), а так как эта геодези­ческая линия является траекторией некоторой одно параметрической подгруп­пы группы Ли Г, то и уравнения (10), причем всегда можем брать b = ξ (х):4∩⅛t)=[ξ(x), ∩(gφ)].



714 P. В. ВосилюсУчитывая то, что ξ (х) = const получаем:^Ω(g.) = [ξ(x), [ξ(χ), Ω(g,)]] ,
W, KW, Ω(g*)]1]

Так как геодезическая линия целиком лежит в подгрупппе g, то все векторы вида
d 

dt I Ω(g+),
I ∕=o dt* Ω(g*),  ... dp

’ dtp Į Ω(g*)лежат в подалгебре g. Учитывая то, что в начальной τ04κeΩ (g* ) =х, мы видим, что все векторы (х), [ξ(x), [. .., [ξ(х), х].. . ]jJ при любом р>0 лежат в
Р разподалгебре g.Теперь докажем достаточность этих условий.Если все векторы вида^(х), [ξ(x), [..., [ξ(x), х].. .]j] лежат в под­

алгебре g, то и все производные 
dp 

dtp
∣Ω(g*)

лежат в этой подалгебре. Однако, геодезическая линия является аналитической кривой и в некоторой окрестности начальной точки определяется коэффициен­тами своего ряда относительно канонического параметра. Так как эти коэффициенты определяются вышеуказанными производными, то в неко­торой окрестности начальной точки геодезическая линия лежит в подгруппе g. Меняя начальную точку,, легко доказать, что она целиком лежит в этой подгруппе. Теорема доказана.Пусть ф' означает производную группу Ли, группы ®, a Z центральную подгруппу этой группы. Через ®' и Ž будем обозначать соответствующие подалгебры алгебры Ли (5.Из тождеств Якоби следует, чтоγ(Φ')⊂Φ', γ(Z)ςZ,



Об одном классе инвариантных связностей 715для любого дифференцирования алгебры Ли ф. Поэтому производная и цент­ральная подгруппы и их классы смежности на группе Ли (5 являются впол­не геодезическими подмногообразиями для всех ξ — связностей.Применяя теорему к случаю dimg=l получаем, что однопараметриче­ская подгруппа группы Ли (5 тогда и только тогда является геодезической линией ξ — связности, если[ξ (х), x] = λxдля направляющего вектора х этой подгруппы.Таким образом, тогда и только тогда геодезические линии ξ — связности не совпадают с однопараметрическими подгруппами (и их классами смеж­ности), если[ξ (х), x]≠λxдля некоторого вектора x∈Φ.
4. Условия допустимости голоморфа относительно право — ин­
вариантных связностейГоломорф (5 + Z) будем называть допустимым относительно право — ин­вариантных аффинных связностей, или просто допустимым, если на группе Ли (5 существует по крайней мере одна право — инвариантная аффинная связность, не совпадающая со связностью Картана этой группы, геодезические линии которой являются траекториями однопараметрических подгрупп подупрямого произведения Г. Другими словами, голоморф (5 + D допустим, если на группе Ли (5 имеется ξ — связность относительно нормального рас - ширения Г группы Ли ф при помощи группы Ли G.Используя понятие допустимого отображения, мы можем сказать, что голоморф φ + Z> допустим тогда и только тогда, если существует допустимое отображение ξ : (5→∕). Этим определением мы и будем пользоваться.Сейчас мы будем решать вопрос допустимости голоморфов.Докажем следующее простое утверждение.

Лемма 1. Если для некоторого вектора γεD множество Н=у (ф) является 
собственным линейным подпространством алгебры Ли ф, то существует 
вектор хеН такой, что γ (х) не равно нулю.Доказательство. Если мы допустим, чтоу (Я) =0,τo из условияу (ф) ≠0 сразу будет следовать существование вектора с нужным свойством. Поэтому допустим, что у (H)≠0. Возьмем любой вектор zeH. Если у (z)≠0, то доказа­тельство очевидно. Если у (z)=0, то вектор x = z + t при любом векторе t под­пространства Н, не принадлежащем ядру отображения у, удовлетворяет этому условию.Пусть ξ : φ→Z) некоторое допустимое отображение. Если ξ (ф) содержи­тся в подалгебре d алгебры Ли D, то мы скажем, что допустимое отображение ^сужается до подалгебры d, а голоморф Φ + D сужается до голоморфа Φ + J. Очевидно, что в этом случае голоморф Φ+√ допустим. Мы будем также говорить, что алгебра дифференцирований D сужается до подалгебры d.



716 P. В. ВосилюсЕсли группа автоморфизмов индуцирует нулевые дифференцирования алгебры Ли этой группы, то по формуле (16) на группе Ли (5 получаем только связность Картана. Такие случаи мы исключим из рассмотрений. Из рассмотре­ний исключим и подалгебры, которые содержат только нулевые дифферен­цирования, а также соответствующие им подгруппы автоморфизмов.Если алгебра дифференцирований такова, что ее можно сузить до 'любой подалгебры, то ее будем называть абсолютно сужаемой. В терминах групп Ли это значит, что при любой группе автоморфизмов, соответствующих подалгебре d сужаемой алгебры Ли D, на группе Ли (5 существует по край­ней мере одно параметрическое семейство ξ - связностей, геодезические линии которых являются траекториями однопараметрических подгрупп нормального расширения группы (5 при помощи группы автоморфизмов с алгеброй d.Особый интерес представляют те группы Ли, которые имеют алгебры Ли, любая алгебра дифференцирований которых абсолютно сужаема. Такие груп­пы и их алгебры будем называть сужаемыми. Другими словами, если группа сужаема, то при любом ее нормальном расширении она обладает ξ — связнос­тями, геодезические линии которых являются траекториями однопарамет­рических подгрупп этого расширения.Укажем простой критерий сужаемости.Лемма 2. Если подалгебра d алгебры Ли D содержит вектор γ, для 
которого γ (ф)=Я является собственным подпространством алгебры Ли (5, то алгебра дифференцирований D сужаема до подалгебры d.Доказательство. Применяя лемму 1 мы видим, что в алгебре Ли ® существует вектор хёН, для которого γ (x)≠0. Пусть®=Я+ЭДявляется таким разложением пространства ® в прямую сумму, при котором хеЭД. Пусть λι3R→fZ линейное отображение, подчиненное двум условиям: λ(9Jl) лежит в подпространстве Rγ и λ (х) =γ.Тогда отображение ξ : (5→D, определенное соотношениямиξ∣ff=0, ξ2R∣=λдопустимо.Действительно, в этом случаеξ(Φ) (®)сЯ,поэтомуξ([ξ(x),J'])=Oдля произвольных векторов х и у алгебры Ли ®. Этого достаточно для того, чтобы отображение ξ удовлетворяло условиям (18).С другой стороны, так какК (x),x]=γ(x)≠0,то выполенено и условие гарантирующее, что связность не является связ­ностью Картана.



Об одном классе инвариантных связностей 717В случае, когда подалгебра Ли d является подалгеброй, порожденной дифференцированием γ (имеет вид Λγ, где R означает основное поле), лемму 2 можно усилить.
Лемма 3. Алгебра Л и D тогда и только тогда сужаема до одномерной 

подалгебры Rγ, если H=γ (ф) является собственным подпространством 
алгебры Ли ф.Доказательство. Достаточность следует из леммы 2. Докажем необхо­димость.Пусть ξ : φ→Aγ допустимое отображение на одномерную подалгебру 
Rγ. Это отображение должно удовлетворять условиям (18). Первое уравнение этой системы требует, чтобы соотношение[ξ(EW, χ]).χ]=0 (19)выполнялось для всех векторов алгебры Ли ф. С другой стороны, так как связность не является связностью Картана, тоκω.χj≠oдля некоторых векторов хе®. Для таких векторовξ([ξ(χ), χ])=λγ,где λ некоторый элемент основного поля. Так как γ (x)≠0, то из условия (19) следует, что λ=0. Тем самымξ([ξ(x), x]) = 0 (20)

для всех векторов алгебры Ли Ф.Пусть х и у такие два вектора этой алгебры Ли, для которых ξ (x)≠0 и ξ (y)≠0. Тогда ξ (x)=αξ (у). Из условия (20) написанного для вектора у сле­дует, чтоξ(κω, yj)=o.Пусть сейчас ξ (у)=0. Напишем условие (20) для вектора х+у: ξ([ξ(x+j),x+j]) = 0.
В силу этого же условия получаем:o=ς(κ(x), χ+ji)=ς(κ(χ), я).Тем самым мы доказали, что допустимое отображение ξ : φ→Λγ должно удовлетворять условиюξ(Eω, j])=o (21)при произвольном выборе векторов х и у алгебры Ли ф.Если мы теперь допустим, что γ (Ф) = Ф, то из этого соотношения полу­чим, что ξ=0. Лемма доказана.



718 P. В. ВосилюсОчевидно, что абсолютная сужаемость алгебры дифференцирований эк­вивалентна ее сужаемости до любой одномерной подалгебры, порожденной не нулевым дифференцированием алгебры Ли ф. Опираясь на это замечание, мы докажем существование абсолютно сужаемых голоморфов.Голоморф назовем внутренним, если все дифференцирования алгебры Ли ф, соответствующие элементам алгебры D являются ее внутренними диф­ференцированиями .
Теорема 4. Внутренние голоморфы абсолютно сужаемы.Доказательство. Оно сразу следует из леммы 2. Действительно, каж­дое ненулевое дифференцирование алгебры Ли ф в рассматриваемом слу­чае имеет вид adx и в силу того, что оно отображает в нуль прямую Rx, вырождено. Это значит, что рассматриваемый голоморф сужается до под­алгебры, порожденной этим дифференцированием. Тем самым голоморф и абсолютно сужаемый.Таким образом, мы доказали следующее. Если задана группа Ли ф и не­

которая группа Ли G ее внутренних автоморфизмов, индуцирующая хо­
тя бы одно ненулевое дифференцирование алгебры Ли этой группы, то 
на группе Ли ф существует по крайней мере однопараметрическое се­
мейство право — инвариантных аффинных связностей, геодезические ли­
нии которых являются траекториями однопараметрических подгрупп 
нормального расширения группы Ли, ф при помощи группы Ли G.Тем самым, мы доказали существование сужаемых групп Ли. Это со­вершенные группы Ли, алгебры Ли,которые имеют только внутренние диффе­ренцирования.Пусть ф + D некоторый голоморф. Если все дифференцирования, соответст­вующие элементам алгебры Ли D невырожденны и пропорциональны между со­бой, то такой голоморф будем называть скалярным. Напомним, что мы рассмат­риваем только тот случай, когда не все дифференцирования нулевые. В слу­чае скалярного голоморфа это значит, что все дифференцирования пропор­циональны одному невырожденному дифференцированию.Теорема 5. Если ф комплексная алгебра Ли, то голоморф Ф + D допус­
тим тогда и только тогда, если он не является скалярным.Доказательство. Пусть φ + Z> некоторый голоморф комплексной алгебры Ли ф, в котором не все дифференцирования, соответствующие элементам алгебры D, равны нулю. Как это следует из леммы 2, такой голоморф может быть недопустимым лишь тогда, когда все дифференцирования алгебры Ли ф, соответствующие элементам алгебры D либо не вырождены, либо равны нулю.Возьмем два любых вектора y1 и у2 алгебры Ли D, соответствующие кото­рым дифференцирования не равны нулю. Пусть эти дифференцирования за­даются матрицами T1 и Т2. Тогда вектору y1+λy2 при любом комплексном зна­чении λ, соответствует дифференцирование с матрицей

T=T1 + λT2.Уравнениеdet Т=0



719Об одном классе инвариантных связностейявляется многочленом относительно λ и в поле комплексных чисел всегда имеет решение λ0. В таком случае определитель матрицы7θ = T1 + λ0T2равен нулю. Если нет вырожденных дифференцирований, соответствующих векторам алгебры Ли D, кроме нулевых дифференцирований алгебры (5, то эта матрица равна нулю. Тем самым два любых дифференцирований про­порциональны и голоморф (5 + Z) — скалярный.Однако скалярный голоморф не допустим. Для доказательства предпо­ложим, что существует допустимое отображение ξ : (5→D. Рассмотрим ком­мутативную алгебру Ли Т, образованную мартицами, соответствующими элементам алгебры Ли D. Существует естественное линейное отображение η : D→T. Это значит, что линейное отображение ξι(δ→T, определенное со­отношением ς=η0ξ, является допустимым отображением для голоморфа ® + Т. Это противоречит лемме 3. Теорема доказана.Тем самым, в случае комплексных групп Ли, мы полностью решили во­прос существования изучаемого нами класса инвариантных аффинных связ­ностей. Вот окончательный результат.
Если не все дифференцирования алгебры Ли (5 комплексной группы Ли 

(5, индуцированные группой Ли G автоморфизмов группы ®, пропорцио­
нальны между собой, то на группе Ли (5 существует по крайней мере одно­
параметрическое семейство право — инвариантных аффинных связностей, 
геодезические линии которых являются траекториями однопараметр и 
ческих подгрупп нормального расширения группы Ли (δ относительно 
группы Ли G. Если дифференцирования пропорциональны, то скалярный го­
ломорф недопустим.Только что проведенные рассуждения в случае вещественней алгебры Ли (5 можно дословно повторить, если алгебра (5 нечетномерна, так как в этом случае существует вещественный корень уравненияdet Т=0.Тем самым, мы можем высказать следующее утверждение.

Теорема 5'. Если (5 вещественная нечетномерная алгебра Ли, то голо­
морф (5 + D допустим тогда и только тогда, если он не является скалярным.

Лемма 4. Если вещественная алгебра Ли ® имеет нескалярный голоморф 
(5 + Z>, все дифференцирования которого невырождены, то такой голоморф 
недопустим.Доказательство. Если мы предположим, что существует допустимое отображение ξ : ⅛→Z>, то оно должно удовлетворять условиям (18). В част­ности, оно должно удовлетворять первому уравнению[ξ([ξ(x), .v]), Λ-] = 0 (22)этой системы. Так как все дифференцирования невырождены, то из этого урав­нения следует, что отображение ξ имеет нетривиальное ядро, которое мы обозначим через Н. Так как связность ξ не является связностью Картана, то К (x),Λ-]≠0для некоторого x∈(δ. Пусть γ=ξ(.v).



720 P. В. ВосилюсРассмотрим такое разложение пространства (5 в прямую сумму®=Я4-ЭД,при котором x∈¾R. Ввиду линейности дифференцирования γ и соотношения γ((5)=(5, имеем:® =γ (Я)+у (Ш1). (23)Это разложение является прямой суммой.Пусть уеН. Напишем соотношение (22) для вектора х+у. Из этого соот­ношения, ввиду линейности отображения ξ и условия (22) на вектор х, полу­чаем: ξ(γW)=θ∙Это значит, что γ (Я) принадлежит ядру отображения ξ, т.е. что γ(tf)⊂tf.С другой стороны, так как все дифференцирования невырождены, то из того же соотношения следует, что и [ξ (х), х] лежит в Я. Тем самымγ (Я) ∩ γ (Φl)≠0и разложение (23) не является прямой суммой. Это противоречие доказы­вает утверждение.Мы доказали, что голоморф допустим тогда и только тогда, если он содер­жит хотя бы одно ненулевое вырожденное дифференцирование.В случае комплексной или вещественной нечетно мерной алгебры Ли (5 недопустимый голоморф всегда имеет одномерную алгебру дифференциро­ваний. Следовательно, если такая алгебра имеет голоморф с более чем одно­мерной алгеброй дифференцирований, то он допустим.Нам важно выяснить, какие алгебры Ли могут иметь невырожденные дифференцирования.Имеет место следующий результат: если на комплексной алгебре Ли ©определено невырожденное дифференцирование, то алгебра ® нильпотентна.Так как это известный результат, то мы дадим лишь схему его доказа­тельства.Используя алгебраическую замкнутость основного поля, можем прост­ранство ® разложить на сумму корневых подпространств ®а, определяемых условием®а = {χα I (γ~α Е) kχa=Q Для достаточно больших к}.Оказывается, что при таком разложении имеют место следующие соотно­шения : [(5a, (5β]⊂Φa+0,если a + β корень и[Φa, (δβ]=0,если a + β не является характеристическим корнем.Из этих соотношений легко получить нильпотентность алгебры ®.



Об одном классе инвариантных связностей 721Аналогично можно, доказать такой результат: если все характеристичес­кие корни некоторого невырожденного дифференцирования алгебры Ли ве­щественны, то такая алгебра нильпотентна и в том случае, когда она вещес­твенна.Сформулируем окончательный результат.
Теорема существования. Пусть (5 + 2) некоторый голоморф и ∕M=dim 2).

Если алгебра Ли (5 комплексная или вещественная нечетной размерности, 
то в случае т>\ этот голоморф допустим. Если (5 комплексная алгебра 
Ли, не являющаяся нильпотентной, то этот голоморф абсолютно сужа­
емый. Если ® комплексная нильпотентная алгебра Ли, то голоморф до­
пустим, если он не является скалярным. Если (5 вещественная алгебра Ли 
нечетной дименсии и т=\, то он допустим, если не является скалярным. 
Если (5 вещественная алгебра Ли четной дименсии, то голоморф допус­
тим, если D содержит ненулевое вырожденное дифференцирование. Если D 
не содержит невырожденных дифференцирований, то он абсолютно су­
жаемый.

Во всех остальных случаях он не допустим.Следующие две теоремы надо оценивать, как относящиеся к веществен­ному четномерному случаю, хотя они формулируются и доказываются без оговорок на это.Через ω обозначим линейную форму, определенную в алгебре Ли ® группы Ли (5 соотношением видаω (х) = Trad | © х,где Тг означает операцию взятия следа соответствующей матрицы преобра­зования.Следующая теорема гарантирует вырожденность всех дифференцирова­ний алгебры Ли (5.
Теорема 6. Алгебры Ли с ненулевой формой ω сужаемы.Доказательство. Нам достаточно доказать, что любой голоморф таких алгебр сужается до голоморфа (5 + Rγ, где γ некоторое ненулевое дифферен­цирование.Для этого рассмотрим линейное отображение ξ : (5→2), определенно соотношениемξ(χ) = ω(x).ηдля вектора η∈2). Из тождества Якоби следует, чтоα<Z [ху]=adx ady—ady adx,

ad [ηx] = adτi adx—adx ad η,относительно произвольных векторов алгебры Ли (5 и любого дифференци­рования γ∈2). Используя эти соотношения видим, чтоω(S') = 0, ω{z>((5)) = 0,где (5', как и прежде, означает производную алгебру.



722 P. В. ВосилюсТаким образомξ(S' + O(6)) = 0.В силу того, что ω является ненулевой формой, отображение ξ не нуле­вое. В таком случае D (ф) является собственным подпространством алгебры Ли ф при любой алгебре D ее дифференцирований. Утверждение теоремы следует из леммы 2.Как известно [7] след любой матрицы, соответствующей внутреннему дифференцированию при помощи вектора производной алгебры всегда равен нулю. Тем самым, полупростые алгебры Ли имеют только нулевые формы ω. Однако они совершенны и, следовательно, сужаемы. Таким образом, крите­рий теоремы 6 является достаточным, но не является необходимым призна­ком сужаемости алгебр Ли.
Теорема 7. Разрешимые алгебры Ли, не являющиеся нильпотентными, 

сужаемы.Доказательство. Воспользуемся свойствами радикалов и ниль - ради­калов этих алгебр Ли.Для каждой конечномерной алгебры Ли над полем нулевой характеристики существует максимальный разрешимый идеал σ, содержащий любой другой разрешимый идеал этой алгебры. Такой идеал называется радикалом. Если алгебра не полупроста, то σ≠{0}.Аналогично, как и в случае разрешимых идеалов, можно доказать, что в алгебре Ли существует нильпотентный идеал Σ, содержащий любой другой нильпотентный идеал этой алгебры. Его обычно называют ниль —радикалом. Во всех случаях ниль —радикал содержится в радикале алгебры.Мы воспользуемся тем, что радикал и ниль —радикал алгебры всегда связаны соотношением[⅛,σ]ς∑относительно умножения в алгебре (5 [5].Мы рассматриваем разрешимую алгебру Ли (5, поэтому σ = φ. Тогда соотношение [ф, σ]⊂∑ означает, что φ'⊂∑, т.е. что производная алгебра Ли Ф' нильпотентна.Рассмотрим голоморф
0 = Φ+tfγ,где γ — любое ненулевое дифференцирование алгебры Ли (б. В голоморфе Q алгебра Ли ф является идеалом, а так как она разрешима, то разрешимым идеалом. Фактор алгебра
О I Физоморфна алгебре Λγn тем самым абелева. По известным свойствам алгебр Ли алгебра Ли Q должна быть разрешимой алгеброй. По только что дока­занным свойствам разрешимых алгебр Ли, производная алгебра О' является нильпотентным идеалом в алгебре Ли Q. Однако
C' = Φ'+γ (Ф)
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и тем самым содержится в алгебре Ли ®. Мы видим, что(5'+γ (®)является нильпотентным идеалом в этой алгебре. Следовательно⅛'+γ (Ф) ⊂Σ.Так как Σ≠Φ и γ ((5)≠0, то γ (®) является собственным подпространс­твом алгебры Ли ®. Доказательство теоремы теперь следует из леммы 2.Теорема 7 не является следствием теоремы 6, так как существуют раз­решимые алгебры Ли, не являющиеся нильпотентными и обладающие нуле­вой формой ω.Действительно, рассмотрим трехмерную алгебру Ли, определенную от­носительно базиса .γ1, x2, х3 такой таблицей умножения:[x1, х2] = 0, [x1, x3] = x1-px2, [x2, x3] = qx1 - х2.Легко проверить, что при любом выборе чисел р и q тождества Якоби удовлетворяются. Так как ®" = 0, то эта алгебра Ли разрешима.Преобразование ad&x, соответствующее элементу хе®, имеющему раз­ложение

X = А'1 X1 + X2 X2 + X3 Х3относительно базиса x1, x2, х3, задается матрицей вида

занным умножением, не является нильпотентной. Тем не менее

l - х3 рх3 0 =:
A = -qx3 х3 0 1Į х1 + qx2 — (x2 + px1) 0 ||Легко проверить, чтоΛ3 = (x3)2 (pg-1) Л.Таким образом, если p^≠l, то алгебра Ли 05, определенная вышеука-
ТМ=0,т.е. эта алгебра Ли обладает нулевой формой ω.Рассматривая вопрос существования ξ — связностей, мы пользовались допустимыми отображениями вида ξ :®->Лт„ где η некоторое невырожденное дифференцирование алгебры Ли ®. Естественным образом возникает следу­ющий вопрос: существуют ли допустимые отображения, отображающие ал­гебру Ли ® на более чем одномерное подпространство алгебры дифференци­рований? Оказывается, что такие отображения существуют. Приведем при­меры таких отображений.Пусть® = £+9Л (24)означает разложение алгебры Ли ® в прямую сумму своих подпространств. Будем рассматривать те алгебры дифференцирований алгебры Ли ®, отно­сительно которых данное разложение инвариантно, т.е.Z>g⊂g, ПЭЛ^ШЕ (25)



724 P. В. ВосилюсПустьξr(5→Z)— линейное отображение, ограничение которого на подпространство 9Л, равно нулю.Если x∈(δ и
x=y+zсоответствующее разложение этого вектора, то*=κω, ^]=EWj]+[ξW,4В случае, когдаKW√1=O (26)для всех векторов y∈g, вектор X лежит в подпространстве В таком случае и все векторы вида Хк лежат в этом подпространстве, т.к.**=∣∖ω, [ξω, [∙∙∙Eω. n∙..]]l.

I______________________________ I
/с-1 разСледовательноξm=o,если только к>0, и отображение ξ допустимо.1) Пусть g — подалгебра, 3R — подпространство, удовлетворяющие усло­вию . [g, 2R]<≡≡.В этом случае говорят, что в алгебре Ли ® задана оснащенная подалгебра g. Рассмотрим случай, когда D≈adg. Такая алгебра дифференцирований удовлетворяет условиям (25). Определим линейное отображение ξ : δ→D сооотношениямиξ(≡)=0, ζ(y) = ^Kadyдля любого вектора yeg. Такое отображение удовлетворяет условию (26), следовательно допустимо. Это С — связности, рассмотренные А. Μ. Василье­вым.2) Пусть (24) означает разложение алгебры Ли (5 в прямую сумму двух идеалов. Рассмотрим любую алгебру Ли D1 дифференцирований идеалаЛинейное отображение η : (5→(5, определенное соотношениями

fl(y) = d1(y)∙t η(x)=Oj xegt y½ffl, d1eD1является дифференцированием алгебры Ли (5. Это порождает алгебру диффе­ренцирований D алгебры Ли (5, для которой
D(g)=Q.Очевидно, что любое линейное отображение ξ : (δ→Z), подчиненное условию ξ 0Щ)=о, удовлетворяет требованию (26) и, тем самым, допустимо.



Об одном классе инвариантных связностей 725В заключение отметим одно свойство ξ — связностей в случае, когда груп­па Ли G является однопараметрической. Для этого воспользуемся форму­лой (3). Пусть на группе Ли (5 при помощи формулы (16) задана некоторая ξ - связность, для всех векторов yeD удовлетворяющая соотношение Dy γ=0. Это значит, что соответствующая ξ — связность не только право — инвариант­на, на группе Ли (5, но инвариантна и относительно диффеоморфизмов груп­пы G.В этом случае для любых векторов x1 и xa∈(5 и любого вектора у алгебры Ли D, выполняется соотношение[¾K(⅞), + ∕]] + [*2,  ξ(b', *J)]  + [*ι,  ξ(b'.*J)]=θ∙  (27)
В случае С — связностей это приводит к условиюλ{[*ι[‰  >,]] + [* 2[*ι,  j]J + [xsb'. *i]] + I* iLf. ⅞l]∣ = 0.

Используя тождество Якоби легко убедиться, что эти соотношения соблю­даются. Отсюда и следует, что С — связности инвариантны относительно группы ⅛πp×gλ.В случае, когда G является одно параметрической группой Ли ее алгебра Ли одномерна и условие (27) принимает следующий вид:[х„ ξ (Ь-. Xj) ] + [*ι,  ξ (Lf. *J)  ] = 0 • (28)
Так как в этом случае ξ — связности удовлетворяют условию (21), то они удовлетворяют и этому условию.С другой стороны, если выполнены условия (28), то выполнены и условия (19), а тем самым и условия (21). Это значит, чтоξ(χ*)=ξ(κω,  **-*])= ои связность допустима.Мы доказали следующий результат: если группа автоморфизмов одномер­ная, то ξ — связности это те и только те инвариантные аффинные связности на группе Ли (5, которые представимы в виде (16) и инварианты относительно группы автоморфизмов.То, что в общем случае это не верно, можно легко увидеть на вышеуказан­ном примере 2), когда алгебра Ли ® распадается на прямую сумму своих идеалов.Автор выражает глубокую благодарность проф. А. Μ. Васильеву за по­становку задачи и постоянное внимание к работе.
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APIE VIENĄ 1NVARIANTINIŲ AF1NINIŲ SĄRYŠIŲ Ll GRUPĖJE KLASĘR. VOSYLIUS
(Reziumė)Darbe yra nagrinėjami invariantiniai afininiai sąryšiai Li grupėje (g. Išskiriami tie sąryšiai, kurių geodezinės linijos yra grupės g normalinio išplėtimo Г vienparametrinių pogrupių trajektorijomis. Gautos būtinos ir pakankamos sąlygos tam, kad tokie sąryšiai grupėje (E egzistuotų.
ÜBER EINE KLASSE DER INVARIANT1SCHEN AFFIN1SCHEN 
ZUSAMMENHÄNGE AUF EINER LIE GRUPPER. VOSYLIUS
(Zusammenfassung)In der Arbeit werden invariante affine Zusammenhänge auf einer Lies Gruppe (g untersucht. Es werden die Zusammenhänge abgesondert, deren geodätische Linien die Trajektorien von einparametrischen Untergruppen einer Normalprodukt Г der Gruppe (E sind. Es sind notwendige und hinreichende Bedingungen der Existenz solcher Zu­sammenhänge erhalten.


