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НОРМАЛЬНАЯ РАЗРЕШИМОСТЬ УРАВНЕНИЙ В 
СВЕРТКАХ В ПРСТРАНСТВАХ ГЕЛЬДЕРОВЫХ 
ФУНКЦИИЕ. И. ДОЛГОНОСВ ограниченной области Gc Ra с гладкой границей Г рассматриваются уравнения в свертках, которые формально можно записать в виде
Au+ = ∫ A(x,<x-y) u+(y) dy+Tu+=f(x), xeG, (1)где А (х, z) — вообще говоря, обобщенная функция по z, w+(y) — обобщенная функция с носителем в G, Tu+ — подчиненный оператор в (1). Преобразова­ние Фурье по z функции А (х, z): FzA(xf z) = A(x, ξ) (ξ=(ξ1...........ξn-i, ξn) == (ξ', ξn)) называется символом оператора Au+. Будем предполагать, что символ А (х, ξz, ξn) — однородная функция по ξ порядка а, бесконечно диффе­ренцируемая по x∈G и по ξ при ξ≠0. Если А (х, ξ,, ξn) удовлетворяет еще в локальной системе координат условию⅛⅜. 0. l)=(-l)*r-'⅛⅜,  0, -1), xeG, (2)

то будем говорить, что А (х, ξ', ξn) принадлежит классу D^. Уравнения вида (1) подробно изучены Μ. И. Вишиком и Г. И. Эскиным в [1]. В качестве функ­ционального пространства решений и (х) они рассматривали обычное про­странство функций Соболева—Слободецкого Hs (G), продолженных нулем вне G, а в качестве правых частей ∕(x) -Hs~a(G), где s — любое число. Мы будем рассматривать уравнение (1) в пространствах гельдеровых функций 
Cl+8 (G), продолженных нулем вне G. Функция и (x)∈C,+8 (G), если и (х) имеет непрерывные производные до порядка Z≥0 включительно в G и произ­водные порядка Z удовлетворяют условию Гельдера с показателем 8, 0<8<l. Для u(x)eCl+8 (G) определим норму

11«Hits = X sup∣ Diи(х)I + sup 'p'"tjt'lI⅛∣7g'''wl . (3)/Ti a≠0 ягде верхняя грань берется по всем производным порядка i и по всей области G. Через и+ будем обозначать функцию, совпадающую с и (х) в G, продолжен­ную нулем вне G, через p+u (х) — оператор сужения и (x)eCl+8(Rn) на полу­пространство xn>0, через ∏+u (ξ) - образ Фурье функции p+u(x), продол­женной нулем при xπ≤0 (й (ξ) = Fw (х)).Пусть область G покрыта конечным числом областей {Ωz}. В каждом Ωz вы­берем свою локальную систему координат, причем если Ωy содержит часть



748 E. И. ДолгоносГ, границы Г, Г; должна задаваться уравнением x^=0 ({x⅛λ} (1≤z≤w)-λo- кальные координаты в Ωj∙). Пусть {φy (х)} — разбиение единицы, отвечающее покрытию {Ωy}ι ∑φ7(x) = l, xeG. Пусть, далее, ψy (x)εC∞(Rn) ψy(x)φ7(x) = φy(x), supp Ψj⊂Ωj..Тогда Au+=Σ^jAφju++Tu+. Преобразуем ψ,-Λφj к локальной системе координат, главную часть этого разложения обозначим через Aj, а символ 
Aj-Aj(χ4∖ ξ). Предположим, что в каждой локальной системе координата) оператор Aj имеет символ Λj (xi∖ ξ)≠0 при ξ≠0, причем Aj (x^, ξ) при xj∕> = O допускает факторизацию: Aj(x⅛∖ ζ) = ⅛+ (x(J), ζ) Aj~(xfj∖ ξ), где 4+. Äp — аналитические функции по ξπ в полуплоскостях Imξn>0 и Imξn<0 соответственно, причем Л/ ≠0 при Im ξπ ≥0, A]~ ≠0 при Im ξn ≤0, ξ≠0. ÄfAj~ — с точностью до ограниченного, отличного от 0 множителя однородные функции порядка κ и α-κ соответственно.Будем предполагать, что порядок однородности Л/, κ=ord√¾+ — по­ложительное целое число, не зависящее от х;б) A j (x(Ą ξ)∈Z⅛0∖ если Ωj∙∩Γ≠0.Для корректной постановки задачи для уравнения (1) нужно задать κ дополнительных граничных условий¾∙w+ lr=⅞(*'),  *'≡Γ,  l≤√≤κ, (4)где В j — оператор свертки.Пусть x⅞j ∈Ωy — произвольная фиксированная точка bΩj∙, β0j (-¾, ξ) - символ главной части оператора Bj в локальной системе координат.Предположим:в) B0j(x, ζ)GB>S}> в каждой локальной системе координат, если Ωy∩ Г/0;г) Bj (x0, ξ) удовлетворяют условию типа Шапиро—Лопатинского:det I] ∫∏÷¾≡p⅛

_ 00 aj (χ°,

× ≠0, при ξ'≠0.
√.Λ=1

(5)

Теорема 1. В предположениях а), б), в), г), задача (1), (4) нормально 
разрешима при w+(x)∈C'+δ (G), f (x)eCl+8~a (G), gy(x')∈C'+δ-≡f (Г) (где Z>max(α, aj), Z+8 —a и Z+δ - aj —положительные нецелые числа) и спра­
ведлива априорная оценкаl∣ H+ ∣j∕+δ-a≤ С I ∣∣∕∣∣∕+δ-a+ 2 ll¾l∣∕÷δ-aj∙ + l∣M + llz+δ-a-ι (б)l ;=iОсновным моментом доказательства теоремы (1) является изучение гранич­ной задачи с постоянными символами в полупространстве. Пусть Ä (ξ)εD<l0∖ 
х = ord A+ (ξ) — целое положительное число и Bj (ξ) f≡B⅛∙ Будем предполагать, что операторы с символами Ä (ξ), Bj (ξ) удовлетворяют условию типа Ша пиро—Ло пати нско го:det∣l⅛4∣∣b.1 = det∣∣ f ∏+⅛g^¾∣ζt+1≠O при ξ'≠0. (7)



Нормальная разрешимость уравнений 749Рассмотрим задачу
P*Au + (x)=f(x), х„>0, feCl+s~*,  (8)
Bju+ I (x'), 1 ≤√≤κ, S,≡C'+δ- ■ (9)Методом Винера—Хопфа находим представление решения задачи (8)-(9)

где (10)
A(ξ)=∑

7 = 1

⅞P(ξ')ξΖ^1
Д К)⅛P lit, у-i — обратная матрица к ll⅛∙⅛ (ξ') I∣λ *=ι>  lf(x) ~ продолжение f (x} на Rn,

fi(Z) = Um
χri→o

12πНормальная разрешимость задачи (1) —(4) следует из существования регу- ляризатора и априорной оценки для (8) —(9). Регуляризатор строится в яв­ном виде так же, как это сделано в [1]. Для оценки регуляризатора и дока­зательства априорной оценки решения задачи (8) —(9) используется техника шаудеровских оценок, развитая К. К. Головкиным и В. А. Солонниковым ([3] —[4]) для оценки интегральных операторов с гладкими ядрами. Допол­нительные трудности, которые здесь возникают, связаны с тем, что получа­ющиеся ядра обладают меньшей гладкостью, чем это требуется в [3, 4].Будем говорить, что Л (ξ)∈Dα, если
N

M⅛ = ∑ <11>
к=0где ak (ζ,)εCao по ξ' при ξ'≠0, ak (ξ')~ однородные функции порядка к, An (ξ)- TV-раз дифференцируемая функция по ξ при ξ≠0, однородная порядка a и∣Λ√ξ)∣≤C(lξ,lr+'lξιιijvτr. (12)Можно показать, что если Ä (ξ)∈Z⅛0∖ то Л+(ξ)∈Z>a, (ξ)∈Da.κ, -U--∈Z>~κ.Λ+(ξ)Доказательство априорной оценки основано на следующих трех леммах. Пусть (ζn-i I ξ, ∣)m (ξπ-z ∣ξ' ∣-∕)^m (М - целое, достаточно большое число), r^f — оператор свертки с символом rχ}.Лемма 1. Пусть Ä (ξ)∈Da и (7+δ-a) — положительное нецелое число. 

Тогда ∣M''m u(χ) ∣h+s-a≤C∣∣ u(x) ∣∣f+8, 
где С не зависит от и (х).

(13)
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Лемма 2. Пусть Ä (ζ)eDgμ (∕+δ-а — 1) — положительное нецелое число. 
Тогда ∖∖P+Ar⅛g(x') 1| +∕+δ-β-1≤C∣∣g(√) ||/+8, (14)
где II М+11 /+8“ норма и+ (х) в полупространстве xn>0, С не зависит от 
g(χ,)-

Лемма 3. Пусть Ä (E,)eDλ и (Z+8—а) — положительное нецелое число. 
Тогда II P÷ Ar⅛u+ (х) Ц/+δ~β ≤ CII u+ (х) ∣∣,÷+δ, (15)
где С не зависит от и+ (х).Наметим доказательства этих лемм. Так как Л (ξ) ∣ ξ ∣2fc∈Z>α.2fc и F~ 1(∣ ξ Į2) = = -Δ (Δ - оператор Лапласа), то можно считать a<0 и, следовательно операторы свертки будут интегральными операторами. Далее

N
A(ξ)fM=∑

к=0

, An(ζ) (ζ∏ -∕) I ζ, ∣)m(ξn-z∣ ξ' i-/)«- -b (ξn-∕∣ξ'∣-f∙)M
Ограниченность оператора свертки с символом (ξn- i ∣ ξ' ∣)β (ξn- i ∣ ξ'∣- 
—i)~M (при β>0) во всем пространстве устанавливается непосредственно, т.к. можно вычислить обратное преобразование Фурье от функций (ξn- i ∣ ξ' | — -f)® и (ξn-Z I ξ, ∣)a (a<0). В силу однородности функции An (ξ), гладкой на сфере I ξ ∣ = 1, F~1Λn(^) будет также однородной функцией, гладкой на сфе­ре ∣x∣ = l ([2]).Выбирая достаточно большое N и используя оценки К. К- Головкина и В. А. Солонникова ([3] —[4]) для интегральных операторов типа объемного потенциала, получаем лемму 1. Функция

N∑ ¾ (ξ') (5.- i I ζ' I)m÷*-*  (ξn - i I ξ' I - i)-M 
k = 0допускает аналитическое продолжение в полуплоскость Imξn<0 и, следо­вательно,

Np+ f^1[∑ ¾(ξ')(ξ.->∙∣ξ'l)* ,+a-t(ξn
fc=0Поэтому при доказательстве леммы 2 можно заменить А на √4jv. Легко ви­деть, что оценку (14) достаточно доказать для gycp (x') — усредненной функци­ей по методу Головкина ([5]). Так как An — интегральный оператор с глад­ким ядром, то (14) сразу следует по касательным переменным х'. Для завер­шения доказательства леммы 2 достаточно показать, что

[P+ An r⅛gγcp] = P+ [Λwι гм В gycp (x')], 



Нормальная разрешимость уравнений 751где В — оператор свертки с символом ∣ ξ' ∣p, Ani — такой же, как и An, интегральный оператор. Это вытекает из того факта, что7ζ-Hw(χ)=(-yF-*ESΛ(ξ)].
(ξ) ∙ ξJ⅛+,. и т. к. Λn (ξ). ξs∈cx, то в силу (11) Att (ζ) ⅜ = ∣ ξ' |*  х 

× ^N1 (£)•Доказательство леммы 3 аналогично доказательству лемм 1 и 2. Автор благодарит Г. И. Эскина за внимание к работе.Воронежский Государственный Поступило в редакциюуниверситет 10.IV. 1968
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KOMPOZICINIŲ LYGČIŲ NORMALUS IŠSPRENDŽIAMUMAS 
HIOLDERIO FUNKCIJŲ ERDVĖSEE. DOLGONOS
(Reziumė)Siame darbe įrodyta teorema apie vienos klasės elipsinio kraštinio uždavinio kom­pozicinės lygties normalinį išsprendžiamumą Hiolderio funkcijų erdvėse.
THE NORMAL RESOLVABILITY OF THE EQUATIONS
IN CONVOLUTIONS IN THE HOLDER’S FUNCTIONS SPACESE. DOLGONOS(S ummar y)In this paper is proved the theorem about normal resolvability for one class of the elliptical boundary value problems in convolutions in the Hδlder,s functions spaces.




