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РОМБОЭДРИЧЕСКИЕ СЕТИ ИЗ СФЕР В ТРЕХМЕРНОМ 
ЕВКЛИДОВОМ ПРОСТРАНСТВЕВ. В. ПАДЕРВИНСКАСОпределения ромбических и ромбоэдрических сетей даны Либманом [1]. В статье [2] исследованы некоторые общие вопросы (существование, авто­морфизмы и др.) ромбических и ромбоэдрических сетей. В этой заметке иссле­дуются ромбоэдрические сети из сфер.Пусть даны три однопараметрические семейства сферΓ2-2αiΓ+2¼ = 0, (1)0i = {αj, а?, а?} и a}, bj являются функциями ui (i,j= 1, 2, 3).Вектор г описывает трехмерную сеть, если сферы (1) пересекаются, (r1r2r3)≠θ (rt = ∂⅛) ’ и точки пересечений этих сфер заполняют некоторую трехмерную область.Дифференцируя равенства (1) по ui, получаем

dbi 

dui ’

ri(r- aj) = 0, если i≠j.Так как
(r-a1) (r-a2)(r-a3)≠0,то r→ (7ζ-⅞)^-⅞)×fr-⅞)]

(г-öl) (r-ag)(r-aa)

(i, к, I — различны).Так как сеть ромбоэдрическая, то должны выполняться равенст ва [1]:
или



788 В. Bi ∏μ∂eρβuncκacОбозначим ^ 0 bl 1⅛ atat 1
<⅛ = [(r-¾)×('∙-<'ι)]a= - ь, → → → 1 (3)ад1 1 1 0Так как di>Qt то равенства (2) можно записать в виде:
(⅛-Ζ)V4-i(⅛-ΖM

Соответствующей заменой параметров (√' = - √) эти уравнения всегда можно привести к виду:
(⅛-Ζ)v⅞-(⅛-Ζ)v⅛ <2.»

Из уравнений (1) получаем:
ral-bl=rat-bj. (4)Так как г тот же самый в уравнениях (2а) и (4), то

⅛-αf ~bi^bι
ИЛИ

[S(⅛-¼)-^(4-∕)]Vt=

=g(⅛-⅛,)-^(4-⅛)∙ (θ)

Если коэффициент при и правая часть этого равенства равны нулю, то получаем, что все точки пересечений сфер лежат в одной плоскости и сфе­ры не образуют сеть. Так как правая часть равенства (6) не зависит от wy 
(j≠kj≠l), то

a⅛(⅛)=0∙ <7>

Отсюда следует:
<⅞=<⅛*(" t)φ∣("')(ι, к, / ’— различны).Вводим новые параметры
4"=J1∕⅜λ''∙ (8)



Ромбоэдрические сети из сфер 789Дальше и*'будем  писать через ui и обозначим ⅛, ai2, aisB новых параметрах соответственно C7i, Fl∙, Wi, a bi, b2, b3 — через U4, V4, W4. После замены (8) из уравнений (5) получаем:
σ<x-Kχ c∕β-∏0,
u'-w,n c∕β-w'aa a _ ß Р ∕Q∖σα-FPce Uß-JVß’ w

yβ~wi
ra-wa pβ-fPβ∙(α, β= 1,2, 3,4).Выясним некоторые зависимости, существующие между решениями систе­мы (9) (решения одного уравнения вида=tfx-Kx t⅞-raуказаны в [3]).Сначала докажем, что ни один из векторов ai не может быть постоянным. Действительно, пусть a1 постоянный. Не нарушая общности, можем считать α1 = 0. Тогда⅛ = 2M + ‰-⅞)2,

d3 = 2b⅛ + (b1-b2)3.Из этих равенств и равенств (7) получаем:и (⅞ - ⅛ - Ьг+⅛)+bl (bl - ⅛i)+ед - ед - ед+ед] ⅛=о. (i о)Так как b1 не постоянный (в противном случае ни одно семейство сфер не зависело бы от w1), τo^-{≠0, и из (10) получаем:
bl=bi

d2-a2-b2 + b3 = Q.Отсюда следует, что b3, b3taff af — постоянны. Но тогда d2 не зависит от и3 и из уравнений (5) получаем⅜ Λ1-∣∕ξ
Отсюда следует:

⅛ = ek*+ci.

→ dai tfoТак как a% = const, τofc=0, и = 0; но тогда и ^-1 = 0. Таким образом, если
a1 постоянный, то и b1 постоянный, чего вместе не может быть.Так как векторы ai не постоянные, то для каждого частного решения сис­темы (9) можно так направить координатные оси, чтобы Uh Vi, Wi не были постоянными.
12. Литовский математический сборник VIII-4



790 В. В. Падервинскас

(12)

(13a)(136)

Исследуем часть системы (9), получаемую при α = l, β=2. Запишем уравнения в виде- И) (U2-v2)-(ui - Vi) (U1-V1) = 0, j 
(U^Wi)(U2-W2)-(Ui-Wi)(U1-W1) = Qt (11)(г; - Wi) (v2- W2) - (Vi - jvi)(v1 - JV1)=о. JПродифференцируем первое уравнение по U1, V1, второе по U1, JV1 третье по V1, JV1∙, получаем:
dUĮ djį) dPĮ dUa dU,t dVag
dUl dV1 + dV1 dU1 dUl dV1 υ,
dU{ dWa dJVĮ dUa_dUį_dWĮ_a
dUx dW1 + dWl dU1 dUl dW1 U’
dVį dWa dWĮ dVa dVį df⅛ ∩ 
dV1dW^dWldVx dV1 dWl ’Аналогично продифференцируем еще раз:
d*U' 1 d4't.<FV[ diul∩
dU*  dV* +dVf dU*~ υ'

d*U' x d*u* C∖
dUĮ dW* 1 + dW*  dUį U’
d*v;  d*W a <PW[ dL⅛=C∖ 
diq dw; +dw; dv*  υ,Пусть ни одно из слагаемых в уравнениях системы (13) не равно нулю. Тогда из уравнения (13а) следует:
d*u a , d*u ,1
dUĮ du*  ’<f1Fa 1 d*V[
d∏ k dV*  ’fc=const ≠0.Из (136) следует:
d*w a 1 diwj 
dw*  ~ κ dw*  ,Наконец из (13в) получаем: 
dtVj d*J⅛^  
d V*  dW*Таким образом, допущение не верно, остается, что хотя бы одно слага­емое системы (13) равно нулю.Пусть
d*Uj  
dUl = 0. (14)Тогда из уравнения (13а) следует:n ™*
4 dU*

ИЛИ
d*V[  
dVį

= 0 (15)
2)



Ромбоэдрические сети из сфер 791
n Hycτb ¾⅛=0∙Из (14) и (15) получаем: 

U{ = C1U1 + C2,

U2 = C1C3 ČĄ + CaC,3.Из этих равенств и (11) следует:
c1c3 V1 - C3V[ - c1v3 + v,2 + c1c4=о, 
CaC3F1-C4FJ-CaFa+FiFa-- F1Fj + CaC4 = 0.Следствием этой системы является равенство
(v1+ca) vi - (f2+cac4 - c1 c4) f;=оили ∕ κa+c,c4-c1c4 у 0
∖ vi+c2 ) u>откуда следует
V3≈cV1 + k

(с и к постоянные).Видим, что
W υ*Аналогичным образом из (11) получаем
^ = 0
dW*Но если̂ >=θ **k  = 0 
dUĮ dVf U’

<ри;то условие
2) *!5= 0 ⅛

' dU*  , dV*Из (136) получаем^•=0
duι ’

^aFa d*W 2 
dVį u, dWį0 является излишним.= 0, (16)

0.
1)или

(17)
2) *"1  = 0. 

dWi1) Этот случай исследован выше;
> dU} ’ dV*  Uf dwi ∙Если же ^^≠0, но равна нулю какая-нибудь другая производная сис­темы <13‰ то результаты получим те же самые, т.е. будут справедливы (16)

12*  



792 В. В. Падервинскасили (17) равенства. Таким образом, каждое решение системы (11) удовлетво­ряет или равенствам (16) или равенствам (17).Пусть справедливы равенства (17). В этом случае, если ни одна произ­водная U{, V{, W[t не является константой, получаем:
C71 = m1s*ι" 1 + m'1, 
V1=m2ek*u' + ⅛ 
∏z1 = w3 efc∙"*  +m,3.

(18)
(kl, mi, ml - постоянные).Так как U2, V2, W2, не постоянные, то аналогичным образом (если ни одна производная CZį» ^2» ^2, не является константой) получаем:или σa=π1e^l+<,F'a=nae*" ,+7⅛,

W2≈n2e** u*+n' 2tили ^⅛-=0 ^-=0 ^=0 
dU} ’ dV*  ’ dW*  ’т.е. справедливы равенства (16).

(19)

Пусть справедливы равенства (18) и (19). В этом случае из (11) получаем
ki≈gi-Отсюда и из (18) и (19) следует, что выполняются равенства (16), т.е. этим равенствам удовлетворяет любое решение системы (11).Таким образом:
U2-flι¼÷<⅛, Ka = αaF1 + ⅛, FKa = α3Ψ1 + ⅛.Если
dU,l _ dV[ dW[ r ς,
dU1 “ dV1 dWx (20)то из системы (11) следует⅛ — fl2 — ⅛∙Параллельным переносом координатных осей можно достичь, того что 4=0.Если же равенства (20) не справедливы, то из системы (12) дополнительно получаемO1 = о2 = O3∙Таким образом,
U2=α1U1, I
Fa=αaF1,
∣Ka=⅜Ψi. J

(21)



Ромбоэдрические сети из сфер 793Аналогичным образом получаем:
U3≈e1U1,

V3 = eiV1,
W3=eaW1.Если Cζ, V'i W'i не постоянные, то
Ui=m1U1+m, jP4=maK1+m, J (23>
JF4 = m3JF1+m. JПусть некоторые из C74, K4, Wλ постоянные, например U4=Cjho U,i, V'i, W↑ не постоянные. Из уравнений (9) получаем:- И) (C- VJ + И' (U1 - F1) = 0. (24)Продифференцировав это уравнение два раза по U1 получаем: 

откуда а) <Pi⅛ 
dUį 0,или б) C-P4 = 0.а) σ1 = C1efc'* 1 + Ca.Подставляя U1 в уравнение (24) и требуя, чтобы оно обращалось в тож­дество, получаем:

V'i = kVi-kC,или K4 = C3efc"1 + C,
V'1 = kV1-kC2,или
V1 = C^ + C2.Аналогичным образом получаем:^4 = C6^+C,
W1≈C3ek*+C 2,Перенесем параллельно координатные оси так, чтобы было C2=0. Тогда κ1=⅜r1+c,Wr4 = ⅛^1 + c,т.е. те же самые равенства (23), только теперь n⅞=0.б) Ul = C, Vi=C.



794 В. В. ПадервинскасАналогичным образом из системы (9) получаем:
1^4 = + Ctт.е. те же самые равенства (23), только m1=0, ∕n2=0.Если Ui= Cl, Vi≈ Са или U4= C1, K4= Ca, Wk= С8, то из соответствующих уравнений системы (9) получаем, что справедливы равенства (23), только соответственно zn1=ma=0 или w1=wa=w3=0.Исследуем случай, когда некоторые из производных U', V'a,, W'λ посто­янные.Пустьtf{ = C1, т.е. U1≈C1U1 + C,1.Из (13а): (25)

1) а) K1 = CaC72 + Ca, если K∫= const;б) K1 = e1efc"*+e a, если K{≠ const. (26)а) Из (12) получаем:
dUj , π 
dui + dv1 ~υ∙Отсюда и из (11) следует:
ua=cau1+c,2=½-u1+(⅛,
Va≈eaμ> + ⅛=½V1 + e'a.Из уравнений (11) получаем: 

т.е. е» _ Сд
eι C1 ’

б) В этом случае
и из уравнений (12) получаем: 

j dut duti dP'
κ, dU1 dU1 dV1 ~v>

ИЛИ



Ромбоэдрические сети из сфер 795Отсюда и из (25), (26) получаем:p2=^-1efcu, + w1u2+∕n2,
C7a = Ceku' + w1 + m3.Подставляя U1, Pį, U2, V2 в первое уравнение системы (11) и требуя, чтобы оно обращалось в тождество, получаем:CC1fc=0.C1≠0, так как U1 не постоянный, k≠0, так как K∣≠const, поэтому C≠0 и Z7a=const, следовательно получаем 2) случай.2) U1=C1u1+Cb

ua=c^i+ca=^- u1+σa,Из уравнений (11) следует:(C1 - V{) (C2u1 + C'2- V,2) - (Са- Vi) (C1w1 + C'1 - P1) = 0.Отсюда получаем
Va = ⅜V1 + ma.

Таким образом, если U{ = C1, то
ua=~ u1+c∙a,
Va = ⅜V1+ma.

Аналогичным образом получаем:
Wa=⅜w1+ca,
U3 = ½U1 + Ca,

t'l(,. = ^l+¾
W3≈⅜W1 + e3,

Ui = ⅜U1 + Ci,

Vt = ⅜V1 + mt, 
ffri=½ W1 + ei.

Если не только U{, но и некоторые другие производные постоянны, то ре­зультаты получим те же самые.



796 В. В. ПадервинскасВведем новые параметры:

Тогда ιzα=c⅛+<ζ, Irα = Cαt>+mα, I (27)
Wra = Caw + ea. IОкончательные итоги получим, потребовав, чтобы выполнялись равенства (7). Докажем, что b1=b2=b3≈0.Пусть справедливы равенства (21), (22), (23). Введем новые параметры

<■'11σs'=-A,
и обозначим

atcii = ci2, elcii = ca, micii = ca.Константы cli возьмем такие, что⅛ + ⅛ + ⅛=l.Тогда t∕β=clauιz + δ<m,Fa=c2βu2' + δ⅛M,
Wa = c3atfi' + δβ4m.Обозначим
ctLcJl ÷ ci2cJ2 ÷ cacJ3 = ^u∙Тогда
-di=(1 -Ajk) (uJγ(^γ+2(ckiAjk-cj^' (uktγ++ 2 (ctiAjll - cu) (u∣,Y и*' -(2m + c}t) (u>'f -

-(2m + clt) (ut')s + 2 (2mA,k + cjicu) и l'uk',

(i, j, k—различны).



Ромбоэдрические сети из сфер 797Подставляя di в уравнения (7) и, требуя, чтобы они обращались в тожде­ства, среди других соотношений получим и следующие:1) (c24√4a3 — c34) (1 — √423) — (с14Л13 — c34) (1 — √4∣3) = θ,2) (2∕m√423 + c24c34) (1 — √4j8) — 2 (c14413 — c34) (c34√l23 — c84) = О,3) (2m + ⅛)(c34√413-c14) = 0,4) (2?и + c34) (c14Λ13 — c84) = О,5) (2w + ⅛)(c24J23-c34) = 0,6) (2m + ⅛)(2w + ⅛4) = 0,7) (2m + ⅛)(2m + ⅛) = 0,8) (2m + c324) (1 - Λ1≡a) - (2m + c124) (1 - Λf3) = О,9) (2?и + ⅛4) (c14c24 + 2wΛ12) = О,10) (1 -Λ⅛)(2m+⅛)-(2m + ⅛) (1 -Λ≡3) = 0.Исследуем эти равенства. Пусть из 7):1. 2tm + ⅛ = 0, 2m + c∣4≠0,из 6)- 2m + ⅛=0.Тогда
С24 = ± c14∙Если c14≠0, то из 8) - ΛJ2=1, из 9)Cχ4c24+2 тиЛ12=0 jотсюда √4i2≈lf если ¾4=C24J√4jg = — 1, если Cj4 — — c84.Так как Hu=√422=l, то векторы
C1 { ^11> С12> С13 }» c2 { С21> С22> С23 }коллинеарны и имеют то же самое направление, когда Cι4=e24, и противопо­ложные направления, если c14= -c24. Из (1) получаемr2 - ψ1 (и1) clr + 2 (c11ψ1 (а1) + т) = О,r2 ± ψ2 (a2) clr+2 ( ± cu<∣⅛ (а2)+m) = О,откуда следуетc1r + 2c14 = 0,т.е. все точки пересечений сфер лежат в одной плоскости.Если c14=0, то и c24=0 и т=0; из 5) следует c34=0, но мы допустили что 2m+<‰≠0.2. 2w + ⅛ = 0, 2w + ⅛ = 0. (а)В этом случае c14= + c34. Если c14≠0, то из 3) получаем или Л?8= 1 (в этом слу­чае <72=0, чего не может быть) или2w + ⅛ = 0. (W



798 В. В. ПадервинскасИз (а) и (β) получаем:
C14= ± C24= ÷ С34.В силу этих равенств из 1) получаем: или 4J3=1 или Λ‰=l. В обоих слу­чаях точки пересечений сфер лежат в одной плоскости.Если c14=0, то из 10) —(1-ΛJ8)⅛ = O.Если c24≠0, то Л’8=1; так как c14=c84=m = 0, то точки пересечений сфер ле­жат в одной плоскости. Значит, c24=0j так как c14=c84=c84 = m=09 тоtf4=K4=Ψ4 = 0или
Ь^=b^=b^=0.В этом случае-4=(1-лл)(^)а(Иаи равенства (7) выполняются.3. 2w + c∣4 = 0, 2m + ⅛≠0.Из 8) — Λ‰ = 1; из 1) или Л?8 = 1, но тогда векторы a1, a2, a3 коллинеарны, или
<⅛4^28-c84≈θf'откуда следует:c84=c34, если Aįį = 1 jc34 = — c84, если Λ23 = — 1.Если c34≠0, то в обоих случаях получаем, что точки пересечений сфер лежат в одной плоскости, значит
c24 = c84 = θ∙Из 6) следует m=0, чего не может быть, так как допустили, что 2zm+⅛≠0. Таким образом, если сеть не вырождается, то
bγ = ⅛ = Z>3 = 0.Пусть справедливы равенства (27). В этом случае центры сфер лежат на параллельных прямых. Преобразованием координатной системы эти равен­ства можем привести к виду:C7β=δξu+δjcu + δ*c lβ, IFβ = δ⅛+δi^+caβ, (28)FFβ = δiw + δicw + c3α. JОбозначимΛ2 = ⅛ + ⅛,
^38 = C32 ÷ c33,Λa8 = c33c38 + c23C33. (29)



Ромбоэдрические сети из сфер 799Тогда из (28), (29), (3), (7) среди других соотношений получим и следу­ющие:1) (Λ33-2cm-c2) (c2+cm+c34)=0,2) (Λ3-2c34-c2)(c2+2c14)=0,3) (A3s-2c34-c2) (Ла2—2c24-c2)=0,4) (ca+c24+c34-Л^) (ca+2c14) = 0,5) (c2+2c14) (^22-2c24-c2)=0,6) c(c14-c84) (Λa-2c24-c2)=0,7) (A33-2c34-c2) (c2+c14+c24) = 0,8) (c2+2c14) (c2+c14+<⅛4) = О,9) с (c2+2c14) (c24-c14-Λ22)=0,10) (2c14c24-c∏-cj4-2с14Ла2) (c2 + c14+c84)-2ca (c14-c34) (cz4-c14-A22)=0.Исследуем эти уравнения. Пусть из 3)1. Л22-2са4-с2=0, Λ33-2c34-c2≠0,из 2) — c2+2c14=0,из 1) - ca+c14+c84=0,откуда c14.=c34,из 7) - ca+c14+ca4=0.В силу этих равенств c14=c24.Из 10) — с^4Ла2==0.Если c14=O, то и с=0, значит Лаа=0.Пусть Лаа=0. Так как c14=c24, то сферы пересекаются в одной плоскости.2. Λ38-2c34-c2=0, Л22—2c24-ca≠0.Из 5) c2+2c14=0,из 6) с (c14- c34)=0.Если с=0, то и с14=0; из 10) следует cs4=0, получаем 433=0 и точки пере сечений сфер лежат в одной плоскости.Если c14=c34, то из 10) следует c14√4a8=0. Если c14=0, то <⅛4=0 и с=0, зна­чит Лзз=О. Так как c14=c34, то точки пересечений сфер лежат в одной плос­кости.3. Лдз—c34-c2=0, Л22—2c24-c2=0.Из 8) а) c2+2c14=0,б) ca+c14+c24=0.з) ca=-2c14, Л22= c2+2c84=2 (c24-c14).В силу этих равенств из (10) получаем:(см—ca4) (c14-c24)2=0.Если c14 = c84, тоЛ3з=с2+2с34=са+2с14=0.Если q4=<⅛4 то Л22=0.В обоих случаях все точки пересечений сфер лежат в одной плоскости, б) ca+c14+ca4=0, c2+2c14≠0.



800 В. В. ПадерзинскасИз 9) : а) с=0,β) 422÷ C14-c24=0.а) с=0, тогда c14=-c24.Из 4) Л23 = C24 + C24 = ^2 (-z^22 4" -^зз)
ИЛИ (c22 — ⅞2)24^(⅞3 — C33)2 = O.Тогда получаем √422=^83h <⅛4=cm. откуда следует, что точки пересечений сфер лежат в одной плоскости.β) Λ22+cu-c2a=Q.Так как c2=-c14-c24, то из 10) следует:

(⅛~⅛) (c24-c34)=θ∙Если c14=-c24, то с=0; этот случай рассмотрели выше.Если c14=c24, то Λ22=0.Если c2i=c3i, то √433=0.В обоих случаях точки пересечений сфер лежат в одной плоскости.
Таким образом, если центры сфер лежат на трех параллельных пря­

мых, то ромбоэдрическая сеть из сфер вырождается.
Если центры сфер лежат на трех пересекающихся прямых и сеть не 

вырождается, то можно так прообразовать координатную систему, что 
b1 = b2=b3≈O, т.е. все сферы проходят через начало координат. Если про­изведем инверсию относительно сферы с центром в начале координат, то сфе­ры преобразуются в плоскости. Получим ромбоэдрическую сеть из плоскос­тей. Как известно, такие сети составляются из трех семейств параллельных прямых [4]. Значит, все сферы одного семейства прообраза соприкасаются в общей точке пересечений сфер.Таким образом, каждая ромбоэдрическая сеть из сфер получается из со­ответствующей сети из плоскостей при помощи инверсии.Естественно возникает вопрос: каков произвол аналогичных ромбических сетей на плоскости, т.е. та же самая задача в двумерном случае. Исследова­ние П. Катилюса показали, что центры окружностей, описываемые векторами 71 (и) и д2 (v), лежат на кривых второго порядка, а радиусы являются функ­циями и и V.В заключение’искреннее благодарю П. Катилюса за внимание к работе и советы.Вильнюсский Государственный Поступило в редакциюуниверситет им. В. Капсукаса 14. Ш. 1968
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ROMBOEDRINIA1 TINKLAI IŠ SFERŲ TRIMATĖJE EUKLIDINĖJE 
ERDVĖJEV. PADERVINSKAS
(Reziumė)Darbe nagrinėjami romboedriniai tinklai iš sferų trimatėje euklidinėje erdvėje. įro­doma, kad kiekvieną romboedrinį tinklą iš sferų galima gauti inversijomis iš atitinkamo romboedrinio tinklo iš plokštumų.
RHOMBOEDRISCHE NETZE AUS KUGELN IM DREIDIMENSIONALEN 
EUKLIDISCHEN RAUMV. PADERVINSKAS
(Zusammenfassung)Im vorliegenden Artikel ist gezeigt, dass man alle rhomboedrische Netze aus Kugeln im dreidimensionalen euklidischen Raum aus rhomboedrischen Ebenennetzen mittels In­version erhalten kann.




