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О РАССЛОЕНИИ КОНГРУЭНЦИЙ ПРЯМЫХ ПРИ помощи 
НЕКОТОРЫХ РАЗВЕРТЫВАЮЩИХСЯ ПОВЕРХНОСТЕЙ

П. ВАШКАСВ настоящей заметке приводятся некоторые геометрические характерис­тики расслоения конгруэнций прямых, определенного аналитически в [3]. Полученные геометрические характеристики естественно приводят к рас­смотрению более общих случаев, чем указано в [3]. Исследование ведется методами подвижного репера и внешних форм Картана [6] и инвариантным методом Г. Ф. Лаптева [4].1. В трехмерном проективном пространстве Р3 рассматривается конгру­энция прямых К\ полагается, что ребро A1A2 координатного тетраэдра {√41∙} 
(i, j, fc=l, 2, 3, 4) совпадает с лучом конгруэнции. Инфинитезимальные про­ективные перемещения тетраэдра, соответствующие переходу от одного луча к другому или переходу от одного тетраэдра, присоединенного к лучу, к дру­гому, присоединенному к тому же лучу, определяются уравнениями

dAi = ωji A j,где ω-j — формы Пфаффа, удовлетворяющие уравнениям структуры ([7], стр. 344)Pω{=[ωf, ω4J.Конгруэнция прямых задается дифференциальными уравнениямиωf = wωf — nω∣,ω∣= — wcoj + wcoj;[ψw, ωf] — [uλ, ω∣] = О,[V/и, ωf]-[v∏, ωg = 0, (1)где Vw≡dm — w(ω∣-ω{)-m2ω%-mnωl2-mrhω2 + (1 — тп) ωg,∖jn≡dn-n(ω} — ω∣) — mnω% — n2ω2 + (1 — тп) ω2 — nnω⅛, 
ym≡dm + m(ωll — ω2) — mmω4 + (1 — тп) ω⅛-m2ω2 — mntĄ, 
yn≡dn + n (ω3 — ω}) + (1 — тп) ωj — nnωl2 — mnω2↑ — n2ω⅛.Фокусами рассматриваемой конгруэнции являются точки Fp=A1 + tpA2 (р = 1, 2), где tp - корни квадратного уравнения
mt2-(mn-mn+l)t + n = 0. (2)В дальнейшем полагается, что корни уравнения (2) — действительны, различны, т.е. полагается, что рассматриваемая конгруэнция является гиперболической.



28 77. Bauικac2. Следуя [3], конгруэнцию К назовем расслояемой, если на ней вполне интегрируемо дифференциальное уравнение
dt +t (ωf - ω∣) -12 co2 + со? = (α1 со? - bl ω2) t2 + (α2 ωf - b2 ω∣) t ++ (fl3 ωf — ⅛ ω2). (3)Дифференцируя уравнение (3) внешним образом, исключая dt и требуя, чтобы полученное уравнение было тождеством относительно tt получаем уравнения [VΛb ωj]-[v7>1, ω∣] + [α2ωj-½ω^, o1 ω3l-b1 ω∣] = 0, (4)[Vfl2. ωJ]-[∖7⅞, ω2] + 2 {a3 со? - b3 co∣, a↑ со? - bx co⅛] = 0, [∖7α3, ωj]-[v⅞, ω⅛] + [я3 со? - Z>3 ω}, a2ω3x-b2<d⅛ = 0,где 7α1 ≡ da1 + a1 (2 co∣ — co2 — ω3) -a2ω2- a1 (mω3 + wω∣) —
— b1 (mω2 + ∕⅞ω3) + wco3,
yb1 ≡ db1 + b1 (co} — со}) — b2 ω2 + ω} — a1 (nω% + исо?) - b1 (nωl2 + nω3) + nωl3, 
^a2 ≡da2 + a2 (ωj — co3) — 2α3 co2 — 2a1 со? — co3 — a2 (ты3 + гасо?) —
— b2 (mω2 + wco3) — mω∖ — wω3,
yb2 ≡db2 + b2 (co∣ — со}) — 263 ω2 — 2Z>1 со? — со? — a2 (nω3 + ясо?) —
— b2 (nω2 + nco3) — nω∖ — nω3,
^a3 ≡ da3 + a3 (co∣ - co∣) - a2 со? + co∣ - a3 (wω43 + шсо?) -
— b3 (mω2 + wω3) + мео?,V⅞≡db3 + b3( - ω∖ + 2ω∣ — coj) — b2 со? — a3 (nω% + wωf) —
— b3 (wω2 + nω3) + nω2.Отметим, что уравнение (3) получено аналитически, как обобщение урав­нения

dt + t (ω2- со}) — Z2 co2 + со? = 0,при помощи которого строится теория расслоения конгруэнций в [8]. Коэффи­циентами при главных формах со? и со} в правой части уравнения (3) выбраны для простоты многочлены от t, причем второй степени, так как в тех случаях, когда эти коэффициенты не зависят от t или являются линейными функциями /, из уравнений, аналогичных уравнениям (4), через главные формы выража­ются некоторые формы преобразования репера, а это показывает, что уравне­ние с коэффициентами, не зависящими от t или зависящими линейно, полу­чено из более общего уравнения канонизацией репера.Рассмотрим некоторые геометрические характеристики, связанные с рас­слоением конгруэнции при помощи уравнений (3), (4).3. Так как
d (A1 + ∕√42) = (ω} + Zω2)(√i1 + tA2) + {dt + t (co2- со}) —
-t2 co2 + со? } A2 + (со? + 7co∣) A3 + (cof + 7co}) J4,уравнение (3) точке Λ1 + t42 ставит в соответствие плоскость, заданную урав­нением
{ — mt2 + (тп — тЯ + 1) t — п } (tx1-x2) + { (a1t2 + a2t + a3)(t-п) +
+ (b1t2 + b2t + b3) т } x3 — {(α1t2 + a21 + a3) nt +
+ (b1t2 + b2t + b3)(∖ -wΓ)}x4 = 0, (5)проходящую через эту точку; из этой плоскости не выходят и все инфините­зимальные проективные смещения d(A1 + tA^.



О расслоении конгруэнций прямых 29Совместив вершины A1 и А2 с фокусами луча, а плоскости Λ1Λ2Λ3 и Λ1∕42Λ4 с фокальными плоскостями конгруэнции, коэффициенты m, n, m, п приведем к нулю; уравнение (5) примет вид
t2 х1 — tx2 + (α1 r3 + a212 + a3 t)x3 — (b112 + b21 + b3)xi = 0. (5')Одно параметрическое семейство плоскостей, присоединенных к точкам прямой Λ1Λ2, огибает некоторую развертывающуюся поверхность. Так как для характеристической точки плоскости семейства имеемх1: х2 : х3: x4 = (a1 b1t3-3a1b3t — a2 b3): (- a1 b213 -- 3 a1 b3 t2 + a3 b3): b3 : (-a1 Г3),то имеют место следующие случаи:1) при α1≠0, b3≠0 ребром возврата указанной развертывающейся поверх­ности является пространственная кривая третьего порядка [1];2) при α1=0, ⅞≠0 или α1≠0, b3=0 координаты характеристических точек не зависят от t, следовательно, все плоскости (5') проходят через одну точку и огибают конус;3) при α1=0, ⅛3=0 плоскости (5') образуют пучок плоскостей с осью x1 + α2x3- b1xi = 0, 

x2-a3x3 + b2xi = 0.Случай 3) рассмотрен в [8], поэтому рассмотрим подробнее первые два случая.4. При fl1≠0, Z>3≠0 плоскости, соответствующие фокусам конгруэнции в соответствии (5'), проходят через прямую Λ1Λ2 и совпадают с фокальными плоскостями; характеристическими точками этих плоскостей являются точки 
A3 (~fl2 ∙ ⅞ • 1 : 0) и ⅞ (¼ : — b2 : 0: —1). Эти точки, очевидно, инвариантны относительно изменения вторичных параметров. Проходящая через эти точки прямая | x1 + α2x3-Z>1 x4 = 0,I x2-α3*3 + ⅛* 4 = 0 (6 )тоже инвариантна относительно изменения вторичных параметров.Совмещая вершины А3 и Ai координатного тетраэдра с точками А3 и Л4 соответственно, получим:02=Λj=0, b^ = Z>2=0.Система дифференциальных уравнений, характеризующая расслояемую конгруэнцию, в этом случае принимает вид:ωf = 0, ω∣ = 0,М, ωj]-[ωj, ω3==0j [c⅛ ωf]-[ωj, ω∣] = 0i

[da1 + a1 (2 ωj — ω∣ — ω∣), ωf] — [ω∣, ω∣] = 0,[2α1ωJ + ω⅛, ωf] - [2Z>3 <Ą + ω^, ω%] + 2a1 b3 [ω%, ωJ] = 0,[ω∣, ωj]-[db3 + b3{ -ωj + 2 ω∣-ω4), ω⅛] = 0.Характеры этой системы — s0=2, Sχ=5, s2=5, следовательно, число Кар- тана 2 = 15. Разлагая внешние квадратичные уравнения системы по лемме Кар- тана, получаем, что наиболее общий двухмерный интегральный элемент за­висит от 2V=15 параметров, следовательно, система в инволюции с наиболь­шим произволом решения — пять функций двух аргументов [6].



30 ∏. Baιuκac5. При α1=0, Z>3≠0 все плоскости семейства (5') проходят через точку 
A3 (~<⅛'∙ β3: 1 : 0) и огибают конус второго порядка, уравнение которого(х2 —d3x3 + Z>2x4)2+4Z>3 (x1 + α2x3-Z>1x4) x4=0. (7)Плоскость, соответствующая фокусу A1 в соответствии (5'), совпадает с фокальной плоскостью Λ1Λ2Λ3∙, прямая Λ1Λ2 является касательной к конусу (7) в фокусе A1. Плоскостьx1 + α2x3-Z>1x4 = 0,соответствующая второму фокусу А2 в соответствии (5'), касается конуса (7) вдоль образующей∫ x1+α2x3-61x4=0,1 Xs-%I3 + ⅛J4=O, (6^которая инвариантна относительно изменения вторичных параметров. Сов­мещая вершину А3 тетраэдра с вершиной конуса А3, а ребро Λ3Λ4 — с обра­зующей (6") конуса, получим:fl2 — G3=O, = Zj2—0.Система дифференциальных уравнений, характеризующая расслояемую конгруэнцию, в этом случае принимает вид:ωj = 0, ωo = 0,[ω∣, ωf] — [ωf, ω^] = 0; [c⅛ ωf] — [ωj, ωj] = 0;[ω4, ωI∣ = 0,[c∣⅛, ωf] — [2Z>3 ωl2 + c04, c02] = 0,[ω∣, ωJ]-[⅛ + M-ω∣+2ωi-ω<), ω^ = 0.Эта система — в инволюции с характерами s0=2, Ji=5, s2=4 и определяет расслояемую конгруэнцию и связанные с ней геометрические конструкции с произволом четырех функций двух аргументов.Отметим, что случай α1≠0, Z>3=0 сводится к рассмотренному здесь заме­ной местами вершин A1 и А2, а также А3 и А4.6. Уравнения (3), (4) на каждой линейчатой поверхности конгруэнции определяют однопараметрическое семейство кривых. Эти кривые, пересекаясь с прямолинейными образующими указанной поверхности, устанавливают отображение каждой образующей на каждую другую образующую. Из приве­денных в п. 3—5 геометрических характеристик, в силу теоремы, доказан­ной в [5], следует, что эти отображения являются проективными отображе­ниями.С другой стороны, для того, чтобы вполне интегрируемое уравнение

dt + t(<Ą — ωj) — Г2 ωj + ωf = √4 toį+Baįустанавливало проективное отображение каждой образующей линейчатой поверхности конгруэнции на каждую другую образующую той же поверх­ности, нужно, чтобы общее решение уравнения являлось дробно—линейной функцией трех частных решений этого уравнения; но в таком случае, как известно из теории дифференциальных уравнений, соответствующее уравне­ние является уравнением Риккати, т.е. А и В являются квадратными трех-



О расслоении конгруэнций прямых 31членами от t. Это рассуждение, дополненное результатами п. 3-5, дает новое доказательство теоремы, доказанной в [5].7. Рассмотренное выше показывает, что расслоение при помощи уравне­ний (3), (4) является обобщением расслоения, рассмотренного в [8]. Геометри­чески это обобщение сводится к следующему. Как в [8], так и в предлагае­мой заметке, к лучу конгруэнции присоединяется однопараметрическое семейство плоскостей. Однопараметрическое семейство плоскостей или обра­зует пучок плоскостей, или огибает некоторую развертывающуюся поверх­ность. В [8] требуется, чтобы плоскости, присоединенные к точкам луча, обра­зовали пучок плоскостей, в настоящей заметке — чтобы эти плоскости оги­бали развертывающуюся поверхность — конус второго порядка или развер­тывающуюся поверхность, у которой ребром возврата является пространствен­ная кривая третьего порядка, как наиболее простые из развертывающихся поверхностей.Отметим также, что во всех из рассмотренных случаев лучу Λ1Λ2 конгру­энции К ставится в соответствие прямая (заданная уравнениями (6), (6') или (6")), которая не пересекает Λ1Λ2 и в общем случае описывает другую конгру­энцию прямых К'. Таким образом, имеем расслоение конгруэнции К в направ­лении конгруэнции К’. Может ставиться также вопрос о расслоении конгру­энции К’ в направлении конгруэнции К.При рассмотрении одностороннего расслоения конгруэнции К, ограни­чиваясь конусами второго порядка или развертывающимися поверхностями, у которых ребром возврата является кривая третьего порядка, возникают следующие вопросы:1) обязательно ли точка, в которой луч Λ1Λ2 касается конуса (п. 5), должна совпадать с фокусом луча?2) обязательно ли точки, в которых плоскости, поставленные в соответс­твие точкам луча Λ1Λ2, проходят через луч Λ1Λ2 конгруэнции (п. 4), должны совпадать с фокусами луча?8. Каждой точке A1 + tA2 луча A1A2 конгруэнции, заданной уравнениями (1), ставим в соответствие плоскость, заданную уравнением(α1 ∕2 + β11 ÷γ1) x1 + (a2t2 + β21+γ2) x2 + (a3 tz + β3 t +γ3) xs ++ (a4 ∕2 +β4 ∕÷γ4) x4 = 0; (8)эти плоскости при переменном t в общем случае огибают конус второго по­рядка, уравнение которого4 (a1x1+a2x2+a3x3+a4x4) (γj x1+γ2x2+γ3*3+γ4 *4) -- (β1 х1 + β2 x2 + β3 x® + β4 х4)2=0. (9)Плоскость, соответствующая точке Λ1 + t42, содержит эту точку, если a2=0, β2+a1=0, γ2 + βι=0, γ1=0.Прямая Λ1Λ2 в этом случае касается конуса (9) в точке Λ1 + rΛ2, где a√+β1=0.Совмещая с этой точкой вершину A2t получим«1=0, β1≠0.



2 ∏. BauικacПомещаем вершину A1 в фокус луча (тогда и=0), а плоскость Λ1Λ2Λ3 по­лагаем совпадающей с касательной плоскостью фокальной поверхности, опи­сываемой фокусом A1 (тогда /и=0). Уравнения (1) принимают теперь видωf = О,ω2 = — wωj + nω2,,М, со?]-[ωf, ω^] = 0, (Г)[у/й, ωf]-[yn, ω^] = 0.Точке A1 уравнение (8) ставит в соответствие плоскость-βι* 2+γ3*3 +γ4*4=θ,которая касается конуса (9) вдоль прямой( — β1x2+γ3x3+γ4x4=0,į β1x1 + β3x3 + β4x4 = 0.Эту прямую выбираем за ребро Λ3Λ4, тем самым получаемβ3=β4=O, γ3=γ4=0,и уравнение (8) принимает вид:
tx1-x2 + at2x3+at2x*=0.  (8')Требуем, чтобы точка d (A1 + tA2) не выходила из плоскости (8')∙ Это приво­дит к дифференциальному уравнению(αω∣÷Г3 + (дсо? + aωf)Z2 — {dt + t (ω∣-ω1,)-12 ωj + ωf } = 0, (10)которое должно быть вполне интегрируемым. Дифференцируя уравнение (10) внешним образом, исключая dt и приравнивая нулю коэффициенты при различных степенях ti получаем уравнения:[coį + aco?, — αwω1 + (fln + fl)ω2] = O,[αω∣-wyα, со?] + [nyα + yα, ω∣] = 0,[yα + т (2aω^ + coį), со?] + [ — (2flωf + ωj)- w(2αωf+ω^), ω∣] = 0, (11)[ —(2асо?+ω⅛)-∕¾ω∣, со?] + [л ω3 + ω4, ω^] = 0,[co3, со?] = 0,где yα ≡ da + а (2 ωj — ωj — ω3) — αω3,yα ≡ da + а (2 ωj — со| — ω4) — αω4.Система (Г), (11) — в инволюции с характерами s0=2, s1=7, s2=4 и опре­деляет расслояемую конгруэнцию и связанные с ней геометрические конструк­ции с произволом четырех функций двух аргументов, где, в отличие от п. 5, точка касания луча A1A2 конгруэнции с конусом не обязательно совпадает с фокусом луча.9. Каждой точке Λ1+t42 луча ^1^2 конгруэнции, заданной уравнениями (1), ставим в соответствие плоскость, заданную уравнением(α1r3 + β1r2 + γ1r + δ1)x1 + (α2∕3 + β2r2 + γ2r + δ2)x2 ++ (a√3 + β√2+γ√ + δ3)x3 + (a√3 + β√2 + γ√ + δ1)x4 = θ! (12) 



О расслоении конгруэнций прямых 33
эти плоскости при переменном t в общем являются соприкасающимися плос­костями пространственной кривой третьего порядка [1]. Плоскость, соответ­ствующая точке J1÷rJ2, проходит через эту точку, если

α2=0, β2 + α1=θ, γ2 + β1=θ. δ2+Yι=0, δ1 = 0.Плоскость, заданная уравнением (12), проходит через прямую Λ1Λ2, если «1 '2 + β√+Yι=0∙Положим, что это уравнение имеет два действительных различных корня. Совмещая вершины A1 и А2 с точками, для которых плоскости (12) проходят •через луч Λ1Λ2, получим:
a1=γι=0, β1≠0.Вершины А3 и Ai совмещаем с характеристическими точками плоскостей, соответствующих точкам A1 и А2, и получаем:
β3=Y3 = δ3 = 0, δ4≠0j a4 = β4=Y4 = θ, c⅛≠θ∙Уравнение (12) в выбранном таким образом репере принимает вид
t2x1-tx2 + at3 x3+ax4=0. (12')Требование, чтобы точка d(A1 + tA2) оставалась в плоскости (12'), приводит к дифференциальному уравнению
at3 ω2 + at2ω^ + aω2+ у ωj-{√∕-H(ω2-ωj)-∕2ω2 + ωf} = 0, (13)которое должно быть вполне интегрируемым, т.е. должны выполняться урав­нения: [coį + aco?, — mω↑ + ∕7ω2] = 0,[ — ∕7~7Ut2+ aω⅛, ω,J] + [wψa — aω4, ω^] = 0,[Va + 2awωf — amωl + mωl3, ωf] + [ — 2aπωf + awω∣- no⅛-ω}, ω^] —
— 3aam [ω∣, ωf] = 0,

[ — 2aω2l- ω⅛- mcĄ — mω∖, ωf] + [ — 2dω2÷ ω4 + ∏ω3 + ∏ω4, ω^] ÷
+ { 2aa + ⅛aa(mn- тп)} [ωo, ωf] = 0,[ — 2d∕wω∣ + amc03 + ω∣ + wω4, ωf] + [∖70 + 2daω⅛ — an<Ą — (14)
— nω⅛, ωj] — 3aan [cog, ωj] = 0,
[mya — acĄ, ωf] + [ — nva + aω2, ω2] = O,[ωj-aω}f mωj-πω2] = 0,где γa ≡ da + a (2ω∣ — ω^-ω∣),Va ≡ da + d ( — ωj + 2ω∣ — ω4).Система уравнений (1), (14) — в инволюции с характерами s0=2, ∙yi=9, s2=5 (при mnmn≠ty и определяет конгруэнцию, расслояемую при помощи развертывающихся поверхностей, у которых ребрами возврата являются про­странственные кривые третьего порядка, и связанные с этим геометрические конструкции с произволом пяти функций двух аргументов, причем, в от­личие от п. 4, точки, в которых соответствующие им плоскости проходят че­рез луч Λ1Λ2 конгруэнции, не совпадают с фокусами луча.Отметим, наконец, что уравнения (10), (13), полученные геометрически, аналогичны уравнению, полученному в [2] аналитически.Вильнюсский Государственный Поступило в редакциюуниверситет им. В. Капсукаса 28.VI.196?
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APIE TIESIŲ KONGRUENCIJŲ IŠSLUOKSNIAVIMĄ 
IŠKLOJAMŲJŲ PAVIRŠIŲ PAGALBAP. VAŠKAS
(Reziume)Darbe pateikiamas tiesių kongruencijų išsluoksniavimo, nagrinėto [8] darbe, apibendrini« mas. [8] darbe reikėjo parodyti, kad kongruencijos tiesės taškams priskirta vienparametrinė plokš­tumų šeima sudarytų plokštumų pluoštą; šiame darbe reikia parodyti, kad minėta vienparamet­rinė plokštumų šeima gaubtų antros eilės kūgį arba išklojamąjį paviršių, kurio grįžimo briauna — erdvinė trečios eilės kreivė, t.y. paprasčiausius išklojamuosius paviršius.

SUR LA STRATIFICATION DES CONGRUENCES DE DROΠES
A L’AIDE DES SURFACES DĖVELOPPABLESP. VAŠKAS
(Resume)Dans cet article on expose une generalisation de la stratification des congruences de droites qui a ėtė considėrė dans le travail [8]. Dans cet article on exige que la famille monoparamėtrique des plans, associės aux points de droite de congruence, contoumerait le cone de deuxieme ordre ou la surface dėveloppable dont Tarėte de renvoi serait la courbe spatiale de troisieme ordre, c’est ä dire, que la famille monoparametrique des plans contoumerait les plus simples surfaces dėveloppables tandis que dans le travail [8] on a exige que la famille dite monoparametrique des plans formerait le faisceau des plans.


