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КОНСТРУКТИВНЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ НЕКОТОРЫХ КЛАССОВ 
ГЛАДКИХ ФУНКЦИЙ ДВУХ ПЕРЕМЕННЫХ
В ПРОСТРАНСТВЕ С

м. в. вишняковРассмотрим в пространстве С непрерывных функций двух переменных, 2π — периодических по каждой переменной, дифференциальный оператор 
p[-i с характеристическим многочленомP(x, y)=x2m*+x 2^ι y⅛>*+y 2m*f (1)

* Через К, на протяжении всей заметки обозначаются различные пестоянные, точное значение которых либо неизвестно, либо не представляет интереса-.

где m1, p1, p2, т2 — целые положительные числа. Для таких операторов име­ет место следующий аналог неравенства Бернштейна.
Теорема 1. Пусть Т (х, у) =ΣCmne!mx eny — тригонометрический мно­

гочлен с показателями (т, л), лежащими в области Р (т, п) ≤λ. Существуют 
такие постоянные K1 и K2*,  что

M-,'⅛)rl!cwιιrllc' ec^u ⅛+ι⅛≤1 <2>
и

k(-,'⅛)rllc≤^λlogλilrιlc∙ ec^u -⅛+⅛>ι∙ t3)
Неравенства (1) u (2) неулучшаемы в смысле порядка роста по λ.Доказательство. Неулучшаемость неравенства (2) очевидна. В случае -⅛- + -⅛- < 1 теорема доказана Б. С. Митягиным в [2]. Неравенство (3) следует из результатов К. И. Бабенко [1] и Б. С. Митягина [2], но без утверждения о неулучшаемости оценки. Разобьем доказательство теоремы на две части: сначала покажем, что неравенство (3) неулучшаемо в смысле порядка роста по λ, а затем рассмотрим случай+ = 1 

niι mi1. Рассмотрим многочлены Теляковского [4]
T^x,y)= ∑

P(2∕n+1, 2n+l)≤λ, 
т>0, л>0

а (т, х) а (л, у)
тпгде

a(m, x) = ⅛ [cos(2m+l)x + cos 2mx-cos(m+l)x-cosmx].



36 M. В. ВишняковТак же, как и в лемме 2 заметки [4], показывается, что
l∣τλ∣∣c≤∕c3.Поэтому для доказательства неулучшаемости неравенства (3) в случае ^-+ Л11 — > 1 достаточно проверить, что

= 2_ 4 тп

lH-f⅛M^λ,ogλ∙
H-,'⅛)McHp(-,'⅛)≡ 0>!=∑ [(2m +1 )a*>  + (2m)a^ -(m + 1 )«*  - m2^] [(2л + 1 )2^ + (2л)2* - (л +1 )a^ - ntp* >

P(2m+l, 2n+l)≤λ,
т > 0, л > 0

≥tf6 2 W2p*- , W2^"l>X7 f[ χ2p1-l y2p,-l dχ dy.

P(m.n)<-½-, P(x,
/л> 1, л> 1 x⅛0, >≥0Введем в рассмотрение функциюF(λ) = f f x2pι~l y2p*~ , dxdy
P(χ, J-)≤λ,
x≥0, j≥0и найдем ее асимптотику при λ→oo. Для этого установим сначала следующее равенство

J* e~,p(χ∙ у) x2pι~l y2pt~l dxdy= f e~,λdF(λ).

x≥0, >≡sθ ОВ самом деле, возьмем последовательность {λλ} такую, что λfc→oo.
I* e-tP(*,y)  χ2pl-∖ y2p,-∖ dχdy =

x½0,y½0

(4)
Тогда

= Σ
k

∑e
k

[ [ e-tP(,x, у) χ2pi-∖ y2pt-l fady ~ 
λfc<∕∙(χ. -r)≤λfc+1

^'λ* f[ x2p^~l y2p*~'dxdy  =

λfc<P(χ, >)≤λ^+1= 2 √rt4F(λt+1)-F(λji)]~ f e^adF(λ).

k 0Найдем асимптотику интеграла, стоящего слева в равенстве (4) при
f [ e-tP(x,y)χ2pl-∖ y2pi-l dxdy =

= J ∣, e~t iχ2m'+χ2pt y2pι +y2m'> x2pι ~1 y2^ι-1 dxdy = 
χ>o. >>o

m1 m,

= f J* e-t(n+up, +vp* ) dudv~Ki γ In у , Г\ 0.x>0, j≥0

0.



Конструктивные характеристики некоторых классов 37Асимптотика последнего интеграла найдена в [3]. По тауберовой теореме Кара маты получаем, чтоP(λ)~tf9λlog λ.Неулучшаемость доказана.2. Рассмотрим теперь случай ~^ + ~- = 1. Возьмем подпространство Pλ, натянутое на {e,mxeiπy}, где P(m, π)≤λ. Продолжим оператор сподпространства Eλ на все С, полагаяP∕= ∑ Cmn φ P(m, п) eimx einyДля
∕~∑ Cmnei"xe* y, где φ (0 — стандартная бесконечно дифференцируемая функция, облада­ющая следующими свойствами:а) 0≤φ (∕)≤1,в) φ(0≡l, R∣≤l,с) φ(0≡0, 111≥2.Очевидно,

Оператор Р является мультипликатором в пространстве С с λmn = =φ P(m, и). Для оценки его нормы воспользуемся предложением 2(СМ. [2]).1) sup Р (х, у) φ py) j ≤ —, в силу свойства с). Для оценки выра­жения
.Г/ ix∙>,∣i -≡⅛^l√xrfj,
— ооотметим предварительно, что для α>0, b>Q

а — 1 6-1
X у

dxdy =

(
2wι1 2p1 2p, 2mi ∖ а 6 \

_ , , и a +u a υ b +v b ) fafo ~

и>0, υ≥0Асимптотика последнего интеграла найдена в [3]. Отсюда, так же как и при доказательстве неулучшаемости, из тауберовой теоремы Караматы следует, что функцияΦ(λ)= ff x°→ dxdy
P(χ. y)≤λ,
x⅛0, >≥0допускает оценкуΦ(λ)≤K10λ2"1∙ *»..



38 Л4. В. ВишняковИз последнего неравенства вытекает оценка
00

ff lx∙yl II ⅛Γ II <M'≤* uλ.
_ооДля получения этой оценки нужно произвести дифференцирование, выделить слагаемые вида

Λxa~1yb~1 D^P(xt y)φω (у)
и воспользоваться тем, что функция φ (t) и все ее производные равны нулю для 111>2.Покажем теперь, что

00sup ∫ И ∣⅛ Į <fr≤∙⅛χ∙
Мы проведем подробно оценку одного из слагаемых, так как остальные оце­ниваются аналогично.∫ IxPnxx I φ j dx ≤ K13 f J x2m*~ l dx+y2p* J* x2*~ ,d⅛∣≤ 

-оо P(X, >)≤2λ P(x. j>)≤2λ

1 I
(2λ) 2"* l р. (2λ) 2mι≤X14{∫ x2^-,dx+(2λ)m∙ f x⅛∙-1d⅛∣≤K15λ.

l o o JТочно так же показывается, что
sup fiy, I I ⅛,≤χι∙χ∙

y — 00Доказательство теоремы 1 закончено.Перейдем теперь к доказательству аналога теоремы Джексона для функций, лежащих в области определения операторов вида (1) с ^~ + ~≤ 1-
Теорема 2. Пусть функция f (х, у) лежит в области определения опера­

тора P[~i c ~ + ≤ 1 (оператор понимается в смысле Вейля). Пусть∣∣p(-i ⅛^)∕∣∣c≤l∙ Тогда для нее найдется такой тригонометрический 
многочлен Tλ(x, y)= Cmnelmx einy, что ∖∖ f-Tλ∖∖c^ , где константа

P(m,n)≤λ

K11 не зависит ни от ft ни отЪ.Доказательство. В случае + теорема доказана Б. С. Митя­гиным в [2]. Пусть — + — =1. Разложим функцию/(х, у) в ряд Фурье 
f(×, y)-∑ fm е"“ e,w



Конструктивные характеристики некоторых классов 39и построим многочлен
где φ (/) — та же стандартная функция, что и в доказательстве неравенства Бернштейна. Так как || P∕]]c≤l, тоιι∕-ι∖ωι∣c≤∣∣b∣∣c.где L — оператор мультипликатор с последовательностью1,φ(P(r))

Umn P(m, л)Для оценки нормы этого мультипликатора снова применим предложение 2 (см. [2]) н(^) 1sup ----- р(х ≤y, так как φ(<)= 1, μ∣≤ 1.Покажем теперь, что
ff ⅞i ■
00 —Отметим, что если под знаком интеграла стоит модуль производной функции ф(т), τo λ≤-P≤2λ и после вынесения из знаменателя за знак интеграла Хв соответствующей степени можно распространить интегрирование на область 

Р (χ, j) ≤2λ. Получающиеся при этом интегралы в точности совпадают с теми, которые приходилось оценивать при доказательстве теоремы Бернштейна и остается воспользоваться имеющимися там оценками.Проведем теперь оценку интегралов с множителем 1—φ(γ). Для этого покажем предварительно, что для д>0, Z>>0, n> ∙^+ψ∕χ∖ _ f f *° 1yb~ldxdy _______-K^19________ .r∖
' , J J (j^m,+χaply9pt+yamt)∏ ____o____b ' ' '

P(x,y)½λ, yn 2ml 2mt
x≥0, >>0 λСделаем в этом интеграле замену переменных xα = u, yb=v. Тогда 

ψ(χ)=⅛ ff ∕⅛ ⅛v,∙
P(u.v)½λ, I а ,■ a b . b ) 
w>0, o≥0 +W V +V ĮПоложим

а а
u = p-rrtι COS r"l φ,

b b
zf = p2"*t  sin m* φ.Значит, P (р, φ) = p + p coss φ sinr φ≥λ => p .

X Kn
a b 

2mi 2m,



40 M. В. ВишняковПокажем, например, как из (5) получаются оценки интересующих нас инте­гралов.
dxdy =

= SPiP2"h
Л *̂>±-'. dxdy+ 

P½ λ,
x>0, y≥0

+ 8P1P2 ff ×p УР— dxify
P½λ,

X≡eO, J>≥0В первом интеграле a=2m1+2p1, b=2pz, и=3. Значит, с учетом-~+ -~ = 1 из неравенства (5) получается требуемая оценка.Оценим теперь f ∣*l  ( ∣ dχ- Как и выше, интегралы,
соотношения
содержащиепроизводные от функции φ (у ), после вынесения (λ≤ P≤2λ) Хиз знаменателя в соответствующей степени за знак интеграла сводятся к интегралам, которые мы уже оценили при доказательстве неравенства Бернштейна. Приве­дем теперь для примера оценку одного из встречающихся интегралов с множи­телем 1 —φ

I=y2p* f
P½λ

χ2pl+tml-ι yip,

2p1 + 2m1P3
du∕ ∕ ml pi \3 *

P(u,y)>λ ^m1+p1 +u∞ι+Pι ptpi+yim,)

Pι+miПоложим и = t m' y4ml-2pt Тогда
1 2mi yim >

где интегрирование
Pl

tm'dt' Pl ∖3 ’ 
J + t mι +1/ идет по области

-ft1

r≥0.
= к»

2yim*(t+t  nh +1) t ∣°°
Pi

t + t m, +1 l,e +τ 2y2"'«; f-,77—--------- ≤√ + r^+l)
Кп

I 
2y* mΛt0 + t0m' +1 ≤^∙
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Оценка интеграла ∫ ∣j∕∣∣^-∣ t⅛ производится аналогично. Доказа-

— сотельство теоремы 2 закончено.Из теорем 1 и 2 по обычной схеме Бернштейна получается следующая 
Теорема 3. Пусть Eλ — подпространство, натянутое на

{eimxeiny}, где P(m, w)≤λ, ^^l + ^≤1∙
Тогда, если функция f (х, у) принадлежит области определения оператора 

в С, тоlim λρ (/, E∙k) < ∞.
λ→αo

Если же при некотором ε>0 для f (х, у)еСiimλ1+e p(Z>, Eλ)<∞,
λ→αo

то функция f(x, у) лежит в области определения оператора

Отметим еще, что из теорем 1 и 2 следует оценка п- по перечников компак­та U={f e С : II Pf∖∖c≤ 1} (по поводу получения этой оценки см. [2])
2τn1 т,

∂n(U)xn mι+m* .
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KAI KURIŲ KLASIŲ GLOTNIŲ DVIEJŲ KINTAMŲJŲ FUNKCIJŲ, 
PRIKLAUSANČIŲ ERDVEI C, KONSTRUKTYVINĖS CHARAKTERISTIKOS

M. VIŠNIAKOVAS
(Reziumė)Nagrinėjamos dviejų kintamųjų funkcijų iš C, priklausančios tam tikros klasės diferencia­linio operatoriaus su pastoviais koeficientais apibrėžimo sričiai. Tokioms funkcijoms įrodomi Bemšteino — Džeksono teoremų analogai.
CONSTRUCTIVE CHARACTERISTICS OF SOME CLASSES OF SMOOTH 
FUNCTIONS IN TWO VARIABLES IN THE SPACE CM. VISHNJAKOV
(Summary)The functions in two variables laying in the domain of a function in the space C of some class of differentiable operators with constant coefficients are under consideration. The analogs of the theorem of Bernshtein — Jakson are set up for such functions.


