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ОБ АБСОЛЮТНО НЕПРЕРЫВНОЙ ЗАМЕНЕ МЕРЫ 
И МАРКОВСКОМ СВОЙСТВЕ СЛУЧАЙНЫХ ПРОЦЕССОВ

Б. ГРИГЕЛИОНИС
ВведениеВ работе [1], обозначениями и результатами которой далее мы будем поль­зоваться, исследовался эффективный критерий проверки марковского свой­ства т -мерного случайного процесса х (t), r∈[∕0, 7] на вероятностном простран­стве (Ω,Jr, Р). В частности, там требовалось,чтобы функция П (/, х, ^»опре­деляемая скачкообразной частью процесса, не зависела от х. В этом случае указывались условия, когда рассматриваемый процесс является решением определенного уравнения К. Ито.Основной целью настоящей статьи является распространение этого кри­терия для достаточно широкого класса случаев, когда П (/, х, Г) зависит от х. Кратко поясним идею наших рассуждений. При помощи определенным об­разом построенного мультипликативного функционала от процесса х (t) производя абсолютно непрерывную замену меры Р на Р, доказываем, что для процесса х (t) относительно меры Р соответствующая функция П (/, х, Г) не зависит от х и тем самым, применяя результаты работы [1], мы можем проверить в этом случае марковское свойство. Далее доказывается, что обрат­но е преобразование Р на Р сохраняет это свойство процесса х (t).В первом параграфе строится мультипликативный функционал и иссле­дуются его свойства как плотности вероятностной меры. В случае, когда 

х (t) — непрерывное решение стохастического уравнения К. Ито, аналогич­ные исследования проводились в работах [2-4] (см. также [5]). Далее рассмат­ривается абсолютно непрерывная замена меры при помощи таких плотностей и некоторые свойства процесса х (t) относительно таким образом полученной меры. Изменение характеристик марковских процессов при абсолютно непрерывной замене меры изучалось в ряде работ (см., на пр., [2-7]; в [6] содержатся ссылки на более ранние результаты других авторов).В третьем параграфе исследуется упомянутое обобщение критерия марко­вости, полученного в [1]. Наконец, в последнем параграфе результаты об абсолютно непрерывной замене меры применюятся для установления одного критерия абсолютной непрерывности мер, соответствующих общим марковс­ким процессам. Наиболее общие результаты абсолютной непрерывности мер, сооответствующие марковским процессам, являющихся решениями сто­хастических уравнений К. Ито, найдены в [8] (см. также [9]). Эффективные 



58 Б. Григелионискритерии абсолютной непрерывности мер, соответствующих диффузионным или скачкообразным марковским процессам, заданным инфинитезимальными характеристиками функций переходных вероятностей, получены в работах [6-7].
§ 1. О некоторых плотностях вероятностных мерПусть х (г), z∈[r0, Т] — случайный процесс, заданный на вероятностном Пространстве (Ω,<^r, Р), почти все траектории которого непрерывны справа и имеют пределы слева, принимающий значения в m-мерном эвклидовом простран- стве (R„, 39 m), a^∙,=^,+ 0, z0 ≤r≤T, где Jrf-σ-алгебры, порожденные случай­ными величинами х (и), t0≤u≤t и пополненные по мере Р. Далее мы всюду будем считать выполненными следующие предположения.A1. Существует функция ∏(∕, х, Г), [∕0, T]× & т—измеримая при фик­

сированном Γ∈^m, являющаяся мерой на (%т при любых tux, такая, что 
для всех ε > 0 и Г ∈^m при любых tux, такая что для всех ε > 0 и Γ∈^m ∩ Ue*y

М f ∏(u, x(u), Ue)duj < ∞,

lim М ε |0 [f f ∣yP∏(u,

tt {y ∣≤ε x(u), ⅛>)<∕u] = 0,
а

q(t, Γ)=p(t, Γ)- f ∏(u, x(u), Г) <fo∈9K'1>, 
причем с вероятностью 1 (п. в.)

<?(«. П> = f ∏(m, x(u), Г) du

t<,Xz-r)= Σ ‰(*(")-*("-°))lre≤u≤∕(другие обозначения см. в [1]).Известно [1], что тогда случайный процесс x0(∕)=x(∕) ~ Qf(t)^где Pg - интеграл по мере р от функции g (у) =(g1 (.у), ∙ ∙ ∙, gm (j)), gi(у) = yi при I у I > 1 и=0 при I у ∣ ≤ 1, а Qf- интеграл по мере q от функции f(y) = 
=y-g (у) (подробнее см. в [1]), с вероятностью 1 непрерывен.А2. Существует функция а (t, x)=fa1(t, х), ..., am(t, x)j и симметри­

ческая неотрицательно определенная матрица А (t, х) =∣∣ aij (t, х) ∣∣fn, такие, 
что функции ai (t, х), aij (t, х), i,j=∖, ..., т, & [f0, T]×^m- измеримы и

х (t)=x0 (t) — f a fu, х (w)j е/ме9Л(т),
*>t∕e = {x: |х ∣≥ε}.
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причем

t
<×i, xj>t = f aij (и, x(u)}du п. в.

h∏ycτbφ (t, х, у) p0, T∖×⅞m× измеримая функция. Интегралы Pφ (t) и 6ф W Далее всюду будут пониматься как соответствующие интегралы ют функции φ (∕, y)=φ (t, х (г-0), у), определение которых дано в [1] (ср. также с [5], [10]).Рассмотрим функционало, = ехр/xc(t)- ⅛ <xc>, + βφ(0- f f («’<“•',-
1 '« κm- 1 — φ (и, y)j П («, *(«), du } , (Огде c(∕, x)=(c1(r, х), ..., cm(t, x)j, ci(t, x)-⅞(t0, T)×⅞m- измеримые функции,

*e(')= Σ f c>(u' *( “)) d**w
i=l t,

И
t m

<xc>t= f ( ∑ aιj(u. *( “)) c<(u. *( “)) cj(u∙ x(u)] du = Го i∙.√=lt= J*  ^C(M’ *( m)) a (m' *( “))’ C (“’ X(M))^ ^m∙
Предположим, что функции с (t, х) и φ (/, х, у) удовлетворяют следующим условиям:B1. (c (t, х) A (t, х), с (t, x))≤ K1]

B2∙ I φ(t, х, y)∣≤A2 И [ φ2(r, х, у) П (t, х, dy)≤K3,
Rmгде Ki, z = l, 2, 3 — некоторые константы.Очевидно, что при этих условиях все интегралы в (1) имеют смысл. Обоз- значим αj=αfαy,, z0≤s<∕≤T.Теорема 1. При условиях B1 и В2 случайный процесс (at,^tP) является 

мартингалом. Кроме того, Maf=l и М (af)γ≤exp{(r-j)A^(γ)} для всех 
t0≤s<t≤T∙, γ — любое действительное число,

КМ- j ∣γ2-γ∣ X1 + ⅞- (∣γ∣e⅛+γ*)e'vt¾.Предварительно докажем несколько лемм.Лемма 1. Если выполнены условия B1 и В2, то MaJ≤ 1 и М (ast ∖^,s) ≤ 1 п. в. 
для всех ∕0≤j<z≤T.



60 Б. ГригелионисДоказательство. Применим прием, использованный в [4] гл. 7 § 2. Пусть
х при x≤n,

/ \ x + ⅛ (x-nf(x-n-2) при и<х<и+1,£»(*)  = , 2
п + у при X ≥ п + 1.Очевидно, что функции gn (х) дважды непрерывно дифференцируемы, θ≤gi(*)≤χ<-∞ ,»+uW. —I ‰∙+∣)W≤giW≤θи при каждом x≥0 0≤gn(x)↑x при n→oo.По обобщенной формуле К. Ито (см. [1]) имеем:g∏(α))-l = ∫ g'.(«i) «i dxc(u) + ∫ ∫ (g,,(aj e’<“■'>)_s j ‰-gn(aj)) q(du, dy) + f f [gn(<⅛ e’<“■->■>)-gπ(⅛)-

s Rm

-g∏(<×-su) o⅛(e4,<"∙->')-l)] ∏ (w, x(u), dy} du +

+ į f g» M (O2 d<xc >«• (2)

Поскольку
g,n ((×-su) ≤ 0 и gn (<⅛ e*  <“’») - g„ (a*)  -g,n (asu) (e*  - 1) =r⅛eφ<"∙^= ∫ (aį e’ <“• - z) g„ (z) dz ≤ 0, (3)<то из (2) следует, чтоgn(a∣)~ 1 ≤ f gn(asu) «Ž <⅛(w) +

j

+ f f (gM q(du, dy). (4)
g RmОтсюда Mg.(a})≤l и M(g.(<)∣^,)≤l,поскольку в силу B1 и В2f (gi(a>i)2 <K,xc>u ≤ (« + 1 )2 K1 (T-s),

т∫ ∫ (gn (ai e* <u, y))—gn (a«))2 ∏ (“,x(m)> dy) du≤(n+∖y e2κ* K3 (T- s) 



Об обсолютно непрерывной замене меры 61и условные математические ожидания относительно & 3 стохастических инте­гралов, стоящих в правой части неравенства (4), равны нулю. Остается перейти к пределу при w→∞.Лемма 2. При условиях теоремы 1M(αf)γ≤exp √-j)^(γ)}.Доказательство. Обозначим с (t, х) =γc (t, х) и φ (t, х, y)=γφ (t, х, .у).Тогда (aj)γ = a}(γ)exp

где at(γ) = exp L⅛(∕)-∣ <xd>t + 0φ(r)- f f (е* (и- ^-l-
* f R— φ(u, j)j ∏ (u, x(u), dy^du

a∑(γ)=at(γ)(as(γ))"1∙Отсюда в силу B1 и B2(ajr≤<x≈(γ)exp{(Z-j)tf(γ)}. (5)
Поскольку функции с и φ удовлетворяют условиям леммы 1, то из (5) следу­ет, что М (af)τ ≤ exp ∣(f - s) К (γ)∣ .

Лемма 3. При условиях B1 и B2 Maf = 1 для всех t0≤s< t ≤ Т. Доказательство. Так как
gn(x) > £ ¼. л+1) W»то из (2) и (3) находим, что

л+1) (aj) (и, х (и)) А [и, х (и)), c(u, x(u)) j + 
(max(l, eΦ<l,∙∙>,>) ajj П (и, x(u), ⅛,)J | du. (6)

Mj,W)-l> / м|- 4 (a^χlπ, 
+ ∕∣-7 (⅛)2(^to∙rt-l)2χκ>> 

Rm LМы пользовались тем, что для любых действительных чисел а и b 
ьО≤ f (b-х) χln, π+i) (х) dx ≤ -i- (b- a)2 χln, 00) (max(a, b)} .



62 Б. ГригелионисИз (6) далее имеем, чтоWn(0⅛)-l ≥ -∙∣ f M∣(⅛)2‰ ω)(e* r-αj)^c(u, x(κ)p(w, φ)j, с(и,х(и))^ + 
+ ∫ (e*< 0∙Λ-l)8∏ (и, х(й), ⅛-)UuS≈-∣(JT1 +

Rm '

t £
+ eκ* K3) f [М (⅛)< Р {o⅛> we-^∣]2 du >

s

>--~(K1 + eκ∙ X3) e2*∙  f e<-"s>* u> du.
SОтсюда после перехода к пределу при n→∞ и следует утверждение леммы 3. Для завершения доказательства теоремы остается показать, что (at, <Ft, Р) является мартингалом, т. е. для всех t0≤s<f≤T М (at^s)=as п. в. или 

М (ast ∖0rs) = i п.в.Это очевидным образом следует из того, что О ≤M (ast ∖^^s) ≤ 1 п. в. и Mαf = 1.
§ 2. Абсолютно непрерывная замена мерыПредполагая выполненными условия B1 и В2, мы имеем, что Mαr=l. Поэ­тому мера P(Λ)= f aτdP, Ae^r, будет вероятностной. Математическое 

Аожидание по мере Р, будем обозначать символом !й.Далее мы неоднократно будем пользоваться следующими утверждениями. 
Лемма 4. Пусть случайная величина ζζF'^измерима, а τ∖ - & s-измерима 

и М I ξη∣< оо. Тогда при s<tKJ(ςη) = Ki [ηM(aJξ∣^s)] .
Доказательство. ИмеемМ (ξη) = М (ξηar) = М (ξa, η) + М [ξη (aτ - ar)] =

= M [ηasM(ajξ∣^rs)] = 1Й [ηM(afξ ∣ ∙^s)]-
- М [ηM (ξaj I js∙s) М (aτ - as ∣^s)] = Й [ηM (a? ξ ∣4Fs)] .

Следствие 1. Если ξ — 0rt-измерима и М ∣ ξ ∣ < ∞, то М (ξ ∣ŠFs) = 
=M (ξaf∣0rs) п.в. (s<t). Действительно, достаточно выбрать в лемме 4 η=χx, где А — любое подмножество из^5.
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Лемма 5. Пусть & [t0, T]×^r - измеримая функция ψ(r) = ψ(∕, ω) 

при каждом t&t — измеримая и

тla (/ I ψ (u) I du} < оо .
Тогда

ψ(u)du}^s} = M (f asn ψ(u)du [<-Fs}.
s sДоказательство. Имеем

t t
ια(∫ ψ(m)<∕m∣^s)= ( й (ψ<m)∣^s)<∕u =

J 5

= [ М (o⅛ψ(κ) <∕u = M ([ aζψ(w)<∕w∣^s).
J JРассмотрим процесс x (t), te [∕0, T], на вероятностном пространстве (Ω P). Мы будем пользоваться далее следующими предположениями:

для всех ε>0.
Теорема 2. При условиях B1-В4 процесс х (t) относительно меры Р 

удовлетворяет предложению A1 с заменой П (/, х, Г) на

∏ (Z, х, Γ)= I*  eφ <r∙ x∙ П (г, х, dy) 
⅛ г

и предложению Az с заменой функции a (t, х) на

a(t, x) = a(t, x) + c(t, x)(At,x)+ f j(βφ<'∙ x∙ >)— 1) ∏ (∕, χ, dy)
I > l≤l

и той же матрицей A (t, х).Доказательство теоремы будет следовать из следующих лемм. Обозначим
⅞(∕, O=p(r, Γ)-∫ f eφ<"∙^∏(w, x(w), dy}du.

t, г



64 Б. Григелионис

Лемма 6. Если выполнены условия B1, В2 и В4, то \q t, Γ),^,, Ė), te [z0, Т] 
для всех Γ∈^m∩ Ue и ε>0 является интегрируемым с квадратом мартин­
галом таким, что п. в.

< q (t, Г) > = [ [ '> П (и, x(u), ⅛>) du.
t0 гДоказательство. Так как по обобщенной формуле К. Ито

asf = 1 + [ f o⅛(eφ<u'1) q(du, dy)+ [ odu dxc(u), (7)s Rfn Sа
q(t, Γ)-q(s, Γ) = q(t, Γ)-q(s, Г)— ∣* f (eφ⅛u^-1) ∏[u,x(u), dy^du, 

's rто
fat, O-⅞(∙y, О) <⅛ = <j(t, Γ)-q(s, Γ) + ^(r, Г) —
-q(s, Γ))(∕ f ⅛(e*̂ -l)q(du,  dy)+ f ⅛dxc(u)fa

s Rm s

-ats∣' [ (eφfu∙y>-l) ∏ (w, x(u), dy^ du. (8)j гВоспользовавшись тем, что
<0Л. 2∕.>< = f f fι(u∙ y)f2(4, у) п(«, x(u). dy}du 

t9 RmИ < У, 2∕t>f = 0 п. в. для f1, f2, f3GFty и УеЯВ* 0(см. [1], [5]), из (8), A1 и леммы 4 находим, что п. в.
Ülfat, Γ)-√(j, Γ)∣J^sj =
= М [ f a⅛ f (ev(u>y)- 1) ∏ (и, x(u), dy} du∣^s] - 

s i?
-1й[[ [ (eφ <u∙y>- 1) П (и, х (и), dy} du^s] . 

s ГОтсюда и из леммы 5 следует, что п.в.
М ($ (t, Г ∣J* s)=⅞ (5, Г), 
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(«, >) _
(9)

т.е. (g (z, Γ),Jrs, р) является мартингалом. Далее снова по обобщенной формуле К. Ито(⅞(*,D-  Я(st Γ))2 = ^(r,∣Γ)-^(5, Γ)- ∫ f l)∏yι∕, c(u),dyjduj =

= f ^l+2(⅞(w, Γ)-⅞(,y, Γ)^q(du,Γ)-2 f [q(u, Γ)-ξ(s, Γ)j [∫ (tφθ∙» - 
-l)∏ (и, x(u), dyj]du+ [ П (и, x(u), Γ^du.

sОтсюда и из (7) имеем(g («, Г) - g (s, Γ))2 а; = ∫ 1 + 2 (g (и, Г) - ⅞ (i, Γ)j j g (du, Г) £1 +
+ f at f (βφ<".>,>-l) q(du, dy) + f αjdxc(к)] +

s Rm s+ a'[∕ ∏ («.•»(«).r)<*<- 2 ∫ (g(u,Γ)-g(j,Γ))∕∫ (e’S j \r-l)∏(u, x(u), ⅛>)rfuj .
В силу условий B1, B2, B4 лемм 2 и 4 из (9) легко следует, чтоЙ (g(Λ Γ)- q(s, Γ))2 = M (q(t, Г)-q(s, Γ))2aJ<∞,а такжеЙ [(g(Λ Γ)-g(s, Γ))2∣^s] = M [(g(Λ Г)-q(s, ∏)2a'∣^s] =

= M j∕p^l+2(g(u, Γ)-g(j, Γ))j f (t'M-

-l)∏(u, x(u), <fy)pu)^s∣-2KiI f (g(κ,Γ)-g(j,Γ))^∫e∙θ'∙Λ-
- l)∏(κ, x(u), dy'jj d,u∣1^sj + Й ∫ ∏(wt x(u), Γ)<½∕∣^s^. (10)

Из (10) и леммы 5 получаем, чтоK¾[(⅞G, Γ)-⅞(j, Γ))2 j J5^s] = й f f eφ<u>y> ∏(w, x(u), dyjdu∖^s^, 



66 Б. Григелионист.е. < ⅞ (/, Г) > = f f eφ (u∙у) П (и, х (и), dy^ du.
rβ гЛемма 6 доказана.Обозначим

x(t) = x(t)-Q∕(t)-Pg(t) - ( а (и, x(u)}du,

t0

tгде Qh{t) обозначает интеграл f f h (и, у) į (du, dy}.
ta Rm

Лемма 7. При условиях B1-B2 случайный процессах (t), te[t0, Г],

является интегрируемым с квадратом мартингалом, таким, что

< xi, xjyt= [ au^u, x(w)j du n.[β.

hДоказательство. Поскольку
⅛ω = β∕(0+ f f ∏(b, x(u), dy)du,

t, I у I ≤ 1TO
x(t) = x(t)- [ с (u, x(u)j a(u, x(u)^du.

Из (7) и (11)
{x(t)-x(s)} as, = (S(f)-x(s)j [ 1 + f ⅛(eφ,"∙-,,,-1) q(du, dy) +

S

Г r+ [ o⅛ tZxc(u)j-aJ f c (u, x(u)j A (u, x(w)j du.
s sОтсюда 10[(x(∕)-x(j))(^∙,]= M [(x(∕)-5w) aJ∣jF,] =

(ii)

Значит, [x(t), &x, P) - мартингал.



Об обсолютно непрерывной замене меры 67По обобщенной формуле К- Ито
(xi(t)-xiи) (¾(0-Xj(*))  = (xi(0-Xι(*)  -

- f ∑ ¾ (“> *("))<⅛(">  x(u)jduj^Xj(t)-^Xj(s)-

t m \ t
- f ∑ ¾(u∙ *("))¾*{".  χ(")M = f (¾(")-¾W)<⅞(κ) +

5 fc=l f S

t t m
+ ∫ [xj (u)-xj (s))dxi(u)- f (xi(κ)-xi(1y)) 2 Ck(u,x(u)}aj^u,x(u)} du-

S s k=\
t m

- f (¾(w)-¾∙(1y)) 2 Ck (“• χ(u)]a*[ u> x(μ))du +
š k=l

+ f aj (u, x(u)^du. (12>
В силу предположений B1-B3 из (6) и (12) после несложных оценок полу­чаем, что1Й (x∣(0-λl(j))2 = M [[xl(r)- xf(j)j2αj]< ∞ ,а также 1й [(χi(0-¾W) (⅞W-⅞(s))l^.]-Ki [∫ ⅛∙(", x(u))<∕m∣^γj]-

f

-й f [xl(u)-xi(s)j 2 ct (“> x (“)) a√*  (“. *(«))<*<  l^". J-

~m [f (⅜√≈')-⅛M) ∑ Ck (u, x(u)}aik[u, x(u)]du∣0rJ +
5 Ä=1

+ м [∫ 0⅛ (⅛w-⅛w) X ck (и, x(u]jajk[ut x(u)jdu]^rJ +
j k=l÷m[ f <⅛{xj(u)-xj(s)} ∑ ck(u, x(u)} aik(u, x{u)∖ ^u∣^J÷
s k=\IT/ t

+ m[(1+∕ f ⅛(eφcu'y>-1) Q(dut ⅛θ)( f (xi(u)-xi(s)}dxj(u) +
s Rm ' '

+ ∫ {xi(u)-Xj(s)') dxt(«)l^,] = 1Й ∫ <⅛(κ, x(u)) dul0^,^ ,

tr. e. <xi, ⅛∙>t= f au(u, x(u)^du n. в.
t.Лемма 7 доказана.



68 Б. Григелионис

§ 3. О критерии марковостиПусть выполнены предположения A1 и А2 и существуют мера П (t, Г) и по­ложительная & (r0, Т) × φm × Sßm—измеримая функция р (г, х, у), такие, что 
П (г, х, Г)= [ p (t, х, у) П (r, dy) для всех Γ∈^m. Выберем с (t, x)≡0, φ (t, х, гy)= —ln p (t, х, у) и предположим, что выполнены условия B2-В4. Тогда не­посредственно из теоремы 2 и теоремы 3 в [1] вытекает следующее утверждение.

Теорема 3. Если матрица A (t, х) имеет постоянный ранг г, то сущес­
твует r-мерный винеровский процесс (w(∕), ^^f, Р), не зависящий от меры р, 
которая относительно меры Р является пуассоновской, такой, что про­
цесс (х, (t), &t, Р) является решением стохастического уравнения К. Итоx(r) = x(r0)+ f a{u, x(uj}du +

r t

+ ∑ ∫ Mm, x^) dukW + QAt)+pg(t)>
Λ=l tβ

где
a(t, x) = a(t, x)+ f y(l-p(r, х, у)) П (t, dy), 

l>,∣≤!

(13)

t

q(С r)=P(G O- f П (u, Γ)du.
t»^Определение функций bk (t, х) см. b [1].)

Замечание 1. В случае зависимости ранга A (t, х) от г и х утверждение те­оремы 3 остается в силе после присоединения к основному ω-пространству винеровского процесса соответствующей размерности (см. [1]).
Теорема 4. Если выполнены условия теоремы 3 и уравнение (13) имеет 

единственное непрерывное справа решение, то случайный процесс (х (г), 
SFt, Р) обладает марковским свойством.Доказательство теоремы 4 вытекает из теоремы 3, следствия 2 [1] и сле­дующих лемм.Обозначим αt= (at)-1.

Лемма 8. Случайный процесс Р), r∈[z0, Т\ является мартингалом.Доказательство. Поскольку М (ast ∣<^s)= 1 п.в. для всех f0≤s<f≤T, то
f ast dP = P(A) для всех Ae^rs.

АОтсюда
[ aildP= [ SitardP= f a'r<ZP = P(Λ) для всех Λ∈JvJ∖ (14) 

А А А

f asdP = [ S,sardP = f a⅞-<ZP = P(Λ) для всех Aefs. (15)
А А А



Об обсолютно непрерывной замене мерыИз (14) и (15) следует, что
f aitdP = f oisdP для всех Ae^s,

А Ат.е. M(αr∣ <Fs) = as п.в.
Лемма 9. Если случайный [процесс (х (t), &t, р), f∈[f0, Г], обладает мар­

ковским свойством, то им же обладает и процесс (х (r),^f, р) .Доказательство. В силу следствия 1 при ξ=χr(xW) и марковского свойства процесса (х (t), ⅛Ft, Р)

Отсюда
= M ^χr (x(r)ja*∣x(s)j,

т-е. Р ∣x (∕)∈Γ I = Р ∣x (r)∈Γ I х (s)} п.в.
для всех t0≤s<t≤Tи Γ∈^m, что и требовалось доказать.

§ 4. Критерий абсолютной непрерывности мер, 
соответствующих марковским процессамПусть x1 (t) и x2 (/), tE [f0, Т\ — два марковских процесса, удовлетворя­ющие предположениям A1 и А2 с функциями a1 (t, х), A1 (t, х), ∏1 (t, х, Г) и 

a2 (t х), A2 (t, х) ∏2 (t, х, Г), соответственно. Обозначим μ1 и μ2 соответству­ющие процессам x1 (t) и х2 (г) меры на σ -алгебре <^1∕β⅛, порожденной цилин­дрическими множествами в пространстве всех функций, определенных на интервале [∕0, Т] и принимающих значения в Rm (см. [6]).Предположим, что распределение x2 (r0) абсолютно непрерывно относи­тельно распределения x1 (r0) с плотностью р (∕0. *)  и ∏2 (t, х, Г] абсолютно непрерывно относительно ∏1 (t, х, Г) с плотностью p (t, х, у) >0. Предположим также, что функции a2(t,x) A2(t,x) и ∏2(r, х, Г) однозначно определяют функцию переходных вероятностей процесса х2 (/). При этих условиях имеет место следующее утверждение.
Теорема 5. Для абсолютной непрерывности меры μ2 относительно μ1 

д остаточно, чтобы A1 (t, x)=A2 (t, х) и существовала такая функция c (t, х), 
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вместе с φ (t, х, y)=ln р (t, х, у) удовлетворяющая условиям B1-Biι с заме­
ной а, А и П на a1, A1 и ∏1 и такая, что

a2(t, x) = a1(t, x) + c(t, x)A1(t, x) + f y{p(t, x,y)- 1) ∏1(f,x,⅛>)∙ ι>l≤l
При этом плотность задается формулой

(*1  (•)) = ₽ ('о. *ι('o))o⅛-,
где aτ определяется выражением (1) с заменой х (t) на x1 (t).Доказательство. Из сделанных предложений и теоремы 2 следует, что функция переходных вероятностей процессу (x1(t), p), где P(Λ) =
= f aτ dP, Ae^^, совпадает с переходной функцией процесса x2 (г), 0rt, Р).

АОтсюда и следует утверждение теоремы (см. [6]).
Замечание 2. Пусть случайный процесс х (t), te [r0, Т\, является непре­рывным справа решением стохастического уравнения К. Ито

t i t
x(t) = x(*o)+  f а (и, x(u)}du + ∑ f bk{u, x(u)}dwk(u) + 

t0 fc=l t0

+ f f f{ut x(u), y) q(du, dy) + 
to У I ≤ 1

+ f f f (и, x(u), yjp(du, dy),
I. IJ∙'>1где p (du, dy) — пуассоновская мера c M. p (du, dy)= ^∣m⅞r (cm∙ [θJ)∙ Для проверки предположений A1 и A2 следует выбрать

i∏((, X, Γ)= ∫ , %(t, χ)=X ⅛('1 *)⅛Λ  χ)
f(t,x,y)εΓ k=∖И

*(', x) = a(t, *)+ f f(t, X, Д’) |Д+Г- f f(>,x,y) —•
1у l> I I у1≤1

|/(Г, х, у) ∣≤1 |/(Г. X, У) ' > 1

Замечание 3. В случае, когда х (t) — марковский процесс, для проверки предположений A1 и А2 можно указать условия на инфинитезимальные харак­теристики функции переходных вероятностей.
Замечание 4. Усложнением выкладок можно существенно ослабить пред- 1’Сложения B1-В4.Институт физики и математики Академии наук Литовской ССР Поступило в редакцию4.IX. 1968
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APIE ABSOLIUČIAI TOLYDINĮ MATO PAKEITIMĄ
IR ATSITIKTINIŲ PROCESŲ MARKOVO SAVYBĘB. GRIGELIONIS
(Reziumė)Šiame straipsnyje apibendrinamas atsitiktinių procesų markoviškumo kriterijus, nagri­nėtas [1] darbe. Taip pat gautos pakankamos sąlygos, kai matai, atitinkantieji Markovo pro­cesus, yra absoliučiai tolydiniai.
ON ABSOLUTELY CONTINUOUS CHANGE OF MEASURE 
AND MARKOV PROPERTY OF STOCHASTIC PROCESSESB. GRIGELIONIS
(Summary)In the paper criterion of markovity of stochastic processes, in investigated in [1], is genera­lized. Sufficient conditions for absolute continuity of measures, corresponding to Markov pro­cesses, are given also.




