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О НЕГОЛОНОМНОМ КОМПЛЕКСЕ

к. и. ГРИНЦЕВИЧЮСВ последние годы неголономной геометрией заинтеросовались многие геометры как в СССР, так и в других странах.Геометрия неголономных поверхностей хорошо освещена в работах В.В. Вагнера [1], С.С. Бюшгенса [2] и других. Задачи неголономной геометрии тесно связаны с геометрией систем дифференциальных уравнений. Эта статья посвящается неголономному комплексу.В работе основным аппаратом исследования является теоретико-группо­вой метод дифференциально-геометрического исследования погруженных многообразий, развитый Г. Ф. Лаптевым [3].Определение. Фундаментальный геометрический объект Н (3, 1, 3) первого порядка [3] луча / комплекса прямых <7(3, 1,3) в трехмерном проективном пространстве Р3 определяет проективное соответствие К между точками луча Z и плоскостями, проходящими через I [4].Если комплекс прямых, описываемый лучом l= Λ1Λ2, задан дифференциаль­ными уравнениями [5] (после фиксации трех вторичных параметров)
(ι)f + СОо = 0,[ω3-c⅛ ωf] +[ω∣-ω∣ — ω3 + ω}, ωf] + [ωj — ωf, ω^] = 0,то проективное соответствие К принимает вид:
К: A1 + tA2÷±x3-tx4 = 0, (1)где {Λi}- подвижной репер, xi — координаты точки относительно {√4i}, 
dAi = ωjiAj, Z)ω-j = [ωjcω⅛] (z, j, к, Z=l, 2, 3, 4).

Неголономным комплексом назовем четырехмерное многообразие пря­
мых I пространства Р3, для прямых которого задано проективное соответс­
твие К между точками прямой I и плоскостями, проходящими через I .

Дифференциальные уравнения. Будем считать, что проективное соот­ветствие К в случае неголономного комплекса приведено к виду (1). Тогда неподвижность прямой /в Р3и инвариантность соответствия (1) определя­ются уравнениямиωj = ω, = α>2 = Оз = О,ω3 — coį = ω∣ — ω1l — ω3 + ω{ = ωj — ωf = 0.Эта система вполне интегрируема, и первые интегралы ее являются коор­динатами образующего элемента{прямая A1A2, соответствие К : A1 + tA2+±x3- fx4=0} неголономного комплекса NG (3, 1,3).



86 К. И. ГринцевичюсДля неголономного комплекса базисными формами целесообразно счи­тать
со?, со? — <∣>2, и ωι÷ω2∙Тогда неголономный комплекс определяется дифференциальными уравнениями
ω3 — ω2 = ‰33ωl ÷ (‰34 “ 4^ ^33 j (ωl- ωi) ÷

+ (л + 4 a34 - ⅞344) <*>2  + g33 (ωf + ωl),

ωi - ω,1 - ω∣ + coj = (2A3334 + у лзз) ωι + (2A3344 + ^) (ωj - ω^) +
+ (у Λ44 - 2Λ3444) ω∣ + 2g34 (со? + со|),
ω3 _ ω2 = (Λ -1 ∕⅛4 - A3344) со? - (∕⅛444 + I Λ44) (ω} - ωf) +
+ ¾444ω2 -^44 (ωf + ω∣)j (2)

[v‰33 + ω3333> ω^] ÷ [v⅞334 ~ 4^ (v⅞3 ÷ ω33λ ωt ~ ω2j ÷

+ ^dh + 2^ h (ωp — со“) — ω4 — co3 + ω + у (ψΛ34 + ω34) — (∖7∕⅛344 +
+ ω3344h ω2J ÷ [v^33 - ω3 ÷ Ω33 — у (ω3 - ω2), со? + со^ = 0, (2а)
Į2 (V⅞334 ÷ ω3334) + у (V^33 ÷ ω3β)j ÷

+ [2 (vA3344 + co3344) + dh + ^ h(ωpp- со“) - ωj - cog + со, со? - со?] +
+ [у (VA44 + ω44)- 2 (vA3444 + ω3444), со|] +
÷[2 (ψg34 + Ω34) +ω3-ω4 +-g (ω} — ω∣ +ω3-ω4), ωj + ω∣J = 0, (26)

∖dh + у h (ωp - со“) - ωj - ω∣ + со - ~ (uA34 + co34) - vλ3344 - ω3344, со?J -
- [vΛ3444 + ω3444+у (V^44 + ω44), со? — ω∣]+ [ψΛ4444 ÷ co4444, ωj]-
~"[v^44÷Ω44÷ ω4÷ у (ω4-СО?), ωf+CO2J = 0, (2в)где VLαβ = dLaβ - 2Lγ (βco⅛ + у £aß (со £ + coįf),
V⅛γε = ^aβγe- 4Λl(βγεω⅛0+ j hapfε (co£ + 3coį);a, β, γ, ε, ι = 3, 4; р, q=∖, 2;2Θ3 = co3 — c02, 4Θ4 = — 4Θ3 = co∣ — ω∣ — co3 + со?, 2Θ4 = со? — со?,ω<x(jγε = 4Al (βγεΘ⅛ + Λaβγe (g3tω∣ —g4ιc02),
ωaβ = ‰ (g3γω]f-g4γω2) + 2Λγ<βΘ⅞-8gγ(βΘjj,ω = A(g3γω}-g4γω^),
Ωaβ = gaβ (^3γωΓ - ^4γω2) ÷ 2Aaβγ (4θ3] - у ^γ(βθa) ÷ 2gγ (βθa)∙



О неголономном комплексе 87Будем считать, что Λαβγe, Λaβ, gaβ являются симметричными относительно всех индексов. Дифференциальные формыωaβγε, ω<xβ> ^aβ И ωзависят линейно только от базисных форм, т.е. не зависят от дифференциа­лов вторичных параметров.Развернув квадратичные уравненя (2а), (26), (2в) линейными уравнениями по лемме Картана, получаем:VΛaβγε + (∙ ∙ ∙) = θ> (θ)VAaβ + (.. .) = 0, (4)Waβ-θp(aωS) + (∙ ∙ ∙) = θ∙ (5)
dh + ^ h (ω^-ω≈)-ω∣-ω^ + (. . .) = 0, (6)где ∈pa=5-p-а, а все выражения (...) зависят линейно только от базисных форм, т.е. не зависят от дифференциалов вторичных параметров.

Геометрические объекты. Из уравнений! (3) —(6) следует, что системы величин:Λaβγe,Äaß,£aß, 
h

(7)(8)(9) (10)являются линейными геометрическими объектами. Если в некоторой окрест­ности прямой / имеет место Λaβ=O, то линейное дифференциальное уравнение ω{ + ω^=0 вполне интегрируемо, и неголономный комплекс, определяемый уравнениями (2), (2а), (26) и (2в), вырождается в однопараметрическое семей­ство комплексов (голономных) прямых.Свертывая Aaβγe с координатами ∕4, t3 точки f4Λ1 + r3Λ2 луча /, получаем относительный инвариант, равенство нулю которогоAaβ√W'∕ε = 0 (11') определяет четыре точки
Bi = t↑A1 + ΓiA2 (11")на луче / (rj : tį являются корнями уравнения (1Γ))∙В случае Λa0=O этими точками являются инфлекционные центры луча комплекса прямых. Поэтому точки, определяемые уравнением четвертой сте­пени (1Г), будем называть инфлекционными центрами и в случае неголоном- ного комплекса.По формуле (1) инфлекционным центрам соответствуют четыре плоскости ΛotβγεxaAγxε = O, (12)проходящие через луч Z. Эти четыре плоскости будем называть инфлекционны­ми плоскостями.Свертывая Aaβc координатами ∕4, г3 точки ∕4Λ1-H3Λ2, получаем относитель­ный инвариант, равенство нулю которого⅛√a∕β = 0 (13') определяет две точкиE, = f<Λ1 + ⅛Λ. (13")



88 К. И. Гринцевичюсна луче / (tįz tį являются корнями уравнения (13')). Эти две точки будем на­зывать точками неголономности.По формуле (1) точкам неголономности соответствуют две плоскости AαβxβχP = 0, (14)проходящие через луч I. Для голономного комплекса точки и плоскости, аналогичные определенным уравнениями (13') и (14), не выделяются.Линейный неоднородный геометрический объект (9), в силу (5), определяет в Р3 инвариантную квадрикуx1x3 - x2x4+gaβxaxβ = 0, (15)проходящую через луч I.Величины На& (е), определяемые равенствами¾ W=gap + eAaβ,где е-постоянное или инвариант, удовлетворяют дифференциальным уравне­ниям вида (5). Следовательно, имеем пучок инвариантных квадрикx1x3 - x2x4 + tfaβ (е) xaχβ = 0. (16)Величина h из системы (2) образует однокомпонентный линейный не одно­родный геометрический объект и, в силу (6), определяет линейный комплекс
p13 +p42 _ hpu = о

прямых
в Р„ где = xiyi--xiyi - координатыи y,Ai.Выражения

⅞333 ⅞334 ^3344Δ = ^3334 ⅞344 Ä3444

⅞344 Ä3444 Ä4444

(17) прямой, проходящей через точки xiAi

В — fl3333^liU4 ~ 4/13334^3444 + 3A^344,
K=h33a^εh^-(h3iγεh^,М = AaβγeΛa0Aγeи
^=A33A44_(A34)2jгде
Λ33 = Λ44, A34 = -Λ34 и A44 = A33,удовлетворяют дифференциальным уравнениям соответственно:rfΔ=∣Δ(ωJ-ω') + (...), (18)<∕β = δ(ωJ-ωp + (...), (19)
dK=2K(<⅛-<⅛) + (20)
dM = ⅛ Λf(<⅛-ω')+(...), (21)
ΛV=X(ωJ-ωJ) + (...). (22)



О неголономном комплексеИз уравнений (18) —(22) следует, что выражения:
В3 : Δ2, (23)
KN : М\ (24)
BN3 : М\ (25)
В: N (26)являются инвариантами.От трех инвариантов (23) —(25) зависит расположение инфлекционных центров и точек неголономности на луче I. Например:1) сложное отношение μ=(B1B2B3B4) является корнем уравнения4 (В3 - 27Δ2) (μβ - 3μ6 + 5μ3 - 3μ + 1) - (3B3 + 648Δ2) (μ - 1 )2μ2 = 0;2) сумма двенадцати сложных отношений

3) Σ
i≠j

(E1E2BiBj) =подсчитав
12Λf8-64В№

Mi-1GKN+IGBN*

∑ (E1E2BiBj)z,
i≠jполучим, что эта сумма выражается через инварианты (23) —(25).Инвариант В3: Δ2 имеет аналогичный смысл и для голономного комплекса прямых.

Пучок линейных комплексов. Пусть линейному комплексу прямых¾∕>w=0. aij=-ajl, (27)принадлежит прямая A1A2, т.е.012 = 0.Требуем, чтобы нулевой системе линейного комплекса (27) принадлежало соответствие, определенное формулой (1), т.е. чтобы прямые линейного комп­лекса (27), проходящие через точку Л + Ы2, лежали в плоскости x3- tx4=0 для любого t. Это приводит к тому, чтоfl23 = 0i4 = θ, tfιs +tf24 = 0.В таком случае, полагая α13≠0, получаем одно параметрическое семейство линейных комплексов, заданных уравнениемjp13+p42-σ p34=0, (28)гдеа - параметр семейства (пучка). Линейные комплексы (28) для голономно­го комплекса прямых (в случае Aβ3=0) являются касательными.Линейные комплексы (28) являются инвариантными тогда, когда σ удо­влетворяет уравнению вида (6). Таким образом, пучку (28) принадлежит ли­нейный комплекс (17).Все выражения:
3 _ ____ 4 ____ 3 _ __

Λ + ]∕∆7, h + ]∕∖B∖I, h + V∖K∖I, h + ↑∕Ml, h+↑∕∖N'∖I,где I— инвариант, в силу (18) —(22), удовлетворяют дифференциальному урав­нению вида (6), следовательно, пучок линейных комплексов (28) соотноше­нием
3 __σ=Λ+]∕∆∕, если Δ≠0,



90 К. И. Гринцевичюсили σ = Λ + l∕∣ В' 1 7, если B≠0,или σ=A + ]∕ΓΓ∣ 7, если tf≠0,или
a = h + ∖, MI, если Λf≠0,или σ = Λ + ∣∕∣ h 1 7, если 7V≠0можно взаимно однозначно отобразить на интервал ( — ∞, +∞) знамени па­раметра I.Первые два из этих отображений определены и для голономного комплекса з___прямых (отображение σ = Λ+∣∕ Δ7 рассматривалось автором в [6]).

Инфлекционные центры. Фиксируем любую точку 7V=τ4∕t1 + τ3Λ2 на лу­че I и любую плоскость r4x3-z3x4=0, проходящую через /. Неподвижность точки N характеризуется вполне интегруруемой системой:τ4ωf + τM = 0,τ4 (dτ3 + τ4ωj + τ3ω∣) = τ3 (dτ4 + τ4ωj + τ3ω2), (29)а неподвижность плоскости t4x3-t3x4=0 - вполне интегрируемой системойZ4ω^ — t3ω4 = 0,
t4 (dt3 + ∕αω≡) = t3 (dt4 + Zαωi). (30)Из уравнений (29) и (30) следует, чтосо“ = Zατ3Θ,ω,= — Zaτ4Θ, (31)где Θ - дифференциальная форма, не равная нулю. Следовательно, прямая 

A1A2, вращаясь около точки Nb плоскости t4x3- t3x4=0, описывает пучок пря­мых. Точка M=t4A1 + t3A2, соответствующая плоскости ∕4x3-z3x4 = 0 по фор­муле (1), в силу (2), (30) и (31), описывает кривую, касательной к которой в точке М является прямая(л/, {* aβ√∙Λγτ∙ + (t*τ>  - + l* as,) ,≈1e∣ Аг +1*  (t*τ>  - ZM) Л4.) . (32)Прямая (32) в случае τa = ra (точки М и У совпадают) примет вид(М, h^zet^ΓA2).Предыдущая прямая не определена тогда и только тогда, когда коорди­наты t4 и t3 точки Λf= N=t4A1 + t3A2 удовлетворяют уравнению четвертой сте­пени (1Γ)∙ Итак, пришли геометрически к инфлекционным центрам В, (см. (∏"))∙
Квадрика I. Будем рассматривать случай, когда точки M=t4A1 + t3A2 и 2V=τ4∕41 + τ3Λ2 находятся в соответствииW^'γτε = 0,индуцируемой инфлекционными центрами (это соответствие рассматри­валось автором в [5] (лемма 1)). В этом случае точку М будем считать произ­



О неголономном комплексе 91вольной точкой луча /, а точка N — соответствующая точке М, и прямая (32) примет вид
(м, (g<,0 +1 ⅛β) t*PA 2 + tit*A^  .

Если r4 : t3 является переменным параметром, то предыдущая прямая опи­сывает поверхность второго порядкаx1A-3 - x2x4 + (gα0 + Aaβ j xax^ = 0, (33)принадлежащую пучку (16).
Пучок, поверхностей третьего порядка. Прямая (32), когда : t3 явля­ется переменным параметром, а τ4 : τ3 — постоянное, описывает линейча­тую поверхность третьего порядкаAa3τex≈Λ⅛¼e+(Λ<-τ*χ3)  + ∣χiχ≡- Λr4 + (ffa0 + ∣ Aa0) Λ⅛∣i} = 0. (34) При переменном τ4 : τ3 уравнение (34) означает пучок поверхностей третьего порядка.Все точки плоскостиT4x3-T3x4=0, (35)проходящей через прямую A1A2, принадлежат поверхности (34) тогда и только тогда, когда

τ3T*-τ iT3 = 0 и ΛaβγeTaTPTγτe = 0,т.е. тогда, когда плоскость (35) является инфлекционной плоскостью (см. (12)).
Касательные корреляции. Будем рассматривать корреляции

aijuixi = 0, det || aij || ≠О (36)(wf и xi — координаты точек), которым принадлежат проективные соответст­вия (1) на луче ∕11Λ2 и те же самые соответствия на луче A1A2 + d (A1A2) по не­которым направлениям (для любого t).Требование, чтобы корреляциям (36) принадлежали проективные соот­ветствия (1) на луче A1A2 для всякого t, приводит к равенствам
a11 = u12 = o21 = a22=fl23 = ^i4=θ,
ai3 ~ 1 > a2A~ ~ 1, (37)и корреляции (36) принимают видu1x3 - w2x4 + aa iuaxi=0. (38)Требование, чтобы корреляциям (38) принадлежали проективные соот­ветствия (1) на луче A1A2+ d (A1A2), т.е. точке
A1 + dA1 + (∕ + dt) (A2 + dA2)соответствовала плоскость
х3 + dx3 -tx*-dt∙x*-  tdx4 = 0для всякого г, приводит к семи равенствамβapωj + ∈ρaω≈ = 0,fla4ωf + ωj — ωf = 0, aa3ω2 — <4 + coį = 0,fl≈3ωT + 0fa4ω2 + ωj — (4 + <4 — ωj = 0. (39)



92 К. И. ГринцевичюсУравнения (39) для всяких ωj не совместны, поэтому будем рассматривать касательные корреляции вдоль линейчатых поверхностейωJ = λ^Θ, Z)Θ = 0. (40)Подставляя выражения (40) в (39), в силу (2), получим(λjλ2 — XfXf) α31 = — λιλ2-(M)2∙ (411)(XiXj — XfX2) α42 = Х?Хг + (λ2)2, (412)(λ1λ2 — λ{λi) α41 = X? (λ{ + λ∣), (418)(λ1λ2 — λfλ∣) α82 = — λ2(λ1 + λ2)> (414)^2^03 = ^α333^∙T “ λ0t334λ2 — ~ξ h33 (λ] — λ∣) ++ (л +y A84) λ2+g33 (λ{+ λ∣), (41б)
λfо«з ÷ βa4 = 2Aa334 X“ — 2Λa344 X“ + ~2 ⅞3λι +÷ Ä (λ{ — λ2) + ~2 ÷ ⅜34 (λf + Х1), (41 β)X“öa4 = Aa344λf “ ^<χ444X2 ÷ (^2 ^34
÷^4^ ^44 (λ{ — λi)÷^44 (λf + λi)∙ (417)В случае X? λ⅛-Xį λ∣≠0 (это означает, что линейчатая поверхность не явля­ется развертывающейся) из уравнений (411)-(414) однозначно определяем a3ι, ‰ 04i, и fl32. Что касается остальных четырех коэффициентов аа& корре­ляции (38), то они связаны тремя независимыми уравнениями (415)-(417). Следовательно, существует пучок касательных корреляций вдоль любой не развертывающейся линейчатой поверхности.

Квадрика II. Будем рассматривать такие касательные корреляции, для которых
aij = aji, det || aij ∣∣≠0(такие корреляции являются полярными соответствиями). Тогда, в силу (37), имеем
fl32 = fl41≈θt fl31= 1, ö42=—1- (42)Подставляя значения (42) в (411)-(414), получаемХ? = Х^ = О, λ4 = λ3≠0. (43)Из (415)-(417), в силу (43), найдем, чтоaaβ = 2gaβ. (44)Подставляя значения (42) и (44) в (38), получим касательное полярное соот­ветствиеw1x3 - w2x4 + w3x1 - u4x2 + 2gapuax0 = О,которое индуцирует квадрику II, определенную уравнением (15). Геометри­чески полученные квадрики I и II определяют пучок квадрик (16)^
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Точки неголономности. Все точки прямой Λ1Ai принадлежат квадрикам пучка (16). Кроме того, все квадрики, определяемые уравнением (16), содер­жат еще две общие прямыеAββxαxβ = О,x1x3 - x2x4 + ga^xax^ = 0. (45)Прямые, определяемые уравнениями (45), пересекаются с лучом I в точках 

E1, Ei (см. (13') и (13*))  и лежат в плоскостях (14), соответствующих точкам 
E1, Ei по формуле (1).

Касательные линейные комплексы. Рассматриваем такие касательные корреляции, для которых
au=~ajn dėt И aij || ≠0.Такие корреляции являются нулевыми системами индуцируемыми линейными комплексами прямых. Тогда, в силу (37), имеем
¾3 = fl44 = ¾2 = fl41 = θj fl⅛l=~l> fl42=l (46)и из (411)-(414) найдемλ{ + λi = O. (47)Линейчатая поверхность (40), для которой имеет место уравнение (47), является интегральной поверхностью неголономного комплекса.Из (415)-(417), в силу (47), следует, что⅞333λ1 + (2∕⅛334 — у ∕z33j λ∣ + (.у + g- ∕⅛4 — Z⅛344j λ2 = 0, (^3334 + у ^зз) λj + (j + 2∕⅛344) λj + (-ξ- Λ44 — ∕⅛444) λ∣ — 0,( - ∙y ÷ 2^ ^34 + ‰44 j ×1 + (2A3444 + у A44 j λ∣ — A4444λ∣ — 0, (48)где
s = A + a34, (48')откуда получаем уравнение третьей степени относительно s

^3333 ⅞334 “ 4^ ⅞3 S ~~ ^3344 ÷ 2^ ^34

^3334 ÷ ~į Λ33 ^2 S ÷ Λ3344 — ∕⅛444 + у A44 = 0. (49)
$ ~ Ä3344- ^2^ ^34 - ⅞444- 2^ ^44 ^4444Уравнение (49) имеет место и для голономного комплекса прямых, с по-мощью которого Н. И. Кованцов рассматривает главные линейчатые поверх­ности комплекса [7].Если корни уравнения (49) обозначить

⅛ ∙s2> И S3,то три касательные нуль-системы, в силу (38), (46) и (48'), примут вид
T1x3 - T3x1 - T2x4 + T4x2 + (sa - h) (T3x*  - Γ4x3) = 0,a=l, 2, 3, (50')



94 К. И. Гринцевичюса соответствующие этим трем нуль-системам линейные комплексы прямых будут определяться уравнениямиp13 + p42 + (Λ-∙yfl)p43=0. (50")Линейные комплексы прямых (50") будем называть касательными к него- лономному комплексу. Направления (линейчатые поверхности), по которым линейные комплексы (50") касаются с неголономным комплексом, заданным уравнениями (2), (2а), (26) и (2в), определяются соотношениями (40), в силу (47), (48) и (49).Линейные комплексы прямых (50") определены и для голономного комплек­са прямых. В. А. Петин в [8] и [9] рассматривал геометрическую связь между тремя линейными касательными комплексами (50") (для голономного комплек­са прямых) и линейным касательным комплексом М, рассмотренным авто­ром в [5]. Эта геометрическая связь В. А. Петина, с помощью которой полу­чаем геометрически линейный комплекс (17), имеет место и в случае него- лономного комплекса.
Квадратные касательные комплексы прямых. Квадратный комплекс прямых

aijkιPijPkl = ^ где aijkl = aklij= -ajikl= -aijlk, (51)проходит через прямую A1A2 тогда и только тогда, когда
β1212 = θ∙ (52)Квадратному комплексу (51) принадлежит прямая, проходящая через точкиΛ1 + JΛ1 и A2+dA2,тогда и только тогда, когда
fl121αω2 ÷ fl12a2ωf = θ∙ (53 )Будем требовать, чтобы соотношение (53') имело место для каждой интеграль­ной линейчатой поверхности неголономного комплекса. Тогда, в силу (40) и (47), имеем
fl1214 = а1223 = 0’ fl1213 = fl1242 ≠ θ∙ (53 )Уравнение квадратного комплекса (51), в силу (52) и (53"), примет вид
Р12 (р13 +p42) + aq0tfP<apV + fl3434 (р34)2 = 0.Квадратному комплексу (51) принадлежит прямая интегральной линейча­той поверхности, проходящая через точки
A1 + dA1 + ^2 d2A1 и A2 + dA2 + -% d2A2, когда у ω3l(ω43-ωl2) + j ωι (ω2-ωj - ω∣-ωj) +
+ j ω∣ (ωj - со?) + alalβω^ + a2a2βωfωf ~ 2ala2βω^ωf +
+ 2p34 (flia34ω2 - ⅛j4ωT) = 0. (54')



О неголономном комплексе 95Будем требовать, чтобы соотношение (54') имело место для каждой интеграль­ной линейчатой поверхности неголономного комплекса. Тогда, в силу (40), (47) и (2), из (54') получаем:
2fl⅛323 4“ ^3333 = θ>2λ1414 + A4444 = 0,
2^1423 4" А3344 — А = 0,

α1323 ÷ a2324 ÷ ^3334 = θ*

fl1314 ÷ fl1424 ÷ ^3444 = θ»

fl1313 + 2⅛4 + fl2424 + 2 A3344 + А = 0. (54 ")Квадратный комплекс прямых (51) зависит от 19 коэффициентов (в [10] дается широкая классификация квадратных комплексов прямых). Так как коэффициенты aijkl квадратного комплекса (51), имеющего касание не ниже второго порядка с каждой интегральной линейчатой поверхностью неголо­номного комплекса, удовлетворяют 10 независимых соотношений (52), (53") и (54"), то совокупность всех касательных квадратных комплексов(р13 +р42 - Ар34) (р12 + λ9αp* x) +p34 (μqap4a + μp34) - у ⅛β44plaplβ -
- Λaβ34∕>laP20 - К&ззР2аР2& = 0 (55)зависит от 9 произвольных параметровλ9<χ, μ9a И μ.Прямая A1A2 принадлежит каждому квадратному комплексу (55).Квадратные комплексы (55) являются касательными к неголономному комплексу, заданному уравнениями (2), (2а), (26) и (2в), по любой интеграль­ной линейчатой поверхности вдоль прямой A1A2. В уравнение (55) не входят компоненты Aa3 геометрического объекта (8). Следовательно, квадратные комплексы (55) являются касательными и для комплекса (голономного) прямых, рассмотренного автором в [5].Если значения компонент Aaβγe и А в уравнениях (2) совпадают с соответс­твующими значениями компонент в уравнениях (3), заданных в заметке [5], то каждый квадратный комплекс (55) и комплекс прямых, рассмотренный автором в [5], вдоль луча A1A2 имеет общую дифференциальную окрестность второго порядка. В [5] дана геометрическая интерпретация линейного каса­тельного комплекса М, уравнение которого совпадает с уравнением (17). Сле­довательно, линейный комплекс (17) является касательным линейным комп­лексом М для каждого квадратного комплекса (55). Таким же образом можно геометрически охарактеризовать и точки B1, B2, В3 и Bi, которые определены уравнением (1Г), ибо они являются инфлекционными центрами на луче 

A1A2 для каждого квадратного комплекса (55).
Направления I. Касательной плоскостью к интегральной линейчатой по­верхности (40) (имеет место соотношение (47)) в точке

M1 = t↑Ap (56')



96 К. И. Гринцевичюсявляется плоскость(А. At, WA').Эта плоскость соответствует точке
M2=lξAp (56”)по формуле (1), еслиλ3⅛-λ*¾ 2 = 0. (57)Это соответствие, в силу (47), является инволюцией, двойные точки tpAp ко­торой определяются уравнением(λ^-λ<,2)rp = 0.Двойные точки инволюции (57) назовем точками прикосновения луча линей­чатой поверхности (в случае голономного} комплекса прямых это название дано Н. И. Кованцовым bJ[7]).Точки M1 и Λf2, в силу (57), гармонически разделяют точки прикосновения на луче Λ1Λ2.Пусть аналогично точкиΛf1 + dM1 и Λf2 + dM2гармонически разделяют точки прикосновения на луче A1A2 + d(A1A2) инте­гральной линейчатой поверхности. Тогда направления(Λf1, M1+dM1) и (M2, M2+dM2),в силу (47) и (57), запишутся так:(Λ∕1, τ1Λ2 + φ48 + φ44) (58')и
(M2t τ2A1 + t2A3 + tllAi), (58*)где

И τ,≈∕lБудем требовать, чтобы направления (58') и (58") были асимптотическими на линейчатой интегральной поверхности. Тогда, в силу (57), имеем(⅛)2 d (ω3 ~ ω2) + dΦi (ωi- ωl ~ ω3÷ ω*)-  d (d)2 (ω4 ~ ωι)÷+ (dτι + ⅛⅝) Θ = 0 (59')и I(d)2 Ą (<Ą -c∣⅛) + φ⅛f (ω∣-ω} — (03 +ω∣)-(f})2 ⅛ (ωj-ω∣)--λM(dτ1 + ⅛ra)Θ = 0, (59")где дифференциальная форма Θ та же, что и в уравнениях (40).Соотношение (59'), в силу (2), примет вид{(d⅛ - dd) (dτ1 + ⅛⅛) -H1} + dλθrf ∙ φ (⅛ ф = 0. (60')



О неголономном комплексе 97а соотношение (59") — видλp⅛l ∙ { (t∣t∣ - t2,t'2') (»H+1‰) -fi1}+λ⅛t22 ■ φ (t2,, (!)=0, (60")где ф(Г®, ∕1) = Λαp√5-∙z5-M-V-∖ (61')
Hi = T(S→ - Ä (ψ2 - t2lt^ -— ^2 (t∣t2~tfy2) ⅛α0(∣-β(2-^< (61")я2=Λαβ√J-^-⅛!-γzf-e - Ä (t ∣⅛ - <fφ≡++ ∣(ΦW4) M5-M^e∙ (61"')

Из (60') и (60"), исключая X“, получаем соотношение{(4*2  - 44) ('lτι + t22τ2) -Hl}∙{(t∖t2- t2,t'2) ((∣τ1 + ⅛τ2) -H2}--φ(rf. Φ∙φ(⅛ Φ=0∙ (62)Уравнения (60') и (60"), которые получаются в силу требования, чтобы направления (58') и (58") были асимптотическими на линейчатой интеграль­ной поверхности (40) (имеет место соотношение (47)) в точках M1 и М2 (см. (56') и (56")), от дифференциалов dλ% не зависят, а зависят только от коэффи­циентов X“. Это следует из того, что точки Λf1 и М2 являются соответственными точками инволюции (57). Кроме того, заметим, что уравнения (60') и (60") не определяют τ1 и τ2, но устанавливают зависимость между ними. Ввиду этого дифференциальная окрестность первого порядка линейчатой интеграль­ной поверхности (40) (в силу (47)) устанавливает соответствие между на­правлениями (58') и (58"). Это соответствие и будет определено уравнением (62).Можно считать, что точки (56') и (56") являются произвольными точками на луче A1A2 (в этом случае X“ из системы (40) будут удовлетворять, кроме соотношения (47), еще соотношению (57)).Так как уравнение (62) относительно выражения rjτ1 + ⅛τ2 является квадрат­ным, то направлению (58') (соответственно (58")) в M1 (соответственно в Λ∕2) соответствуют два направления (58") (соответственно (58')) в М2 (соответс­твенно в Λf1), которые совпадают тогда и только тогда, когда точки M1 и М2 находятся в соответствииφ(t 'l)∙φ(⅛ ⅛+(tf1-tf2)2 = o. (63)Уравнение (63) определяет соответствие между точками Mp = tqpAq (см. (56') и (56")), причем каждой точке M1 ставит в соответствие четыре точки М2 и наоборот, (φ(z2, /1) и Нъ Н2 определены соотношениями (6Г) (61") и (61")). Если точкой M1 является один из инфлекционных центров, заданных уравне­нием (1Г), т.е. φ (/?, zI)=0, то две из точек М2, соответствующих точке M1, совпадают с точкой M1. Имеет место и обратное предложение, т. е. если одна из четырех соответственных точек М2 совпадает с точкой M1, то точка M1 является инфлекционным центром.Если точка M1 является инфлекционным центром, т.е.φ(4. 'l)=0. (64')



98 К. И. Гринцевичюсто, в силу (63), остальные две соответствующие ей точки М2, кроме двух совпадающих с точкой M1, также совпадают и эта двойная точка M2=tξAp определяется соотношением⅛f-⅛"β = 0. (64")Уравнения (64') и (64") определяют четыре пары соответственных точек
M1 = rfAp и M2 = t%Ap,принадлежащих одной инволюцииMt^M's = 0∙ (65)Таким образом, геометрически получена инволюция (65), определяемая ком­понентами геометрического объекта (8). Двойными точками инволюции (65) являются точки E1 и E2 (см. 13') и (13")).

Направления II. Два направления (58"), которые, в силу (62), являются соответственными направлению (58'), и прямая A1A2 лежат на одной плос­кости z∣x3-φc4=0, соответственной точке M1 = t∖Ap по формуле (1).Если направлению (58') в точке M1 поставить в соответствие такое направ­ление в М2, которое лучом A1A2 разделяют гармонически соответственные два направления (58") в М2, то это соответствие определяется следующим обра­зом (сравн. (17)-(19) в [6]):(Λf1, T1A2 + ⅛A3 + ⅛A^ (66')(Λ∕2, T2Λ1 + ⅛43 + r14), (66")
(t∖tl - filtl2) (r∣τ1 + tiτi) - я=о, (66"')где Я = = Λαe√f^α'ħli'i^γ⅛5^6 - А ('1'2- 'ЖСоответствие (66'") между направлениями (66') и (66") ничем не отличается от аналогичного соответствия для комплекса (голономного) прямых, рас­смотренного автором в [5]. Следовательно, та конструкция, с помощю кото­рой автор геометрически получил линейный касательный комплекс прямых 

М в [5], применима без изменения для линейного комплекса прямых, опре­деленного уравнением (17).Вильнюсский Государственный университет Поступило в редакциюим. В. Капсукаса 11.Х.1968
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APIE NEHOLONOMINĮ KOMPLEKSĄK. GRINCEVIČIUS
{Reziumė)Neholonominis kompleksas trimatėje projektyvinėje erdvėje P3 yra keturmatė daugdara*  kurios elementu yra tiesė AiAi ir projektyvinis atvaizdavimas A1+tAs½±x3-rx4=0. Darbe ti­riama neholonominio komplekso pirmos eilės diferencialinė aplinka.
ÜBER EINEN NICHT-HOLONOMEN KOMPLEXK. GRINCEVIČIUS
{Zusammenfassung)Der nicht-holonome Komplex ist eine vierdimensionale Mannigfaltigkeit im projektiven Raume Ps. Ein Element dieser Mannigfaltigkeit ist von einer Gerade Λ1Λ2 und einer projektiven Abbildung A1+tA2+≥xa- rx4=0 beschaffen. In dem vorliegenden Artikel wird mit Hilfe der Metho­de von G. Laptev die Geometrie des nicht-holonomen Komplexes untersucht.




