
LIETUVOS MATEMATIKOS RINKINYS
ЛИТОВСКИЙ МАТЕМАТИЧЕСКИЙ СБОРНИК 1IX

1969УДК - 517.432.1

О СХОДИМОСТИ НЕКОТОРЫХ ИНТЕГРАЛОВ ТИПА 
ЛАПЛАСА - СТИЛТЬЕСАШ. СТРЕЛИЦ, А. МИШКЕЛЯВИЧУСВ этой статье рассматриваются вопросы сходимости интегралов типа Лапласа —Стилтьеса
О

(А)

и

zm(f)exp [-h(t) е'®(/)z] dF(t).оВ частности, изучается сходимость рядов Дирихле
(В)

(С)
л=1и рядов Тейлора—Дирихле

(D)
л= 1с комплексными показателями λn.Заметим, что если в (А) положить θ (∕)≡0 и h (t) = t, t>0, то получается известный интеграл Лапласа— Стилтьеса
окоторый в случае, когда F (t) — кусочно постоянная функция, превращается в ряд Дирихле (С) с действительными показателями λn.
§ 1. Теорема Абеля для интегралов (А) и (В)

1. В этом пункте будет доказана теорема Абеля для интеграла (А). Допус­тим для этого, что h (∕), θ (t) и F (t) — функции, определенные при f>0, при­чем F (t), вообще комплекснозначная, имеет ограниченную вариацию на вся­ком конечном промежутке [0, 7], а А (/) и $ (t) — действительные функции, непрерывные и кусочно-дифференцируемые при



132 Ш. Стрелиц, А. МишкелявичусПусть, кроме того, функции θ∙ (t) и h (t) удовлетворяют следующим усло­виям: lim
t→∞

(1.1)lim
t→∞

(1.2)
и fis 1п±МШ =

t→∞ *

t→∞ fОбозначимσ = max(σ1, σ2)
(1.3)
(1.4)
(1.5)(1.6)
(1.7)

и . hm I -9∙(?) Į = α, 0≤α≤θ∙.
t→∞Фиксируем теперь точку z = z0 и рассмотрим функцию

t
Ц (t) = f exp I - h (τ) ė« <” z0] √F(τ).

ООчевидно, что эта функция определена при ?>0 и имеет ограниченную ва­риацию на любом конечном промежутке [0, 7]. Тогда отрезок интеграла (А)
ЦА, В, z)≈ f exp[-A(Z)e'φ,',z]<∕F(Z)

Аможно представить в виде
(1.8)

ЦА, В, z) = f exp[-A(Z)eiβ*'>(z-z 0)]rfF1(Z).
АДопустим, что функция F1 (t) удовлетворяет условию1- ln∣F1(f)lhm —1 ιv 7 =r1<∞t 

l→X tи положим (см. (1.5)jρ1 = max(r1, σ + r1).

(1.9)
(1.10)
(1.11)Аналогично, если интеграл (А) сходится в точке z = z0 то, рассматривая функциюF2(Z)= f exp[-Λ(τ)e'* wz0]<∕F(τ),

00представим I (AtB,z) в виде
(1.12)

ЦА, В, z)~ f exp[-A(∕)e,*,',(z-z0)]<∕F2(Z).
АВычислим пределЕй ⅛⅛^l = r2. r2≤0t

t→x 1

(1.13)
(1.14)



О сходимости некоторых интегралов 133и пусть p2 = max(r2, σ + r2). (1.15)Заметим, что равенства (1.9) и (1.13) следуют из непрерывности функций 
h (t), -9∙ (t) и известных свойств интеграла Стилтьеса.Теперь можно сформулировать и доказать следующую теорему.

Теорема 1. Пусть выполнены условия (1.1) — (1.4). Если интеграл (А) 
в точке z0=x0+iy0 не сходится, но выполнено условие (1.10), то он равномерно 
сходится во всяком замкнутом и ограниченном множестве, содержащемся 
в области U1(z0), точки z=x+iy которой при любом φ из промежутков 
[-θ, —а] и [а, θ] удовлетворяют условию

Uι (⅞): (х - x2) COS φ - (у - j⅛) sin φ > -⅛- • (1.16)
Если интеграл (А) сходится в точке ZQ=xQ+iyQ, то он равномерно схо­

дится во всяком замкнутом и ограниченном множестве, содержащемся 
в области U2(z0), точки z=x+iy которой при любом φ из промежутков [-θ, -а] и [а, θ∙] удовлетворяют условию

U2 (⅞): (х - х0) cos φ - (у -j>0) sin φ > ⅞.(⅛>o, 

⅞- p2<0.
(1-17)

Замечание 1. Как нетрудно убедиться из геометрических соображений, в случае, когда p2≥0, область U2 (z0) — эт0 угол δ∕2(z0)r∣arg(z-z0-a-^)∣<y-θ. (1.18)Аналогично, так как всегда p1>0, тоU1(z,)z I arg (<y-θ. (1.19)Если p2<0, то U2 (z0) — выпуклая область, граница которой состоит из двух дуг окружности Į ζ-z0 , Для которых - θ≤arg (z0-ζ)≤-а иα≤arg(z0-ζ) ≤θ, и касательных, проведенных из концов этих дуг. В частнос­ти, если α = 0 и p2<0, то область U2 (z0) состоит из внутренних точек угла lar≡(z-z∙--6∑⅛a)H~θ-лежащих правее дуги ∣ζ-z0∣=l^∣, ∣ arg (z0-ζ) ∣ ≤θ.Доказательство теоремы. Пусть интеграл (А) сходится в точке z0= = x0+iy0, и G — замкнутое и ограниченное множество, принадлежащее области t∕2 (zo)∙ Докажем, что отрезок интеграла (А) (1.8)
ЦА, В, z)----------> 0

A→∞
B→∞равномерно, если zeG. Для этого сначала проинтегрируем по частям инте­грал (1.13), где считаем А<В

ЦА, В, z) = F2(r)exp[-A(0e'ŪG,(z-Zo)]l5 ++(z - z0) f F2 (t) exp [ - h (0 e'® <» (z - z0)] [Λ' (/) + ih (t) »' (/)] e№ dt.



134 Ш. Ст релиц, А. МиискелявичусОтсюда следует неравенство∣Z(Λ, В, z)∣≤∣F2(Λ)∣exp {-A(Λ)Re[(z-z0)e'*<-<>] } ++ ∣F2(B)∣exp{-A(B)Re[(z-z0)ew⅛>]} + ∣z-z0∣ f ∣f2(t)∣×
А×exp{ —A(f)Re[(z-z0)e'* ,,>] } [ | А'(«)| +A(t)∣θ∙'(f)∣) <й, (120)которое можно представить и в следующем виде|/(Л, В, z)∣≤exp {-A (A) [Re ((z-z0)e'*̂ )-⅛⅞<×L l -щу]} ++ exp {-A(B) [Re ((2-z0)e">⅛j-⅛≡l λ⅜∙]} +

+ ∣z-z,∣ f exp [-A(t) [Re((z-z0)e'⅜^-[lpl^,^ +
А 1+ ln∣^(r)l) ⅛y--⅛¾y-]}Λ + ∣z-⅞l ∕exp×

×{-A(∕) [Re ((z-z0)е* ⅛)-(+ hl 1 ζ, (<) l) _£_][ λ (1.21) Допустим, что p2≥0. Тогда для z∈(7, где G⊂ U2(z0), выполняется нера­венство
(х - x0) cos φ - (j - j0) sin φ > ,если φ принимает любое значение из промежутков [—θ, —а] и [а, $]. Рассмот­рим функциюg(φ)= inf {(x-x0)cosφ-(j-^0)sinφ}, -⅛≤φ≤ - а; α≤φ≤θ. (1.22) 

z e GКак следует из определения g (φ) и замкнутости G, для каждого φ из ука­занных промежутков найдется точка zφ=xφ + iyφ такая, что
g (?) = (×φ - ×o) cos φ - Сиф - j'0) sin φи поэтомуg(φ)>-^∙, — θ∙≤φ≤ — a, a≤φ≤θ.Отсюда легко следует, что существует число η>0, для которого s(φ)>-7÷3η.Далее, как легко в этом убедиться, по числу η можно найти число δ>0 такое, что неравенствоg(φ)>⅞ + 2ηбудет выполняться, если φ меняется в интервалах (-θ -8, —а+ 8) и (а-8, θ + 8).Но при достаточно большом t из условий (1.1) и (1.6) следует, чтоа — 8<θ (∕) <∙θ, + 8,—θ-8<θ∙ (t) < — а+ 8.или



О сходимости некоторых интегралов 135
Поэтому для таких t (см. (1.23)jg(θ(r)J= inf {(x-x0)cosθ(∕)-(j'-Jo)sinθ(r)}>'^ + 2η. (1.24)

Кроме того, при достаточно большом t из (1.2) следует^∙>α,>0. (1.25)
Используем последние два неравенства для оценки величины I (А, Bt z). Для этого заметим, что из определения чисел at р2 и неравенства (1.21) при достаточно большом А следует такое неравенство:|/(Л, Б, z)l<exp {-Λ(Λ) [g(⅛M))--y-η] } +

+ exp {-Λ(B) [g(⅛CB))-y-η]} +
в

+ 2∣z-z0∣ f exp ∣-A(r) [g (θ(θ)-7-η]∣ (1-26)
А * 'из которого с учетом (1.24) и (1.25) получаем

в∖I(A, В, z)∖<e~r>a' a+ e~r*a'β+2∖z-z0∖ f e~^a'tdt.
АПоэтому при A>Aq

\ЦА, В, z)∣<2 (1+ 'У ) e~v‘‘A, zeG.Этим доказано, что
1(А, В, z)---------- > О

A→∞
B→∞равномерно, если zeG и p2≥0.Если же p2<0, то, как и выше, при достаточно больших t и A, zeG, полу­чаем неравенства

g (⅛ (i)j = inf {(х - x0) cos a (t) - О' -¾,) sin & (0 } > -į + 2η, η > о,и |/(Я, В, z)∣<exp {-A(Λ) [g{a(Λ))-⅛-η]∣+
+ exp{-Λ(B) [g(a(δ))--^-η]∣ +
+ 2!z-z0∣ f exp∕-Λ(r) [g(a(z)j-*-η]}  dt,

А 1 1из которых следует, чтоZ (Я, В, z)---------->0
∕4→oo

i b→∞равномерно, если zeG.



136 Ш. Стре.ищ, А. МишкелявичусДопустим теперь, что интеграл (А) не сходится в точке z=z0. В этом слу­чае воспользуемся равенством (1.9), из которого для I (А,В,z), как и выше, легко вывести неравенство вида (1.21), А<В,
\ЦА. В, z)∣exp {-A(Λ) [Re ((z-z0)e'*̂ )- lnlf^l i⅛j]} +

I arg(z-z0) I < — —Я.

+ exp {-h (В) [Re ((z-z0)^<≡))- ⅛⅛≡ _*_]  j +
+1 z -z01 f exp I - h (0 [Re ((z -z0) e,β <'>) - (l°l ^(<)| +

А '+ ln∣^(O∣) τ^---⅞^-][λ + ∣z-zo1 fexpf-∕l(t)×

× [Re [(z-z0)e'»<'>)-(-l γ<->-l + "1∣f2<⅛) _£_] J dt. (1.27)Если функции F1(t) удовлетворяют условию (1.10), то аналогичными рас­суждениями, как и при доказательстве первой части теоремы, из (1.27) выво­дим, что интеграл (А) сходится в области U1 (z0). И в этом случае сходимость является равномерной во всяком замкнутом и ограниченном множестве, при­надлежащем области U1(z0).Теорема доказана. Из нее вытекают следствие 1.
Следствие 1. Пусть σ< ∞ и r2= — ∞ (см. (1.5) и (1.14)). Тогда интеграл (А) сходится во всей плоскости.
Следствие 2. Рассмотрим множество функцийЛ (t, z,) = j exp [ - А (τ) e<*  <’> z0] rfF(τ),

Огде точки z0=x0+iy0 лежат в угле∣arg(ζ0-z)∣<^-ft-8δ>0 и ζβ — фиксированная точка.Если σ< ∞ и существует число r<∞ такое, чтоj⅞ln∣F.(r. ⅞L∣o
t→∞ tдля некоторой последовательности точек {z⅛0}, где RezJf°------- > — ∞, то ин­теграл (А) сходится во всей плоскости.В самом деле, по доказанному интеграл (А) сходится в областях U1 (z^) (см. (1.16)),J п=1, 2, ... Если ζ — произвольная фиксированная точка, то ζ∈U1 (zįn)) при достаточно большом п.

Следствие 3. Если σ< oo иlim = ∞,
r→∞ tто области U1 (z0) и U2 (z0) сводятся к углу



О сходимости некоторых интегралов 137Следствие 4. Если условие (1.1) не выполнено, то есть,lim θ (Г) — lim θ (∕) ≥ π,
t→∞ ^i=⅛aи интеграл (А) сходится в точке z = z0, то в случае ρ2<0 он сходится в круге ∣z-z0∣<b½l. Если p2>0, то область C∕2 (z0) - пустая.

Теорема 2. Пусть выполнены условия (1.1) —(1.4). Если интеграл (А) 
не сходится в течке z=z0, но выполняется условие (1.10), то он равномерно 
сходится в области^ι(zo)∙∣ arg(z-z0-s⅛-) ∣<^-⅛-δj [z-z0-τ⅛⅛∣≥η.(1.28)

Если интеграл (А) сходится в точке z=z0, то он равномерно сходится 
в областиF^)(ZO): I arg (z-zo--‰-) I ∣z-zo-J‰ I≥η(1.29)
в случае, когда p2≥0. Если p2<0, то интеграл (А) равномерно сходится 
в области (см. (1.6))H->(Zo): j arg(z-zo-^) ∣<⅞-⅛-δ! Į z-zλ-t^-λ ∣>η,(1.30) 
где η м δ — произвольные положительные числа, [δ<J-θ.Доказательство. Пусть выполнено условие (1.10) и z∈P1(z0), z=x+ 
+ iy. Рассмотрим функциюgι (ф) = (х - ⅞) cos φ - (j -y0) sin φ.Фиксируем произвольное сколь угодно малое число ε>0. Тогда при до­статочно большом t вы по лняется' неравенство (см. (1.1))(» (θ) -^=(χ-χo- aco,‰) ∞s »<0 - (у -Л) sin »(') >

>(*-*o-j⅛⅛)  cos⅛(r)-(д’—j'0)sin⅛(r)-ε =
= | z~z<>-M I cos [*(')  + arg(z-z0-^)]-ε. <l∙31>Значения t в (1.31) считаем настолько большими, чтобы (см. (1.28)) было_Я-|<Я(г)<^+|

> а' > 0, a, < а. (1.32)Тогда для z∈K1(z0) получаемcos [»(0+arg (z-z0-^-9)]>cos (⅞-∣) = sin ’ и (см. (1.31))
* (9<'))~T>I z-z°^α^⅛9 I sin l"e∙



138 Ш. Стрелиц, А. МишкелявичусНо, как следует из неравенства (1.27), по числу ε>0 можно найти такое 
Ао, что при A>A0 будет|7(Я, В, z)∣<exp{-Λ(Λ)[g1(β∙G4))-⅞-ε]J +

■ +exp {-АС») [ft (s(B))-⅜-≡]} + 2∣z-z0∣ ∫ exp ×
×{-Λ(0 [gι dt.Поэтому из последних двух неравенств с учетом (1.32) при A>A1(ε, 8) получаем|/(Л, В, z)∣<exp [-A(Λ) ( ∣ z-z0-^^ sin ∣-2ε)]÷+ exp [-A(B) ( I z-z,-j⅛δ I sin ∣-2ε) +
+ 2∣z-z0l f exp [-A(∕) ( ∣ z-zβ--^ ∣ sin ∣-2ε)] Λ.

A .Следовательно, если считать ε<-^ sin , мы находим
II(A, Bt z)∖<e

a' η A 8. ______________ 2∣Z-Z0∣---------------- ---------2- s,d 2I Pl I . δ o e
z-z0-------—- sin θ--2εI αcosθ I 2Отсюда следует, что существует постоянная С>0, независящая от А и z, такая, что при A>A1, В>А,

д' ii А 8∖I(A, В, z)∖<Ce~ 2 a°2, zeKl(z0).Этим доказана равномерная сходимость интеграла (А) в области V1 (z0).Если интеграл (А) сходится в точке z=z0, то такими же рассуждениями, как и выше, доказывается равномерная сходимость этого интеграла в области 
V⅛+y (z0) в случае, когда p2≥0, а также равномерная сходимость в области F¾-> (z0), когда p2<0.Теорема доказана.2. Докажем теперь теорему типа Абеля для интеграла

f zm(,)exp[ —A(∕)efd°>z]√F(0, (В)огде h (t)t θ∙ (t) и F (t) удовлетворяют прежним условиям, a m (t) - неотрица­тельная непрерывная и кусочно-дифференцируемая функция при />0. Мы полагаем
2∏t (О — Ü) In zПусть выполнены условия (1.1) —(1.4) и, кроме того, 1~— In I m' (t) jlim —!---- -- = σ3 < ∞,
t→∞ thm = m ≤ lim r~-^- = M<∞.

(1.33)(1.34)
t→∞



О сходимости некоторых интегралов 139Определяем величину σ равенством σ = max(σ1, σ2, σ3).Фиксируем точку z0=x0+zy0≠θ∙ Тогда функцияΨ1(r) = f *o  ωexp[-Λ(τ)e^wz0]Λ7(τ)о
(1.35)
(1.36)

имеет ограниченную вариацию на любом промежутке [0, Т], и отрезок инте­грала (В)
/(А, В, z)= [ zm(t)exp [ — h(t)ei^ωz] dF(t), A<B, (1.37.)

Аможно представить в виде 
в

ЦА, В, z)= [ (^)mw exp[-∕z(r)e^ω(z-z0)]f∕Ψ1(r).
АПусть Ψ1 (г) удовлетворяет условию

Положимp1 = max(r1, σ + Γχ).

(1.38)
(1.39)
(1.40)Если интеграл (В) сходится в точке zo≠O, то I (А,В,z) представим в виде 

в
ЦА, В, z)-f (į)"* ” exp[-Λ(r)ei*w(z-z0)]<ZΨ2(f), (1.41)

Агде
tΨ2 (0 = f zo (т) exP [- h (τ) eib(т)z0] (∕F(τ). (1-42)

∞Вычислимinn 1п|<Г*(,)| = r2, r2 ≤ 0, (1.43)
f→I tи положимρ2=max (r2, σ + r2). (1.44)Тогда имеет место теорема.

Теорема 3. Пусть выполнены условия (1.1) —(1.4), (1.33) и (1.34). Если ин­
теграл (В) в точке ZQ=xQ+iyQ^ не сходится, но выполнено условие (1.39), 
то он равномерно сходится во всяком замкнутом и ограниченном множе­
стве, содержащемся в области U1 (z0), точки z=x+iy которой при любому 
из промежутков [-θ, -а] и [а, θ] удовлетворяют неравенству

U1 (z0): (х - x0) cos φ - (у-y0) sin φ >
Если интеграл (В) сходится в точке zo=xo+iyo≠O, то он равномерно 

сходится во всяком замкнутом и ограниченном множестве, содержащемся 
вобласти čĄ+) (z0) в случае, когда p2>0, и в области (z0) в случае, когда 



140 Ш. Ст релиц, А. Мишкелявичусp2<0, точки z=x+iy которых при любом φ из промежутков [—8-, —а] и[а, θ∙] удовлетворяют неравенствам

l4+, (z0): (х - X«) cos φ - 0> - у,) sin φ > ⅛ + "ln
а а-+-Т1“a b

∣z∣>∣z0l, (1.46)∣z I < |zoj;
U⅛^y (⅞): (λ - *o)  cos φ - О’ -Уо) sin <p >

⅜÷-f∙
z_ 
z0 
z 
z0

lz∣>[z0∣, (1.47)]z∣<∣z√.Доказательство. Для определенности рассмотрим случай, когда инте­грал (В) не сходится в точке z0, но выполнено условие (1.39). Пусть G - зам­кнутое и ограниченное множество, принадлежащее области U1 (z0), zeG и I z Į > ∣z0 Į. Тогда
(х - x0) COS φ - О' - УоУ sin φ > ⅛ + ~ In I ~ I,

и а I Zq Įгде φ пробегает все значения из промежутков [—θ, -а] и [а, θ].Рассмотрим функцию77l(φ) = Jnf ∣(x-x0)cosφ-O->'0)sinφ--^ In I i ∣∣, (1.48)
φ∈[-8∙, —а], φ∈[α, θ].Применяя те же рассуждения, что и при доказательстве теоремы 1 (см. (1.22), (1.23)), мы убеждаемся, что существует такое число η>0, для которого
H1(<f)>½-+3τl.Аналогично (см. (1.23)) получаем неравенствоtf1(φ)>⅛+2η,если φ∈ (—θ-δ, —а + 8) и φ∈ (a —8, θ + 8), где 8>0 зависит от η. Но при до­статочно большом tили a —8<θ (t) <<9∙ + 8—∙8∙ — 8 <θ (z) < —а + 8.Поэтому для таких t
H1 (θ∙ (z)J = inf I (х - x0) cos θ (t) - (y -y0) sin & (Z) - -vtol⅛∣j>f+2^∙ ('∙49)Проинтегрируем по частям отрезок интеграла (В), представленный равенс­твом (1.38). Получаем
ЦА, В, z) = Ψl(r) (-≡∙)",w ехр [ —A(t)eiβw(z-z0)] |J —
- f Ψ1 (?) exp [ - Ä (t) e'« «> (z -z.)] ( ±)a w [m' (t) ta i -
-(z-z0) (⅛'(∕) + iΛ(O⅛'(θ) eiβw] <b-



О сходимости некоторых интегралов 141Отсюда следует неравенство11{А, В, z)∣≤exp |-А(Л) fRe ((z -z0)е,ч>(л))- (-w^ In | ~ | + ÷ j + exp {-A(B) [Re ((z-z0)e*<≡>)-
+ f exp {-A(r) [Re ((z-z0)e'*<'>)- In ∣ ∣+hll^<,>∣ +

A l+ !^L∣ + 1J,^I) -Ly]} λ + ∣z-z,∣ ∫ exp {-∕ψ)×
Ax[κe(l.-≈.>.∙∙")-(⅛1 L I į ∣÷⅛1^U)÷^≡') ⅛y-

Из этого неравенства при достаточно большом А, Λ>Λ0(η) выводим (число η — то же самое, что и в (1.49))

lnA(∕)l∣ A«) J J rfz + ∣z-z<,∣ f exp [-Λ(Z) [Re [(z-z0)ei*<'>j-
-(⅛i In 1 z ∣+m∣ψ1(,)∣ + inlΛ(0∣^ A,jjÄ (150)

∖I(A, В, z)l<exp {-Λ(Λ) [Я, (⅛(Λ))-⅛-η]} ++ exp [-A(5) [Я, (θ(B))-⅛— η]Į +
+ (l+2lz-z0∣) f exp [-h(t) [я, (^W)-y-η]} <*•

Аналогично, из (1.2)А(Г) / л . X-γj->a >0, t>A0.Сопоставляя эти неравенства с (1.49), заключаем, что I (А, В, z)---------- >0
A→∞
B→∞ равномерно, если z∈ G.Аналогично рассматривается и случай, когда ∣z∣<∣z0∣, zeG. Только те­перь вместо H1 (φ) определяем функциюT∕2(φ)= inf {(х —x0)cosφ-(у —y0)sinφ-In

Z&G I о ( ⅞φ∈[-Я, —а], φ∈[α, θj.Очевидно, что случай, когда интеграл (В) сходится в точке zo=xo + ιyo≠0, рассматривается аналогично.Теорема доказана.Следствие 5. Если Λf=0 или
то области C71 (z0), С/^+) (z0) и (z0) совпадают с областями t71(z0) и C∕2 (z0), о которых говорилось в теореме 1 (p1 и р2 вычисляются по формулам (1.40) и (1.44)).
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§ 2. Теорема Абеля для рядов Дирихле и рядов Тейлора—ДирихлеРассмотрим теперь ряды (С) и (D). Как известно [1], область абсолютной сходимости рядов Дирихле (С) исследована полностью. В [2] были получены результаты об условной сходимости рядов (С) в предположении, что пока­затели λπ удовлетворяют условиюŪm ∣arg(λ,+ι-λ,)∣ = γ<į ∙
n→∞В настоящем параграфе последнее условие будет заменено более общим, при котором имеет место теорема типа Абеля об условной сходимости ря­дов (С).Заметим, что условная сходимость рядов Тейлора—Дирихле до сих пор совершенно не исследована, за исключением частных случаев, когда области абсолютной условной сходимости этих рядов совпадают. В этом параграфе будет доказана и теорема типа Абеля об условной сходимости рядов Тейло­ра—Дирихле.

1. Рассмотрим ряд Дирихле
∑ ¾e^4 λ,=α, + ¾,-∣λ,∣e'4 (С)
л= 1в котором0<α1<α2< ... <an→oo. (2.1)Определяем функции β (г), θ (t) и F (t), 0 ≤ t< ∞, следующими равенствами:β(')=∣ β1, 0≤Z<a1,βn + ⅛thr⅜ a"≤'<a-÷VaΛ+l-<*л w=l, 2, ...:. (2.2)
»(0=j -9-1, 0≤f<a1,⅛ιι + ⅜±ir∣" (r-a,), a,,≤z<an+1,

o⅛+1~¾
77=1, 2, ... . (2.3)

1[ о, г = 0,
F(0 = ∑ ⅛. '>0∙ (2.4)I ‰≤'Очевидно, чтоβ(a,>=β,, »(a.)-»., n=l,2, ...и на любом конечном промежутке [0, 7] F (t) имеет ограниченную вариацию 
VF(t)= 2 ∣¾∣∙
0 VτТак как F (t) постоянна в интервалах [an, aπ+1), п= 1,2, ...» то выполня­ется7 равенство

т[ exp [- Vr2 + β2(г)е«>«>z]<ZF(r) = £ aκe^λ"∙» “л«Г (2.5)



О сходимости некоторых интегралов 143Отсюда следует, что ряд (С) сходится или расходится одновременно с интегралом типа Лапласа—Стилтьесаf exp[-l∕l2 + β2(z)eiβl<'>z]√f,(r) (2.6)
Ои в случае сходимости сумма ряда (С) равна значению последнего интеграла. Если вместо (2.1) выполнено условие0<∣λ1∣<∣λ2∣< ... <∣λπ∣→oo, (2.7)то, определяя функции θ (г) и F(r), 0≤f<oo, равенствами

убеждаемся, что ряд (С) сходится или расходится одновременно с интегралом

⅛w=∣ θ1, O≤r<∣λ1],+ 1 *" ++.1∣-⅛ι (t-1 λ-1). 1X. 1 ≤«14÷11, «=1.2,... (2-8)и 1 о, <=о./•(»)= ∑ «Л>0. (2.9)Iλπ∣≤r
[ exp [ — teiWfi z] dF (t),

6
(2.10)и в случае сходимости их значения совпадают.Наконец, если ни одно из условий (2.1) и (2.7) не выполнено, а лишь только ∣limλπ=∞, λn≠0, w=l, 2, ..., (2.11)

n→∞

то определяем величину
∆,= ∑ ∣λ*i∙  δ1<δ2< ... <δb→∞,

*=1

и

(2.12)
и функции х (1), β (∕), ⅛ (?) и F(t), 0≤z< ∞, равенствами:Į a1, 0 ≤ t < ∆1',,lη -÷ х.г <-м Δb≤z<Δb+1, n≈l, 2,( β1, 0≤z<Δ1,Э(0=1 β"+⅛πi <'-δ"k ∆n≤<<∆n+1, п = 1, 2,[ B∙1, o≤z<∆1,P"τ ∣λn+1∣ {t δ"k Δ.≤Z<Δn+1, и=1, 2,

(2.13)
(2.14)
(2.15)

f 0. ' = 0.F(r)= 2 ⅛ '>0∙
I δ∏≈,

(2.16)
Отсюда следует, что если ряд (С) сходится в точке z, то его сумма равна значению интегралаf exp[-Vα2(Z) + β2(Z)e'*<Oz]<∕F(Z).о (2.17)



144 Ш. Стрелиц, А. МишкелявичусОчевидно, что аналогичный переход от ряда к некоторому интегралу типа Лапласа — Стилтьеса можно осуществить и для рядов Тейлора—Дирихле. Но для таких интегралов вида (А) или (В) мы уже имеем теоремы Абеля, кото­рые, таким образом, могут быть перенесены и на случай рядов (С) и (D).
Замечание 2. Функции α (∕), ß (t) и θ (z), которые были построены выше, являются кусочно-линейными. Но для равенства, например, суммы ряда (С) значению интеграла (2.6) (α1<α2< ... <an→∞) достаточно, очевидно, чтобы β (t) и θ∙(z) были непрерывными при 0≤Z<∞ и чтобы β (aπ) = βn и ⅛(an) = θπ, 

F (г) — определялось равенством (2.4).Сформулируем теперь теорему Абеля для ряда Дирихле (С), который удовлетворяет условиям (2.7) иlim∣argλπ∣= limjθJ=-9∙< • (2.18)
n→oo n→∞Если ряд (С) сходится в точке z, то выполняется равенство

aπe λ" = f exp [ — tei0 <,> z] dF (t),
л=1 ОгдеВ- (t) nF(t) - функции, определенные равенствами (2.8) и (2.9). Таким об­разом, нам остается перенести теорему 1, доказанную для интеграла (2.10), где h (t) ≡ t, на случай ряда (С). Для этого сначала надо перефразировать усло­вия (1.1) —(1.4).Очевидно, условие (1.1) в случае ряда (С) означает условие (2.18). Так как h(t)≡t, то (см. (1.2))
a = b=∖.Условие (1.4) теперь означает, чтоŪm tnly<'>l = Шп 10 I 1 λ"+1 l~lλ"1 I = σ2 < оо. (2.19)

Z→ao ∏→∞ I λn IПоэтому в нашем (случае (см. (1.5)) σ = σ2.Если ряд (С) не сходится в фиксированной точке z=z0, то допустим, что (см. (1.10))
In I 2 ake~λ^6 Įlim ------fe=l. ,---------- =r1 < ∞ (2.20)π→00 i λ∏ iи положимp1 = max(r1, σ2 + r1). * (2.21)Если же ряд (С) сходится в точке z=z0, то вычислим (см. (1.14))

со1П Į 2 ake~λk*'  Į∏Ξ------- --------------------- = ra, r2 ≤ 0, (2.22)
n→∞ 1 λ∏ 1p2 = max(r2, σ2 + r2). (2.23)



О сходимости некоторых интегралов 145Пусть наконецα=lim∣θn∣, 0≤a≤θ∙. (2 24)Тогда теорема 1, перенесенная на случай ряда Дирихле (С), формулиру­ется следующим образом.Теорема 4. Пусть ряд (С) удовлетворяет условиям (2.7), (2.18) и (2.19). 
Если этот ряд не сходится в точке z0 = x0+(y0, но удовлетворяет условию (2.20), то он сходится в области U1 (z0), точки z=x+iy которой удовлетво­
ряют неравенству

U1 (z0): (х - x0) cos φ - (у -y0) sin φ > p1,
где а? принимает любое значение из промежутков [—θ∙, —а] и [а, ∙9∙].

Если же ряд (С) сходится в точке z0, то он сходится в области U2 (z0), 
точки z=x+iy которой при любом φ из [—В-, —а] и [а, θj уродвлетворяют 
неравенству

U2 (z0): (х - x0) cos φ - (у - y0) sin φ > p2.
Сходимость является равномерной во всяком замкнутом и ограничен­

ном множестве GcU1 (z0) ^Gct∕2 (z0), если ряд сходится в точке z0)∙Замечание 3. Так как p1≥0, то, как легко убедиться,C71(z0): Į arg (z-z0-7^⅛) |<у-».Теорема 2 в этом случае формулируется так.Теорема 5. Если выполнены условия теоремы 4 и ряд (С) сходится в точке z0, то он равномерно сходится в области

r<2÷>(zo)ψrg(z-zo-^⅛) j<5-θ-δι ∣z-z0--J⅜- ∣≥η

в случае, когда p2≥0, и равномерно сходится в областиK^(Zo):larg(Z-Zo--^)I<^-&-8; ∣ z-z,--J⅛- ∣>η
в случае, когда p2<0.

Если ряд (С) не сходится в точке z = z0, но выполнено условие (2.20), то 
этот ряд равномерно сходится в областиr1(zo)^ arg (z-z.---‰-) I < I z-⅞-τ⅛⅛ ∣>η,
где η и δ — произвольные положительные числа, δ<^-θ.Рассмотрим теперь ряд (С), который удовлетворяет условиям (2.1) и (2.18). Тогда выполняется равенство (2.5), где β (∕), θ (г) и F (t) определены форму­лами (2.2), (2.3) и (2.4). В этом случаеA(<) = l∕^+W)a=lim^ = Iim]∕l + ≡>=lim ]∕l+(⅛y=-L-1 (2.25)

t→∞ t→∞ n→∞Аналогично, (2.26)
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и

Условия (1.3) и (1.4) в этом случае означают, чтоσ1 = i⅛ l°∣⅛,(')∣ = ūm ∣°∣>+β(<)β'(>)∣-∣"= 
t→∞ t∕ In I l + ⅛-= lim(—I------⅛-

n→∞ ∖ 0f∙>

t→∞βn βw÷ι-β,
«л+1-«л

1∙n

t

÷⅛)-ел«л < 00 (2.27)
i θ∏÷1-θn iσ2= i⅛ l2∏≡∣ = i⅛ _ I ⅝÷.-°⅛ I < 00. 

t→∞ * n→∞ a∏Но из (2.18) следуетI -¼ I = I tgθ∙n I ≤ C< ∞, n>n0,
J “л Iпоэтому

(2.28)

(2.29)σ1= lim
∏→aoЛегко получить некоторую связь между числами σ1 и σ2. В самом деле, рассмотрим простые преобразованияβ∕∣ + l _ βfl __ β∏÷l~βfl   β∏+l ‰-H~a∏ _ Кл + 1~ал ( βfl÷l~βflan+1 an - ая а„+1 а„ ос„ИЛИ tg!"tι^tnιgθ"=4- (,^,~^-tg^÷ι)∙аЛ + 1 ал ал \ аЛ + 1 ал /Отсюда следуетfrn + ι~⅜ι = ∕ βw + ι-βw _ t £ ∖ cos COS θπ +1a∏ + l-ал \ «л + 1 — ал л + 1) 0CnКак следует из (2.18), при достаточно большом пl^n+ι-^n∣<π-η. η>θ∙Поэтому для таких п

I fy> + i~fy> ! < г < 00I sin(f>π + ι-θn) I 1и из (2.30) вытекают два неравенства
l≤⅞(!⅛⅛l÷ltgM∙

⅛-1+1 tg⅛∏÷ιι∙«Л + 1 — «л I

( aw÷1-aπ ßn+1 \ 

α∏ + l /

(2.30)

I a∏ + ι-anI p'"'∙1~g" I ≤ C2 a,I o⅛+1-aπ I Отсюда получаем, что
σl = σ2,если lim I ‰±1Z⅛- l= lim I 9"+,_- ∣ = oo. π->ao I ал + 1 ал I fl→oo ' ал +1 ®л IАналогично, еслиI βn+ι~-^∙ ∣≤c3< ∞,I an + 1-an Iто есть, еслиHm I arg(λπ+1-λn)∣ =γ< $ ,

(2.31)(2.32)

(2.33)



О сходимости некоторых интегралов 147то тогда из (2.28), (2.29) и неравенства (2.31) следует, чтоσ1≤0, σa≤0и поэтомуσ = max (σ1, σ2) ≤0.Пусть теперьйт| I*" tlΞ-I*"  [=00, (2.34)
∏→00 I ®л +1 IНО _ ln I β≡±.∑⅛ Ilim —I tt"+1 °⅛-∣ = σ- < со. (2.35)
∏→∞ ®ЛТогда из (2.31) и (2.35) следуют наравенства

__ in Į ι+J≡≡- ⅛±ι∑⅛∣σ1 = lim —I-----gg-tt-÷>-l,".! ≤ σ[ < со
∏→∞ aΛ

_ in I ⅛tιz⅛L Iσ2 = lim —- a"tl—2≡-∣ ≤ σ∣ < co.n→co anИтак, в этом случае условия (1.3) и (1.4) можно заменить условием (2.35). Положим, как и выше,σ=max (σ1, σ2). (2.36)Тогдаσ≤σ(,если выполнены условия (2.34) и (2.35), и σ≤0,если выполнено условие (2.33).Фиксируем точку z=z0. Если ряд (С) не сходится в этой точке, то допус­тим, что
in Į 2 flfc*~ λ**β Ilim------------------------ =r1<∞ (2.37)

n→∞ aΛи положим (см. (2.36))p1=max (r1, σ+r1). (2.38)Если же ряд (С) сходится в точке z=z0, то вычислим
00_ in Į 2 ⅛r⅛,∙ Įйй------ *-»+£ ----------------- r2, r2≤0t (2.39)

n→oo ал ' 'И p2=max (r2, σ+r2). (2.40)Очевидно,ρ2≤θ,если выполняется условие (2.33).
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Теперь можем сформулировать теорему (см. (2.25) и (2.26)), которая явля­ется более общей, чем теорема, полученная в статье [2].
Теорема 6. Если выполнено условие (2.33) и ряд (С) сходится в точке 

z=z0 то он сходится в области

Uz (z0): (х - x0) cos φ - (у — у0)sin ф > Рг ∞s &,φ∈[-θ, — α], φ∈[α, θ].
Сходимость является равномерной в области

VM

где η>0 и 8>0 — произвольные числа, 8<^ — θ.
Если ряд (С) не сходится в точке z=z0, но выполнено условие (2.37), то 

он сходится в области (см. (2.38))
U1 (z0): (*  - ∙⅞) ∞s φ - (у -y0) sin φ > pi cos а,φ∈[-8∙, —а], φ∈[a, θ]

и равномерно сходится в областитл ∕ ∖ I ∕ Pi COS а \ I π n iχ I p1 cos а IF1(zo)r∣arg(z-zo--⅛^-) |< j-»-«! ∣*- zo-⅛∏Γ >1∣∙
Теорема 7. Пусть показатели ряда (С) удовлетворяют условиям (2.18), (2.34) и (2.35). Тогда из сходимости ряда (С) в точке z0 следует его сходи­

мость в области

!p2 cos а, p2 ≥ О,p2COSθ, p2<0, φ∈[-&, —а], φ∈[a, &],
и равномерная сходимость в областиn+,(zo): 1 arg (z-z<,- p2 cos α ∖ cos Я ∕ I „ „ p2cosa1 0 cos θ ∣>η,
если p2≥0, ив областиarg (z-z0- ρ2 cos θ ∖ cos a ∕ ∣<⅞-⅛-δι 1 ~ ρ2cosθI 0 cos a ∣>η,
где η>0 u δ>0 — произвольные числа, δ<y-θ∙Аналогичное утверждение можно сформулировать и для случая, когда ряд (С) не сходится в точке z=z0, но выполнено условие (2.37). В этом случае Pι≥0.Заметим, что следствия 1, 2 и 4 остаются верными и для рядов Дирих­ле (С).2. Рассмотрим ряд Тейлора—Дирихле

anzm”e λ"z, λn = I λn I е ^n = aπ + zβπ, (D)
и=1где т„ — некоторая подпоследовательность натуральных чисел. Если вы­полнено условие (2.7)∣λ1∣<∣λ2∣< ... <∣λn∣→oo, (2.7)



О сходимости некоторых интегралов 149то определяем функции θ (t) и F (t) равенствами (2.8), (2,9) и 
m1, O≤Z<∣λ1∣, w∙+ι⅛"d-ι⅛∣ (,-∣λ"∣)∙ ∣λ"I≤,<∣λ"+ι∣∙ Пусть zm (f) = em (f) lπ * и ряд (D) сходится в точке z≠0.Тогда выполняется равенство

an zm* е λ"z = f zm ω exp [ — tei^ <,> z] dF(t).
n=l О

(2.41)

(2.42)
Аналогично, если показатели λn=αn+zβπ удовлетворяют условию (2.1)a1 <a2< ... <aπ→∞, (2.1)то, определив функции β (г), θ (t) и F (t) равенствами (2.2), (2.3), (2.4) и

m1 0≤r<a1
a∏≤^<an+iτ

(2.43)получаем, что
aπzm,te λ"z= f zmωexp [ — ]∕f2 + β2(r)ert*ωz]<ZF(f),

л=1 Оесли ряд (Z>) сходится в точке z≠0.Допустим теперь, что показатели λn удовлетворяют условиям (2.1) и (2.18)lim∣θπi=θ<^∙, lim I θn ∣ = a.
л_>00 n→∞Условия (1.33) и (1.34) для m (t) (см. (2.41)) в этом случае будут такими(2.18)

и
Jn Į z^n + 1 m∏σ3=j⅛ lnl'n'<,)ι= i⅛ _La-÷∙~a" 

t→∞ t n→∞ a,f>
< ∞ (2.44)

(2.45)
Положим (см. (2.28), (2.29) и (2.44)) σ=max (σ1, σ2, σ8). (2.46)Если рядч(Р) расходится в фиксированной точке zo=xo+zyo≠O, то допус­тим, что

lim
n→∞

= r1< со (2.47)и ВЫЧИСЛИМρl=max (r1, σ+r1). (2-48)



150 Ш. Стрелиц, А. МишкелявичусЕсли же ряд (D) сходится в точке z0, то вычислим 
со in I 2 <⅛z<F**̂ λ*1*∣Hm ------*=!+! -----------------------г*  f2≤0

Π→0O αΛ

И ПОЛОЖИМ

(2-49)
p2=max (r2, σ + r2).Очевидно, и в этом случае (см. (1.2))1 , 1а =--------- ; Ь =------ jr∙cos α cosθТеперь можем сформулировать, как следствие теоремы 3, теорему.

Теорема 8. Пусть выполнены условия (2.1), (2.18), (2.28), (2.44) и (2.45). 
Если ряд (D) не сходится в точке z0= xo+iyo≠0, но выполнено условие (2.47), 
то этот ряд сходится в области U1 (z0), точки z≈x+iy которой при лю­
бом φ из промежутков [—θ, —ос] и [α, θ] удовлетворяют неравенству

{fp1 + ΛfIn I у I ) cosα, ∣z∣>∣z0∣, ° ' I 2 [ , , , ,ρ1cosa + 7MCθsθln — , ∣z∣<∣z0∣.
Если ряд (D) сходится в точке zQ=xQ+iyQ^Q, то он сходится в области 

U⅛+y (z0) в случае, когда p2≥0, ив области U2~y (z0) в случае, когда p2<0, 
точки z=x+iy которых при любом φ из [—θ, —а] и [а, θ∙] удовлетворяют
неравенству

U^(zq)'.(x- x0) cos φ - (у - j0) sin φ > (*+" tol⅛l) cos а, ∣z∣>∣z0∙, p2cosa + wcosθln — , ∣z∣ < ∣z01;

{ρ2cosθ + Λfcosa∙ln∣ — , ∣z∣ > ∣z01', 
t . I Z I ∖ « , , ,^ρ2 + wln j — j j cosθ, ∣z I < [z0 .

Сходимость является равномерной во всяком замкнутом и ограничен­
ном множестве, содержащемся в U1(z0) (U⅛+y (z0), если p2≥0, и U⅛"y (z0), 
если p2<0).Пусть теперь показатели Х„ ряда (D) удовлетворяют условию (2.7). Тогда выполняется равенство (2.42), если ряд (D) сходится в точке z≠0 . Пусть далее функция m(t), определенная равенством (2.41), удовлетворяет условиям

σ3 = lim
t→∞

In I mz (r) Iг = lim
Λ→∞

In < 00» (2.50)
(2.51)

Если выполнены условия (2.19) и (2.50), тогда положим σ=max (σ2, σ3).



О сходимости некоторых интегралов 151Далее, если ряд (D) расходится в точке zo=xo + zy≠0, то допустим, что
пIn Į 2 o*⅛ ,*e^ λ*,∙ IПт ----- *~∙ l∙. ■ ------------ = r1<∞

n→∞ I Л" 1и положимp1=max(r1, σ+r1).Если ряд (D) сходится в точке z0=x0+‰ то вычислим
00In I 2 o* zo,* e^xk,' I

≡--- -"jl⅛Π--------------= r* r* ≤0∙ (2.52)
∏→oo 1 ^f> 1И ПОЛОЖИМp2=max (r2, σ + r2). (2.53)Теперь нетрудно убедиться, что для ряда (D) верна теорема типа Абеля, которая формулируется как и теорема 8 (a=b=∖).Следствие 6. Если

то есть, если ряд Тейлора —Дирихле „близок“ к ряду Дирихле, то структура областей U1 (z0) и U2 (z0) будет такой же, как и в случае ряда Дирихле.Вильнюсский Госудраственный университет им. В. Капсукаса Псотулио в редакцию15.III.1968
Литература1. Г. Л. Л у н ц, О некоторых обобщениях рядов Дирихле, Мат. сб., т. 10(52), №1 — 2, 1942, 33—49.2. А. А. хМншкел яви чу с, Об области сходимости ряда Дирихле, Лит. матем. сб., т. V, № 1 (1965), 117—126.
KAI KURIŲ LAPLASO-STILΠESO TIPO INTEGRALŲ 
KONVERGAVIMO KLAUSIMUŠ. STRELICAS, A. MIŠKELEVIČIUS
(Reziumė)Šiame straipsnyje įrodomos Abelio teoremos Laplaso — Stiltieso tipo integralams (A) ir (B). Atskiru atveju tokios teoremos gaunamos Dirichle ir Teiloro — Dirichle eilutėms (C) ir (D).
SUR LA CONVERGENCE DES QUELQUES INTEGRALES 
DU TYPE LAPLACE -STILTJESCH. STRELITS, A. MIŠKELEVIČIUS
(Resume)On dėmontre dans cet article les thėorėmes d’Abel pour les integrales du type Laplace — Stilt- jes (A) et (B). Dans un cas particulier on obtient teis thėorėmes pour les series Dirichlet (C) et Taylor—Dirichlet (D).




