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ЛИТОВСКИЙ МАТЕМАТИЧЕСКИЙ СБОРНИК 

1969УДК - 513
О ГЕОМЕТРИИ НОРМАЛЬНЫХ СИСТЕМ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ ВЫСШЕГО ПОРЯДКА 
С ЧАСТНЫМИ ПРОИЗВОДНЫМИ

в. и. близникасМетодом Г. Ф. Лаптева [4] рассматривается один вариант геометризации систем дифференциальных уравнений следующего вида
∂P+1xt

∂ua^... ∂uap+1
(1)

где (i,j=l, 2, л; α, β=l, 2, ...» m<ri),

∂°xt
p^∙∙fia ∂ιA...∂u^Геометризации этой системы дифференциальных уравнений (когда p=l,2) посвещены работы И. Дугласа [7], Е. Бортолотти [5], С. Хокари [8], Т. Окубо [11], общий случай (р-произвольное) рассматривал только А. Кавагути и Хомбу [10], которые к системе (1) присоединяли различные объекты связ­ностей, предполагая, что задан симметрический невырожденный тензор gα0 (первое дифференциальное продолжение этого тензора и объекта Hla^ > охва­тывает объект аффинной связности Γgγ).А. Кавагути и Г. Хомбу отметили, что построение объекта Γ⅞γ, охваченного дифференциальными продолжениями объекта Hia , составляет трудную задачу геометрии системы дифференциальных уравнений (1). В заметке из­лагается решение этой задачи (проблемы Кавагути), которое было доложено автором на Международном Конгрессе Математиков в Москве (1966), на за­седании Польского Математического общества в Вроцлаве и на заседании геометрического семинара в Кракове (1968). Часть результатов этой заметки было доложено автором на заседаниях Геометрического семинара при Отде­ле математики Института научной информации АН СССР в 1966 и 1967 годах»
§ 1. ПРОСТРАНСТВО w-МЕРНЫХ ПОВЕРХНОСТНЫХ ЕЛЕМЕНТОВ ВЫСШЕГО 
ПОРЯДКА

1. Структурные уравненияЕсли Vn — п -мерное дифференцируемое многообразие класса Cω, локаль­ные координаты которого являются первыми интегралами системы диффе­ренциальных уравненийω' =0,
Dωi=ωk л c⅛, (2)(3)где
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то с ним связывается последовательность главных расслоенных многообра­зий K<υ, К<2), .. .,V%>∖ у которых общей базой является исходное многообразие 
Vn, а структурными группами — дифференциальные группы соответству­ющих порядков, т.е. G L (л, R)f GL2 (n, R), ..., GD,(nt R). Структурные урав­нения многообразия имеют вид (1) и

(α=l. 2................. P)∙ (4)а левоинвариантными формами дифференциальной группы GL? (n, R) явля­ются формы j (α = l, 2, р):

Структурные уравнения группы GL? (л, R) имеют вид
а

(5)

Пусть Vm-m-мерное дифференцируемое многообразие того же класса, что и Vn, причем dim Fm < dim Vn. Если /-гладкое локально-сюръективное отображение многообразия Vm в Vn∖
f∙Vm→Vti и 0“ - формы, играющие роль форм ωi для Vn (формам ω∣ . соответствуют формы Θ≡ β , имеющие аналогичную структуру), тоω'=j⅛Θ≡. (6)Эта система дифференциальных уравнений является определяющей систе­мой дифференциальных уравнений погруженного многообразия Vm в Vn.Последовательное продолжение системы (6) дает:⅛⅛+PŽ “i-p,fi Θg =p⅛ ®е,⅛U +∕⅛J ωt +piPβ ⅛ - 2Pr (« ®ž> ~P'∙r ®Ь =P⅛-l θγ∙ (7)

а

а

где p[etι aj = 0 (a>l, Для любого а).
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Если ω*=0, Θα=O, то система дифференциальных уравнений (7) принимает вид <⅛i+∕>ζi>i-∕⅛ι>g=o, ................................................................................................................................................... (8) ¾...∙a+Σ 7Γi,'ι...ts X 7j⅛Γ⅛,,...a,1∙∙∙×

5=1 Uι+∙+Js=a)

× nts _  X ’ ____ —____  Xβ nt = ∩
"a7∙i+...+√s-1 + l ...a5) Zj 5,!(a-s)I υ<aι ••• as as + ι ••• «а> ß ’ 

s = lгде bjι a — инвариантные формы дифференциальной группы GLP(m, R), т.е. bγ = Θγ I β .Так как система (8) вполне интегрируема, то первые интегралы этой системы образуют дифференциально-геометрический объект относительно группы Ли GLp (n, R) × GL? (пт, R), т.е. система дифференциальных уравне­ний (7) определяет пространство представления прямого произведения диффе­ренциальных групп GLp (n, R) и GLp (пт, R). Этот дифференциально-геомет­рический объект называется струей р-го порядка в смысле Эресманна (или коллотой), присоединенной к паре (V„, Vm). Опорный элемент, образованный из точки (xi, ua) многообразия К„х Vm и струи р-го порядка, называется пт -мерным поверхностным элементом р-го порядка. Специальные струи Эрес­манна получаются тогда, когда группы GLp (n, R) и GLp (пт, R) заменяются подгруппами. Если группу GLp (m, R) заменим тождественным преобра­зованием, то в этом случае m-мерный поверхностный элемент р-го порядка называется ти-мерным линейным элементом р-го порядка (или полуголо- номной струей р-го порядка).Рассмотрим системуω' = 0, i⅛ = 0, .... b, =0,«1 .. • ap (9)
Ь’o⅛ ... <zfl ...afl + Σ ⅛ ч... . Σ AI-AI Х

5 = 1 (71+ ∙ ∙ ∙ +Js=o) (Ю)× Γ{0Ll .. • ¾ ■ ■ ■
p*s 
%+∙∙ • +Zj-ι+ * ∙ ∙ ∙ aa^

al
2j sl(a-s)t

5 = 1
¾1 ... a5Λtd + 1 .. oo)r∙Эта система вполне интегрируема и ее первые интегралы являются локаль­ными координатами пространства m-мерных параметризированных поверх­ностных элементов р-го порядка K^jn (параметризация фиксирована, но век­торы касательного пространства р-го порядка дифференцируемого много­образия Vm выбираются с точностью до преобразований дифференциальной группы GLp (m, jR)). Структурные уравнения пространства Kffn имеют вид Z>ω' = ωfc Λ coį,

(11)«I
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где 
а\ ... αflA- Σ 7Г ••• *5Λ Σ jl∖...js∖ Х

5 = 1 (√ι+.∙.+∕j=α)

И

×Λαl ... α7ι∙ ∙ ∙ ∕7α∫+...+ys-ι+l ... afl)

∂bi
^fβl ... βc = a> ∙ ∙ ∙ ga

Если ba β =0 (a = l, 2, ..., р), то пространство Kffln является странством m-мерных линейных элементов р-го порядка L^]rt.Система

(12)
(13)

про-
ω' = 0, Θa = 0, Θje = O, ..., Θju a, = 0, (14)где формы Θjtι a определены такими же формулами как и bį a , но только формы bβι a заменены формами a , является вполне интегрируемой и ее первые интегралы являются локальными координатами пространства опорных элементов Ajf⅛. Базой пространства K<f,m является прямое произ­ведение многообразий Vπ и Vm, а слоем — пространство значений струй р-го порядка в смысле Эресманна. Пространство K%]n является подпространством пространства Xjj⅛. Структурные уравнения пространства К£>т имеют видZ)ω' = ω* Л ωi, Z>Θ≡ = Θ<1 л Θg,

где
√=Σ т <

5=1

AjAr Σ j1j . . .js↑ 

Uι+ ■ ■ ∙ +Ja=a)

... afl)>

а
Θ' = — Y gl 0ß п*‘

. ∙ ∙ ao, γ Zj 5∣ (a-j)∣ Y («1 . ■ ∙ as2≡j+1 ∙ ∙ ∙ βa> β'
s = l

(15)
(16)

(17)
(18)

Если b>a, то θJ.7.,β^ = 0 и при b = a

где -aδ(Θ^δγ δγ,.. .δγ<∖(Sβl " Ч
* т w(a1 c⅛ afl) '*''γ1 ... γfl, (19)

(3βx
C⅛

(20)(21)S
P1..
Ou ...

aa γd • • • γc∣



О геометрии нормальных систем 215
причем с-число различных индексов между α1, α2, . ..,afl и γ1, γ2, . ..,γc — число равных между собой индексов (γ1+γ2+ ... +γc=a). Оператор Sβ, " 0fl a1 ... aa называется оператором симметризации, а ∈>0*"' 0fl — нормированным опе­ратором симметризации.Заметим, что формы
связаны между собой некоторыми линейными соотношениями с постоянными коэффициентами. Это следует из равенств (19), которые показывают, что рассматриваемые формы выражаются через ωjc и Θg (коэффициенты постоян­ные). Когда Θ≈ β =0 (для любого а), то формы Θ,βl"βh связаны между собой соотношениямиθffl,... в .HĮ'-«)! 8⅛ Sß„ θ¾+ 1... β, -∙∙¾ ,∣(r-ωι ((«.• 4>%+1...«,)/Если t=u, то эти соотношения принимают вид (f≤r) (22)

(23) •Так как формы ωj, 0į, Θjtιaιj∙, ∙ ∙∙, Θ,aι a j являются линейно независимыми формами (в общем случае), то при помощи (23) всегда можно выбрать формы Θ*1∙aβ'y только через линейно независимые формы.Дифференцируя внешним образом (16), мы получим
PΘ's,

®1 ■
г=1

где ÷Σ
c = l

(24)

Очевидно, что

∂aΘf ∙⅝= gt∙∙oc* 4...√4∙..⅛ (25)•т.
50a a h ax ... aa h

4...⅛

gι ∙ ∙ ∙ gfl> Y

<,.∙.∙.∙⅛β, ∙βi = 0 (c+b>a)

Θ*,.∙.∙.a‰ = θ. Θ^,.∙"⅛ = 0 (b>a),

(26)
(27)
(28)
(29)И
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Для более компактной записи структурных уравнений пространства A⅛, мы введем обозначения (βfl) = β1 ∙ ∙ ∙ ββ.Тогда уравнения (15) примут вид
аβθiω= ∑ ΘgwΛΘ⅜∖ + ΘrΛΘ'w,γ, (15')

6=0а (24) - вид
а0θ⅝>4 = ∑ <W*^Θ⅞>* +

с= 1

а+ ∑ w А Θ⅜>4V',> + Θf Л Θ⅞>jt, т. (24-)
с=0Заметим, что формы Θju α k не содержат форм Θg, ..., Θ* β , а формы ®«,...ао,т-Ф°РМ ...........<⅛...√

2. Дифференциальные группы пространства K^mПфаффовые формы/ßi... β*lβJ... ß«.... __________X«. 4“ ‘ ~ ∂p⅛ (30)
оявляются инвариантными формами дифференциальной группы порядка и пространства опорных элементов K%]n. Эти формы отличны от нуля только при c1+ ... +c"≤a (at c1, ..., cu=l, 2, ..р). Введем обозначения

Структурные уравнения для форм χ'^¾ имеют вид
(31)Эти формы являются левоинвариантными формами дифференциальной груп­пы первого порядка, которую обозначим через GL (и, т, р). Структурные уравнения дифференциальной группы порядка s, т.е. группы GLs (п, т, р), имеют вид (m=1,2, ...,s)“ «i *(M∙..⅛) ∏γf)⅛+ι).∙∙v (32)

⅞xβ)Λ1...Λu tl(u-t)l ∖γe)<k1 ... kt ∣(afl)Afc√ + 1 ... ⅛u>где скобки <... > означают симметризацию по группам индексов, напри­мер,
(β6ι)...(βu) 1 ∕ (β6ι)...(βu) (βlu) ... (βfc∣)∖

а b = I а b + a b .. I. .
<Λx ... ku> 2 ∖kl...ku ku. ∙k /



О геометрии нормальных систем 217
§ 2. МНОГОМЕРНЫЕ ЭКСТЕНЗОРРЫВ 1935 г. Крэйг ввел понятие экстензора [6], которое является непосред­ственным обобщением тензора. Экстензорное исчисление применяется к иссле­дованию обобщенных пространств Финслера, т.е. таких пространств, в кото­рых длина дуги кривой задается интегралом (р> 1)

А. Кавагути обобщил понятие экстензора [9], т.е. разработал основы мно­гомерного экстензорного исчисления, которое применяется к исследованию геометрии интеграла (р>1)
Мы рассмотрим многомерные экстензоры с точки зрения метода Г. Ф. Лап­тева, согласно которому любой дифференциально-геометрический объект можно интерпретировать как точку пространства представления некоторой группы Ли и определить при помощи вполне интегрируемой системы диффе­ренциальных уравнений. Рассмотрим группу GL (п, m, р) пространства LJ⅛, инвариантные формы χ,0α(⅞∖∙ которой отличаются от инвариантных форм группы GL (и, ти, р) пространства Xj⅛ только тем, что в их состав не вхо­дят формы b≈ι р (а — любое натуральное число). Группа GL(n, m, р) явля­ется группой преобразований векторов касательного пространства про­странства L^]τt. Инфинитезимальные преобразования векторов репера 

{ei, etf∖ ..., ef1 "'ap} пространства Т(^ можно представить в виде (33) где положено, что ei=e^0∖ а произвольного корепера {ei, e,aι, ∙∙∙, ⅛ι } дуального пространства Т*(^ — в виде⅛(a)=-Z%∖⅛(ft). (34)Рассмотрим тензорное произведение пространств Т(р> и Т*(А
г г*® т(ру ® т* (р\Элементы этого нового векторного пространства и называются r-раз экско- вариантными и г*-раз эксконтравариантными w-мерными экстензорами. Если Те ® Т(р) ® Т* (р>, то (35)где
βa<a1) ... a(ar)jl ...jr* 

il ...irV(W ... β(6r*)
= e.a∕a*>0 . . . ® e>r' ф, t P0r )

г г*т.е. эти векторы образуют индуцированный базис пространства ® Т(р> ® T*<p∖
2. 10824
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г г*Условия инвариантности w-мерного экстензора Те ® ® Т*(*> относи­тельно инфинитезимальных преобразований реперов пространств Т(р> и T*to, определенных уравнениями (33) и (34), имеют вид
z7T<' ... irβ (61) ... β (br*) _ Тк ... irβ (61) ... β (Z>r*) √lγ,f⅛ _

«(«■)... а <°r>J∙ ...jr" ∖m..., (a,)71 ... ∕' **« <»'>
- ... + Tl' ■ ∙ ∙ 'r<6,> ■ ■■ Т <c> χ*r5⅛, = 0. (36)

a(av) ... a(ar)Jl ... к λ∙J Г() ' 1Многомерные экстензорные поля определяются такими же образами, как и тензорные поля. Очевидно, что понятие m-мерного экстензора можно обоб­щить, заменяя группу GL (и, m, р) группой GL (и, m,p).

§ 3. ГЕОМЕТРИЯ СИСТЕМ ДИФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ С ЧАСТНЫМИ 
ПРОИЗВОДНЫМИ ВЫСШЕГО ПОРЯДКАСистему дифференциальных уравнений (1) можно рассматривать как ко­нечные уравнения, связывающие локальные координаты пространства Aj÷1∖ причем функции Я;(р+1) определены на пространстве K%]n. Так как dπnj⅛,+l>=n+m+n { m + ⅛21 + ... +⅛+lbJ^> Į ,

то уравнения (1) можно рассматривать как конечные уравнения n + m+ + 7и+ w^+1) + ... + zw<zw+1) -j (^+p-l) мерной поверхности пространс­тва ⅛÷1∖ Геометрия этой поверхности и называется внутренней геометрией системы дифференциальных уравнений (1) относительно прямого произведе­ния псевдогрупп преобразований
χi, = χi'(χ∙)t Ua' = Ua'(μa).

1. Фундаментальный объектЕсли Mα' = wα'(Mα), то частные производные функций xf(wa) преобразуются следующим образом (см., например, [2]):
∂u<... ∂ua'a

аsr∙ а!
i УГ

5 = 1

∂sxi

∂uλ' ... ди 5

1ail. •. ¾lΣ
ft,w...a,¾ —?(« = a1 + аа + ... + ¾-1). (37)

ди’+' ...∂ujт.е. этой формулой определяются конечные преобразования величин pia^ a* в голономном репере (ω' = dxi, Θa=dua) относительно преобразований продол­женной псевдогруппы ua' = ua(u'a). Частные производные функций xi (uλ') и 
xi' (ua') связываются такими же уравнениями, как и (37), но только ,,itt заме­няется на „Г".
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Если xi'=xi' (xi), то частные производные функций xt (u“) и xi' (tP) связаны следующими соотношениями:= Σ⅛

г = 1

∂sxi'

∂u3

_____dl½____ У ______!_____ хλ∕γ Zj Z1!...Zr!
∂Λfcι . . . ∂x (∕χ+∕1+ ... +∕r=j)

χ д'***1
∂ua' . . . див/1 (Z = Z1 + Za + . . . + Zr.1). (38)

Из (37) и (38) следует, что величины pį следующим образом • “z
----- ——— преобразуются ди“1... ди a

× Σ
(∕1+∕1+...+∕r=J)

⅛=a ∙, ∑ ∑ я
s = l г = 11Z1!. . . Zr!

д'х»’
'l 0^...∂xk'x

⅛...≡∕ι∙∙∙^aJ+1...aP×

-.a. “t ∂ 3 U 3∂a'Uaι ___________________
∂u^ . . . ∂uββ! ∂u^9 + l . . . ∂u*^× Σ

(a1+... +as=d)Условия инвариантности системы (1) имеют вид:
∂p+^

1 a1!... aj (39)
------ i----------- V— а'Эи“1... ∂up+1 aι∙ ∙ ⅛+ια1,.J⅛ ∕ w +1p \∂uβ⅛+1 \ ди“1.. . ∂utp+1 aι ■ ■ aP+1)Отсюда следует, что система функций Hlfr n образует дифференциально- 1 Р + 1геометрический объект следующей структуры:
rτr ∂√, ∂ιP* ∂uaP+1 ffi

∂xi dtp* ∂uaP+1 a'

∂xi' ∂lP* 
~ ∂x* ∂ua'1

βl∙∙ fl⅛ + l

∂rxp

(40)

-(p+iy. ∑ ∑ я —---------г
j = l r = l ∂xk>...∂χr

∑ ∕1ι.1.∕rι x

(∕1+...+∕r=J)

<f'*k'X dlιχkl _________________

ди*1. . . ди“71 ∂uβ*+1 . . . ∂ll^

д“1 ußi
∂ua∖..∂ua'a*

p+1
-(P+1)! ∑ ⅛

г=2

Vif

∂ua*... ди1*

gxkl gxkr
σx^-θx (∕1+...+∕rβp+υ

∂'r χkr ∂ιP*

∂u*t+l... ∂uaP+^ ∂ua'1

Z1!...ZJ *
∂u'+1
aβ⅛+ι (41)

2∙
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где q=ar+ ... +αs-ι, t=41+ ... +lr-1. Таким образом, геометрия системы дифференциальных уравнений (1) относительно псевдогруппы преобразова­ний х?=xi'(xi) и wα'=wα'(wα) эквивалентна геометрии пространства Kį?m с дифференциально-геометрическим объектом (41), который мы будем назы­вать фундаментальным объектом пространства K%]n.Определяющая система дифференциальных уравнений фундаменталь­ного дифференциально-геометрического объекта Hi имеет вид
a (nj-i∖V¾ ∙⅛+ι ⅛∙∙Λ+1=¾... a fcω*÷ap + l)*...« .γΘγ+<.

Р + 1 τ a*
∙‰... в 

∙∙⅛ + l*
∙⅞...⅛∙ (42)

Р+1‰... < _ V (p+1), 

xp + l
ωL..ts Σ Л! • 1----∏- ×• λ∣

5=2 0’1+∙ ∙ ∙+√s=p+1 )
р + 1∙∙∙∕ι У∙∙∙¾ х«»+1 ■••««+? Ą
5=2

(Р+1)!5∣ (p-j+1)I ..«?« . >τ∙ (43)5 aJ+ι ap÷r ‘Таким образом, геометрия системы дифференциальных уравнений (1) экви­валентна геометрии пространства Xj⅛ с заданным дифференциально-гео­метрическим объектом который будем называть фундаментальнымобъектом пространства ⅛⅛∙ Пфаффовы формы φ^ι a имеют следу­ющую структуру:
р + 1

+ ωfc Л <pį « x+θtλ'⅛<x1...<xp + lΛ т“ (44)где
φ,*∙ ∙∙ <⅛+lj р+1v, (p+l)l Л “ j!

s=2
ωk1...ksk Σ Λ∣.. .js∖ x

C∕ι+..∙+>j=P+l)

×⅛...v∙∙<+1...t.s)∙

= _ y1 (p+l)∣ 

rp + 1Y Zλ sl(p-s+V)l 
s =2

a1 ... a
Qσ jjiY(≡>∙∙≡Λ + χ∙∙∙ap+1)σ

(45)
iβ1 • • • ⅛ _ τ°tl ∙∙∙ gp+lφ-1∙⅛+ι* ⅛*...βsДифференцируя внешним образом соотношения (46), мы будем иметь

(46)
р + 1

P√s∙-⅛ =φ^-.Λωi- У <р?"
x'ψ¾ -∙⅛+1* 4⅛∙∙<⅛+ι^ * с_| Λ..⅞+1^λ^⅞e+C.."r><"⅛lt + ωt^⅛.∙.∙. ∙⅛ +

«P+I** (47)
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где, например,

(48)Очевидно, чтоΦ^.∙.∙.∙⅞+>∙°' = θ (c + ∕>P+l) (49)и, в частности,
τ<xx ... ap+1*AПервое продолжение системы (42) имеет видv¾...a ах ... а⅛+ι °tl∙∙t≡0(modωfc, Θ‰ θ*1, .... ¾ ,),р + 1 βl∙∙∙βpр + 1V¾...a,+,τ- ∑ ¾....... ^c=I
— φi γa1 ... <х «1 ••• а (50)

o⅛ ... а Θσ ⅛+l
«1 ... а. al ...а (51)

где
-Hi= ∙h1 ββ,'i⅞ω+fll +aι ∙ ∙ ∙ ap-∣-ι*∙ ' ax ... Op^-1⅛, γ a1 ..ai ... а

Частичное продолжение системы (52) дает⅛ lβ,√^τ, ∙"τ'+⅛1⅛+iλλ а’a1 ... а а, ... а

•ßi ...• σ ... а,

∙^ωj-

ax . •• а.
■а,

Р + 1“ Zj ■
e=l

ai ■ ■ - σ ... ap+1 кк ае +
-ffta ai . ∙ε, ... εeθ∕β1 ... βflγx

-ap+1l e1...εgkħ
∙∙‰-φ^ ∙ ∙0aγi"∙ 

raι...ap+ikh

≡ffa a1 . •ßi ••• βaYι ∙.. Tce1 ... .. ар+1Ш е<? Ql (mod ωjε, ... εe \ >*, θγ),где
αx ... а

(53)
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2. Тензор <...ς∙+^τι ∙ γ-Докажем, что величины Hi aβ, ‘ "k^i "' γp образуют тензор. Система дифференциальных уравнений для HJξpψ1Jrj⅛∖ в силу (28) и (49), имеет вид ββl "aaV‘ " γp+⅛ • • γpω!-aι∙∙∙βp + ι*Λ βι∙∙∙βp + 1⅛A

р+1- У я* _
е=1

«1 • • • «. «1

- Н* 'e, ∙ ∙λ'*τ, ∙ ∙ ∙ γ0 &'!' • ■ ⅛ ≡ 0 (mod ωt, ©<■............ Θ* J. (54)
αl...αp+1∕A e1...εβfc ' »i’ ≡ι∙∙∙√ v ,Так как, в силу свойств форм Θ%⅛, определенных равенством (16),■ ■ ⅛θw∙ ••• ⅛=jfiΓ -V' ••• ⅛θ'91 - \

1p +1 ex ... εgk a1 ... ap+llħ εx — Врк

-н*

Hlf,I ∙ex .
al...aи

то 
или

Hirtif г, ...γ „i ∙fc∙∙∙⅝<⅝+√* υ*∙∙⅛* w⅛∙∙∙⅛+√*
- У Я* f,* • M∙ -∙γpΘ∖

е=1Отсюда и следует, что система (54) имеет вид V^⅛> = ¾>⅛>'+^¾Θ*+
+^⅛h"∙,∙⅞...√т.е. величины образуют тензор, охваченный вторым дифферен­циальным продолжением фундаментального объекта Ą^+i)*

(55)

3. Оператор LaРассмотрим формыω<=ω'-p' &Г, ⅛ ... ,β=⅞ι... s-⅛ ... %т©г.
0' =Θf +Hi 0γ '∙'a1...ap vΛxι ... <xp τ а. • • ∙ ≡pY

(а — 1, 2, ..., p — 1), (56)



О геометрии нормальных систем 223
которые имеют следующую структуру 

D ω* = ωfc Λ ω⅛ — Λ Θγ,
'<x∣ ... afl Yi . •

Р0/ =Θ* л Θ'γι'‘'∖- Θ' Θγ
a∣∙∙∙≡fl Yι∙∙∙Yc al∙∙∙afl⅛ ■ ∙ ≈aY(a= 1,2, .... p- 1),

(57)(58)
D&aι ∙ap Тх ■ ∙ ∙ Y<

«, = ⅛... v∕ C.7∕⅛- + (v¾ ... a,γ-⅛ ... √ А©V. (59)
Структурные уравнения (59) можно записать в виде:d⅛ ... «, = ⅛... τ∕ ⅛. ⅞ + < ... «>• τ'Θγ) + 

+ ¾ θγ+⅛¾,, ... ap0γ^ ®8- (59)ε] α1 ... а

(60)
где ⅛...<¾l...vτ+¾1...v∕7<+

+ Σ ⅛ ■ Μ.... β.τ-<... v" ⅛.. v∙
a=lПфаффовы формы ωi, & (a = l, ...,р) образуют вполне интегрируемую ctι ... аасистему форм (при любом выборе форм Θa) тогда и только тогда, когдаαl ... «

(61)-⅛f∙¾ а, ... ap- θ∙Таким образом, преобразованию форм (56) соответствует оператор £а, опре­деленный равенством
(62)Величины (63)■«,

«I •

-^αι • ∙ ∙ apτe — ⅛γ Щ] al ... аробразуют тензор, охваченный первым дифференциальным продолжением фундаментального объекта Hi . Если тензор Ni =0, то в пространстве
a(p+ι) a1...<xpγεc фундаментальным объектом Hi существует семейство голономных “(р+Ога-мерных поверхностей, которые будем называть характеристическими по­верхностями пространства ⅛⅛, с фундаментальным дифференциально-гео­метрическим объектом Hi . Если Ni ≠0, то характеристические

a(p + D a1...apγεповерхности тоже существуют, но только они в этом случае являются него- лономными. Оператор La будем называть оператором характеристической производной. В частности, характеристическая производная фундаменталь­ного дифференциально-геометрического объекта Hi определяется равенс­твами (60). (р+1)



224 В. И. Близникас

4. Система дифференциальных уравнений третьего порядкаСлучай р= 1 был рассмотрен в работе [1]. Если р=2, то (42) принимает видV Hi — 3ω,' . pkι pk∖ -ωi... pkι pk* pk* +V α1o⅛αa ki,kitf (axo⅛∙r c⅛) k1kikar a1r a,-r 0⅛+ 3®U<>r + ®UX = 4«.»..*“* + (64)Последовательное частичное продолжение этой системы даетV H'^k - 3<⅛a 8*. ¾ι δ=ι⅛ + 3¾λ S« o ⅝ ≡ ff'ιaιa^p ΘJp, (65)V¾w⅛4⅛≡0(modωt∙ 0γ> ®J> ®«в)- (66)Из (65) следует, чтоV¾tf- <"-÷1>2<",+2> ωitrf++ (m + 2) 8į Θ‰ ≡ 0 (mod ωt, ©г, Θ*, Θ‰). (67)Свертывая эти равенства c р*, мы получимV(M∙re15tPi) - (m+1)2('”+2) <⅛pJpJ + (m + 2)piΘjγ≡0
ИЛИ V (-^2 ωUpip*+P*,ΘIr≡O. (68)
Отсюда следует, что величиныMβ = -7w⅛pf<⅛γ¾ (θ9)являются решениями следующей системыv Ms + 2^ (pi ©so -Ps θ∞) ≡ °∙ (7°)Если уравнения (70) свернем с тензором ¾τ⅛Tγ, то получимV(¾rγMβ)+MpτχrPi∙Θ⅛ιx≡O∙ (71)Предположим, что тензорM≈MpτSτγPi (72)невырожден (7V=det || Nį || ≠0), тогда, свертывая уравнения (71) с тензором 

№ = JVγ
1 ∂N
N dN?мы получим, что величины^β = ΛΓ'MpτTγMβ (73)образуют дифференциально-геометрический объект следующей структурыVΛ‰ + ¾Θglσ≡0, (74)
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который охватывает свернутый объект аффинной связности аа: (75)т.е. vflα-Θ°σ≡0. (76)Если тензор Nį невырожден, то второе дифференциальное продолжение.фундаментального дифференциально-геометрического охватывает свернутый объект аффинной связности (75). объекта Hi °⅛8) всегда

5. Характеристическая афинная связностьРассмотрим преобразование форм⅛ = c⅛ + ∏aΘa,Θg = Θg + ΓgγΘ‰ (77)Эти формы являются формами аффинной связности (имеют тензорную струк­туру) вдоль характеристических поверхностей пространства Kjfyt тогда и только тогда, когда величины и Γgγ образуют дифференциально-геометри­ческий объект следующей структуры:VΓi,t-piωi∣≡0, (78)mod(ωt, 0“, Θ*, ΘJjs),VΓ‰-Θgτ≡O, (79)
D ωlt - ω⅛ Л ω} = (v Γ‰ -∕⅛ ω⅛,) Л 0* ++ ω' Л <4, - ∣a Γ'z, m 0* Л Θ∣j (80)
D 0g - ⅛ л 0? = (v ∏y - Θ⅛) л 0\ (81)Дифференциально-геометрический объект (Ца, Γgγ), который мы будем называть объектом характеристической аффинной связности пространства J⅛⅞,jn с фундаментальным объектом состоит из прямого произве­дения двух объектов Г*« и Γlβγ (объект аффинной связности). Для того, чтобы построить охват объекта ∏a (имеется ввиду случай р=2), необходимо из уравнений (67) и (76) исключить формы 0“о. Из (67) и (76) следует, чтоV¾S—<^!+lHm+2) ω∕hp* + (m + 2)¾(vaa)≡0

ИЛИ V(⅞g+(H + 2)¾⅝)- (m+l∏m+2) ω∕bpj≡0
Отсюда, в силу (79), следует, что дифференциально-геометрический объект I‰ охватывается вторым дифференциальным продолжением объекта т.е. можно положить

Г* = (m+l)(m+2) (‰4 + (m + 2)⅝¾). (82)
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Для того, чтобы найти объект аффинной связности Γgγ, определенный внутренним образом, необходимо, например, из (65) и (79), считая, что ΓJα определены формулой (82), исключить формы ωjcflp*. Из (65) следует, чтоV⅛,--2Γ ωU8JpJ+‰Φ+'"Θb + 2Λ‰¾)≡0. (83)Если ⅛ = ∏a, (84)V⅛~<⅛∕⅛≡θ (85)и, в силу (76), (83) и (85), получаемV ¾ir - (т + 2) ¾ V ⅜) + п + 2« ¾ V <⅛> ≡ О, (86)т.е., в силу (79), можно положитьΓ⅛ = ∣ [(m + 2)¾ftw-tf⅛r-2¾<⅛,]. (87)Построение других объектов связности, определенных внутренним образом, приведем для произвольного р и изложим в другой статье.

(89)

6. Система дифференциальных уравнений 
с частными производными четвертого порядкаЕсли р=3, то из компонент тензора H,a^ '^¾γω, охваченного вторым диффе­ренциальным продолжением фундаментального дифференциально-геометри­ческого объекта Hi , можно построить симметрический тензор

aa^ = Hh ∙0ι0∙∣⅛04σa Hk ∏j (8Я\a n a1a1<¾ aųki P<>Pt>∙ ∖θ°∕Если тензор aa^ невырожденный, т.е. a=det ∣∣aa0 ∣∣≠0, то существует обрат­ный тензор aββ, определенный равенствами_ 1 &а 
да0® ’система дифференциальных уравнений которого имеет видзV¾ = <⅛,1√+⅛,.rΘ∙'+ ∑ √Γ"'θJ,...βj∙s=l 5Характеристическая производная тензора aaβ, т.е. система величин-^γaaβ = flaβ, γ + aaβ, JtPγ + a<zβkPσγ ÷ aaβlc Pτς> Hσpτγ>является решением следующей системы:V (Lγ aaβ) - aσβ Θ≡γ - aaβ Θ‰ ≡ 0.

(90)
(91)
(92) Отсюда следует, что (aaβ, Lγaaβ) образуют дифференциально-геометрический объект, который охватывает объект Кристоффеля (объект аффинной связ­ности) -^aβ = ^2 (∙^≡ ^σβ 4^ ∙^,β ^σa Lg ^aβ)и свернутый объект аффинной связностиxa=¾∙
(93)
(94)
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Так как первое частичное дифференциальное продолжение фундаменталь­ного дифференциально-геометрического объекта H,a< согласно (52), имеет вид

з

У Hi y*∙∙∙yc0a(j*∙∙∙Po
Δλ ai ... at Yi . ■. rck *<x1 ,

• μα 
а* к ≡o, (95)

откуда, в силу равенствθiβ10t β, = ωf ∈010. 0, _ 3M 0σ1 (g010. 0.
YιY.Ys* k YιYtYι k Y (Yi Yi Y») σlσ1σs,следует, чтоv#r-ßiß.ß. φ‰‰β, =о

v αiα, α,α1∕c τ, alatata.ik (96)и, в частности,V⅛ (∕n+1) (/и + 2) (/п + 3) 31 <⅛1pJ+ (∕n + 2) (/и + 3) 2! (97)Свертывая эти равенства с тензором мы получимV (¾°7>⅞) -1",+ υ %+r¾>-+-^ <⅛J⅛∕⅛ +
+ Jm+2Hm+3) ≡ θ (98) 

откуда немедленно следует, что в этом случае объект N⅛ имеет вид (для слу­чая р=2 этот объект был определен формулой (69) и использован для постро­ения объекта aa):
= (m + 2)(m+3)" ⅛ *⅛ ^c,

система дифференциальных уравнений которого имеет такую же структуру как и (70). Так как Ха является решением системы (76), то, исключая формы Θ∞ из дифференциальных уравнений для Ха и уравнений (97), мы получим
~(ττi .f∞t (m + 3)(m + 2) (∕n+l)(m + 2)(m + 3) , А_пV ^γεσiΛ т------------2!---------- 6k*a)-------------------- 3}------ --------- ωkhPa = V>т.е. можно положить1>a = (m+l)(m + 2) (m + 3) + “ У ~ δ* *a)' (100>

Таким образом, если тензор (88) невырожден, то третьим дифференциаль­ным продолжением объекта Hla всегда охватывается объект характеристи­ческой аффинной связности и один из охватов этого объекта определяется формулами (93) и (100).
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7. Система дифференциальных уравнений 
с частными производными пятого порядкаВ этом случае из компонент тензора Hia ¾γ<4> можно построить симмет­рический тензор ααβ следующим образом:flαβ _ fjk ∙γβl ... βtaβo⅛

a ^nβl...βtkh (101)Если этот тензор невырожден, то объект Кристоффеля можно построить таким же образом как и для случая р=3. Первое частичное дифференциальное продолжение объекта Hia^ > имеет вид
4

с=а
(102)

Отсюда следует, чтоV⅞g->+1>≠t4> <⅛7⅛ + (и+2) 3,∙(от+4) δlΘ≡c,≡0 (103) 
v(g⅞⅛-lm+1'∙4,∙lm+41 <->∣M ++ -(^.+2>2J-∙(,"+4) p į 0 aj ≡ о. (104)Исключая формы ωjchp^p^, мы получим, что дифференциально-геометри ческий объект Λ⅛β имеет видN'<# = (m + 2)(m + 3) (m+4) ⅛ НМ <105)т.е. эти величины являются решением системы (70). Если тензор= (106) где
H% = a Hl ∙Pι ∙∙∙β5°γ0k aσY27β1 ... β6∕⅛ »невырожденный, то свертывая дифференциальные уравнения для объекта 

’Ni0β, определенного формулой (105), с тензором Я?, мы получим, что величины⅛ = (107)образуют свернутый объект аффинной связности, охваченный вторым диффе­ренциальным продолжением объекта Я^ Свернутый объект аффинной связ­ности, построенный из компонент объекта Кристоффеля, охватывается третьим дифференциальным продолжением объекта Я^}.Из (103) и дифференциальных уравнений для Са следует, чтоV (⅞¾+⅛÷2>3,<'"÷4> δjc.)- ⅜"÷>> 4i (21±.⅛ ω⅛p*≡0, т.е. можно положитьpi _ ___________1]___________  t fτi∙γεa ∣ (^” + 2) ♦ ∙ ∙ (m + 4)1'a~ (m+l)! . . .(m + 4)! 3! δ<ca). (108)



О геометрии нормальных систем 229
8. Общий случайЕсли р>2, то из компонент тензора 

(r=p-2) °wυ
можно построить тензор

πα1... (109)симметрический относительно двух групп индексов o⅛ ... αrH ⅛ ... βr, а также и относительно индексов каждой группы. Таким образом, второе дифферен­циальное продолжение фундаментального дифференциально-геометрического объекта охватывает 2г-раз контравариантный симметрический тензор
эд“1... a2r = ff^ι arar+ι ∙∙∙ 0⅛r∖Предположим, что ги пер детерминант ЭД (тензора ЭДа1”*ааг):5I = J- эд“1 ∙∙∙a2r5iβ* ∙∙∙ P2r 2Iλl∙∙∙λ2r× 

тп\× ≡<x1βι ... λ1 εa2β1 ... λs∙ ∙ ∙ εa2rβ2r ... λ2r, (llθ) где ε0tιβι... λι — w-вектор, т.е. V εaιβl... λl+Θ^εttlβl... λl = 0, отличный от нуля. Тогда можно построить тензор (q=2r)or _ m д

который связан с тензором ЭД®1*”“« соотношениями ¾βai...agra∙ ∙ a< = δJ.Рассмотрим величины
Γa1 ... a^, β = £(ß ЭДа, ... ag),которые являются решениями следующей системы
V ∙Γ<x1 ... ад, з — Я ¾ ЭДа, ...0Lq) σ θpτ = θ∙Свертывая эти уравнения с тензором ЭД“1"'“?, мы получим

(111)
(П2)
(ИЗ)
(114)

V(5Γta*Γva,... a9,μ)-Tg^Θ≡τ≡0, (115)где
Т& 5 = qδfμ δvτ ЭД«,... aq) a ЭД““* • • . (И6)Если g>3, то можно считать, чтоT=det II Tg; σe]∣≠0,причем номер строки этой матрицы, порядок которой равен ^L⅛±1) t опре­деляется индексами р, τ, σ, а номер столбца — индексами μ, v, ε, и построитьтензор 1 дтТ 07⅞Sкомпоненты которого связаны с тензором (116) тождествами
*

*

(117)(118)
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Свертывая уравенения (115) с тензором 7¾I, мы получимV (⅛ I ¾εα' ‘ Γva,... μ) - Θ‰ ≡ 0,т.е. величиныΓ⅛ = ⅛I¾eβs-^Γvβt...vμ (119)образуют объект аффинной связности, охваченный третьим дифференциаль­ным продолжением фундаментального дифференциально-геометрического объекта Н'
“(Р + 1)Из (43) и (46) следует, что

(p+1)1 2! (р—1)1и свертывая индексы получаем√βι...βn _ (m+l)(m + 2). . .(m+p) j ~k l Φβ1 ... β∕ay∙  ----------------^1-----------------  ¾ Pi +(m + 2)(m + 3). . . (т+р) (р—1)1 07uγa∙Тогда из уравнений (52) (при а=р) следует, что..βp (zτz+jp)!• βpa> plml <⅛f⅛+ (m+p)∖ (p-l)!(m+l)l δ)Θ⅛≡0,т.е. можно положить
r, р\т\ 

ja (m+p)l (120)Таким образом, объект характеристической аффинной связности охваты­вается третьим дифференциальным продолжением дифференциально-геомет­рического объекта Hi , если существует отличный от нуля относительный 
“(р+1)инвариант, охваченный вторым дифференциальным продолжением объекта 

Hi Для построении относительных инвариантов можно привлечь и тензоры (j=p-l)*s=<b.∙⅛⅞r,∙-β* (->D.c∙.-∙,-.=^∙∙∙%-1rp> (,>2).Заметим, что объект аффинной связности Γgγ, пользуясь гипердетерми­нантом тензора ОТ1”*“«, определенного формулой (111), можно построить и другим способом. Рассмотрим систему величин
G⅛1 ... 0t9β= 2 (^o⅛¾a, ... o⅛+ ∙ ∙ ∙ + ⅞x9‰ ... aς-1β-⅛‰ ... aa).



О геометрии нормальных систем 231
которая является решением системы

или (после сокращения подобных членов и замены строк столбцами)

- 2 (^∞∙ ■ ∙λ⅛+-+⅛∙∙∙∙"V
+ ‰B¾ . ∙∙⅛θu+∙∙
÷‰1 .. ∙∙∙+⅛ ’ ®?«,+

- ‰a, .. aj-lθΘ^s)≡0

vg¾ ... <⅛s-4 (¾oα"-*f¾,⅞++‰,...«, ¾1 ⅞+∙ ∙ ∙+ a<*α∙ • ■ ■««8t %++ ‰α1...α,¾δjι+ . . . +‰<⅛...∙,f-1¾j¾ +
+ ‰⅛..∙∙∙⅛-1¾1⅜,+ • ■ ■ +‰⅛∙∙∙.,.,¾,.18ζ)‰≈0∙Дважды применив тождество

0(βι ... αy) = — (Qal (а, ... a7) ÷ ∙ ∙ ∙ + Qaq (a1 ... a91))мы получим систему дифференциальных уравненийV^βι∙∙∙≡9β~ 2 (g— 1)! ^Pσ<0⅛ ∙∙∙ 0⅛¾1 ¾)θλμ = θ> (121)
содержащую "Уравнений, число которых при q>2 всегда пре­вышает число форм (⅜i. Свертывая уравнения (121) с тензором 2Ipβa, *’ β⅛, мы получимV ‰ ... a. 9Ipγa, a*) -¾ s <‰≡ θ> (122)где 2¾fcS= 2(⅛jΓ

В общем случае матрица ∣∣B⅛∙g∣∣ невырождена (см. [3]) и уравнения (122) можно разрешить относительно форм (≡¾t, т.е. существует охват для объекта Γgγ, отличный от охвата (119).Таким образом, мы указали конкретное решение проблемы Кавагути, т.е. построили охваты объекта Γgγ при помощи дифференциальных продол­жений фундаментального дифференциально-геометрического объекта Hl 
тч β(p+l)Следует ожидать, что порядок охвата для Γ]β всегда равен двум (это дока­зано только при р=2). Если р = 1, то существуют охваты второго порядка для объекта Γpγ, но такие охваты для Γgγ при произвольном р еще неизвестны.
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AUKŠTESNĖS EILĖS 
DIFERENCIALINIŲ LYGČIŲ SISTEMŲ SU DALINĖMIS IŠVESTINĖMIS 
GEOMETRUOS KLAUSIMUV. Bliznikas

(Reziumė)Surastos p-tos eilės m -mačių paviršinių elementų erdvės struktūrinės lygtys (11) irerdvės K%im diferencialinių grupių struktūrinės lygtys. G. F. Laptevo metodu išdėstyti daugiama­čių ekstenzorių teorijos elementai.Įrodyta, kad erdvės K^m fundamentalinio objekto H' , atitinkančio lygčių (1) sistemą, “(p + l)trečios eilės diferencialinis pratęsimas apima sąryšio objektą Γ(jγ, Γjα, t. y. nurodytas vienas iš galimų Kavagučio uždavinio sprendimų.
ÜBER DIE GEOMETRIE DES NORMALSYSTEMS PARTIELLEN DIFFERENTIAL­
GLEICHUNGEN HÖHERER ORDNUNGV. Bliznikas
(Zusammenfassung)Die Geometrie der Bahnen ist zuerst vom J. Douglas im Falle des verallgemeinerten Systems der partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung 

∂≡√ i ∕ dx\
∂u*∂ut +M*, ∂u)~qerweitert worden. Die Geometrie der Systeme von Differentialgleichungen höherer Ordnung ist dagegen weniger bekannt. In derm vorliegenden Artikel möchten wir uns mit der Grundlegung der allgemeinen Theorie des Normalsystems der partiellen Differentialgleichungen höherer Ordnung beschäftigen.Mit Hilfe der Methode vom G. Laptew werden die Elemente der Rechnung von mehrdi­mensionalen Extensoren durchgestellt. In diesem Artikel sind die Strukturgleichungen des Rau­mes von mehrdimensionalen Flächenelementen höherer Ordnung, sowie die intrinsike Objekte vom affinen Zusammenhänge und die Objekte anderen intrinsiken Zusammenhängen gefunden (P>2).


