
2IX LIETUVOS MATEMATIKOS RINKINYS 
ЛИТОВСКИЙ МАТЕМАТИЧЕСКИЙ СБОРНИК 

1 969УДК - 519.2

ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНАЯ ФИЛЬТРАЦИЯ И ИНТЕРПОЛЯЦИЯ 
КОМПОНЕНТ МАРКОВСКОЙ ЦЕПИО. А. Глонти
§ 1. Постановка задач, основные результаты1. На вероятностном пространстве (Ω,<^, Р) задана двумерная марковская цепь (0Л, ξn), л=0, Δ, 2Δ, ..., (Δ>0), где 0π = 0π (ω)∈Λ1 - ненаблюдаемая, а ξn=ξπ(ω) ∈K1 — наблюдаемая компоненты. Обозначим Θπ(ω) = = 0n(ξo(ω).............ξπ(ω)jκ Θn(ω)=Θn {ξ0(ω)..............ξf, (ω)j, N½n, оптималь-ные (в среднеквадратическом смысле) оценки (фильтрации и интерполяции соответственно) ненаблюдаемой компоненты 0n по ξπ = (ξ0, ..., ξπ) и по ξj'r=(ξ(h •••» ξw)∙ Хорошо известно, что 0π=M (0π∕J≡rξn), Θn=M (0n∕^ξjv), где ^rξn — σ — алгебра ω — множеств, порожденная случайной величиной ξ" = (ξo, .∙.,ξn).Настоящая работа посвящена выводу рекуррентных соотношений для 0Л, 0Л в предположении, что марковская последовательность (0n, ξn) управ­ляется системой (Лхл=хи+д-хл)Δ ©»= tαo (ξ∏. и) +¾ (5«. «) ©J Δ+⅛ (5»> «) Δ w1 (и) + ⅛a (ξn, л) ∆w2 (л), Δξ,=[Λ0 (ξn, ∏)+Λ1(ξπ, л) Θ,]Δ+B1(ξn, π)∆⅛'1(π)+¾(ξ,, π)Δh>2(π), (1) где w1 (и), w2 (п) - последовательность нормальных N (0, п) случайных величин с независимыми между собой приращениями Δ wi (n)==wi (w+Δ)- 

—wi (и), z=l,2, а случайные величины (0o, ξ0) — независимые от w1 (л) и w2 (л) таковы, что условное распределение Р (0o≤0∕ξo) нормально с пара­метрами (т, γ).Отметим, что для случая непрерывного времени соответствующие во­просы построения оценок 0t, 0t для ненаблюдаемой компоненты 0, двумер­ного диффузионного процесса (0t, ξr) исследованы в работах [1] — [5]. О вза­имоотношении наших результатов (теоремы 1,2) с соответствующими резуль­татами [1] — [5] будет сказано ниже в § 3. Там же будут рассмотрены приме­ры. В § 4 полученные результаты обобщаются на случай многомерной мар- ковской цепи Θ0=(θ1 (и)............©*(»)). ξ.=(ξι(n).............ξ∣(n))∙2. Обозначим ∂P(Θλ≤Θ∕^ jv)πθ (и, N) =--------- ---------⅛-, %θ (л) = πθ (л, л).
Теорема 1. Пусть марковская цепь (0Л, ξn) управляется системой урав­

нений (1), BoB≈B't+Bl'≥ С>0, априорная плотность πθ (0) нормальна в
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параметрами (т, γ). Тогда апостериорная плотность (и) также нор-
малъна, πβ<n>=V2^)exp{ (©-/и (л))’ 12γ(∏) J’
с параметрами

m(n) = M (Θ√⅛5'ξ.), γ (л) = М {(©„ - т (n)i∣^r^,

определяемыми из системы

∆m (п) = [α0 + a1m (n)] Δ + 
÷^⅞⅛⅛¾⅛Aa- [Д5.-(4>+ЛМ")) А].
∆γ (л) = [2¾+л? Δ] γ (л) Δ + (⅛ » ⅛)Δ - , (2)

где
bob=b% + bl, b° B=b1B1 + b2B2, 
B°B=B2l+Bl m(0) = 7M, γ(O)=γ.Поскольку m(n) = fon, то тем самым система (2) определяет эволюцию оптимальной оценки (фильтрации) Θn.

Теорема 2. В предположениях теоремы 1 апостериорная плотность 
πθ (и, 2V), w≤JV, также нормальна,

f ^κτ∖ i I (θ ~m^n' "О’ I"e(B’ ^=y^OFexp I—I
с параметрами

т (п, N)=M (Θn∕J5'ςjv), γ (п, N)≈M ^Θn-m (и, ,
определяемыми из соотношений

N

m(n, N) = m(n)+ £ 
∕=n + Δ

γ(n, Z—Δ)Λ1φ(Z-Δ){Δξz-∆-[Λo+Λxm(Z-Δ)]Δ} 
В оВ+А* γ (Z—А) Δ+Λ≡ γ (л, Z—А) φ∙ (Z-Δ)Δ

N

y(n, N) = γ(n)- 2
∕ = n + Δ

______________Λ*γ8(∏, Z—Δ)φa(Z-А)А______________ 
В oB+Ai1 į (Z-Δ) Δ+ΛJ γ (л, Z—А) φa (Z—А) А ’ (3)

гдеm(n)∏γ (п) находятся из (2), φ (Z) из (13), аγ (/) из (7) и (8).Поскольку Θji=th(h, N), то система (3) определяет оценку (интерполя­ции) ненаблюдаемой компоненты Θr по результатам наблюдений ξ0, ... > ⅛N> 
N>n.

§ 2. Доказательство теорем 1 и 2

1. Пусть Z — случайная величина (быть может векторная), — σ — ал­гебра ω — множеств, порожденных Z. Для простоты записи условную веро­ятность Р (∙ ∕Fz) мы будем обозначать Р (∙ /Z).
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Пусть p(x∣Z) условная плотность распределения случайной величины 
X≈(X1, ...,X9) со значениями в Ä«,—/~/Г7\_  0βP(Aχ≤X1, . .., X9^X9∣Z)

Р ∖x!^) - д- а- » а φ(t∣Z) соответствующая характеристическая функция p=(∕1, ...» ⅛ Доказательство теоремы 1 проводим по индукции. Априорная плот­ность распределения πθ (0) нормальна с параметрами (mt γ) (по условиютеоремы). Пусть πθ (п) также нормальна с параметрами ∖m(ri), γ(∏)). Пока­жем, что тогда нормальна и πθ (и+А). Действительно, как легко видеть
∫p (е»+д. ξ.+∆∕θ..b>)p (0√ξ") a®, κ

*' (п + Δ) =р (©л+√ξ"÷*) = f- ---------------------- ---------------------į ,
J р(Ч„+а/®„. Up(Θ,∕ξ")dΘ,где К и L—обозначения для числителя и знаменателя, соответственно. Для нахождения Ки £ заметим, что р (Θπ+δ, ζn+∆∕Θn, ξn) - нормальная плотность распределения, вектор математического ожидания которого имеет следующие компоненты:θn + [<⅛(ξ,,. ")+θι(ξn. n)Θll]Δ,ξ>+Mo(ξn. «)+Л(5л. n)Θ∏]Δ>а матрица ковариаций выглядит следующим образом:∕(*°*)Δ (⅛°B)Δ∖∖(*°-δ)Δ (B°-δ)Δ∕Плотность распределения />(5л+д^л, ©л) также нормальна с параметрами(ξ,+ (Λ0+Λ1Θ1,)Δ, (B<∙B)∆).Тогда

κ= f p(Θ,+λ, ?л+д/©л, ξ,)p (Θn∕ξ")<∕Θ.=

∞ 00

соX f exp{ft1[Θ,(l+α1Δ)+¾Δ]+ftJξ, + (Λ04-Λ1Θ,l)Δ]- 
-∣tf(W)Δ+2⅛⅛(⅛∙5)Δ+⅛(2KB)Δ]}exp {-⅜~yy } rfθ,=

+ ⅛ (ξ11 + Λ Δ)] -1 [Г? (b « b) Δ + 2tl ta (Ь -В) Δ +
5. 10824
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(Θn-m(zι))a ) i r г -'(nθ д+/,5 δ) f
---------2√w------]dθ-=wr I J e expjφ1o0∆ +

+ tt (ξ, + Λo Δ)] - 4 [Г? (* • b) Δ + 2⅛ 1г (Ь • В) Δ + Ą (В -В) Δ] +
+ j[⅛ (1 +∏ι Δ) + f2Λι Δ] m (й) — [⅛ (1 +o1∆) ++ ⅛AΔ],j<*1Λ,=-⅛r J f Г'<',в"+д+',5”+л,ехр {ft1[o0∆ +
+ (l+o1Δ)m(Λ)] + f⅛[ξ, + (Λ+Am(Λ))∆]-∣ [/? ((W)Δ +
+ (1 +01 Δ)2γ (о)) + 2/1 ⅛ ((* «В) Δ + (1 +0. Δ) A1 γ (л)) +
+ ⅛ ((BoB)Δ + Λh(o)Δ*)]IΛιΛ2 =27y== exp {-2w‰x

Г ‰Δ-“)* о σu(Θn+∆-≈)½1+Δ-β) , r(ξn+Δ-β), 11L ⅛≈~ 2 <4<⅛ + σl 1ггде a = o0∆+m(n)(l +θj∆), β = ξn + p0+Λ1m (n)j Δ,σf = (⅛o⅛)∆ + (l+θι∆)2γ(n), <⅛ = (В-В)Δ + A2l-γ(n)∆i,σw = (i <> В) Δ + А (1 + Oi Δ) γ (о) Δ,Аналогично для L получимi= ∫P(ξ.÷∆∕ξ.Θ.)p(Θn∕ξ>∙)rfΘ11 =
(4)

(⅛÷Δ-β),
------ е 2°S 

V 2πσ≡
1

Поэтому,πθ (И + Δ) = * = —
-≈-⅛(ξ.÷Δ-β)]2}.

exp ∣-⅞⅛×
× [θι> + Δ

т.е. мы доказали, что апостериорная плотность πθ(w+Δ) также нормаль­на. Отсюдаm(n + Δ) = a + ⅛ (ξ.+i-β), γ(n + Δ) = ^¾≡≤-,
°2 σ8и на основании (4)

∆m(n) = aa∆+a1m (л) Δ + [δ5. - (Л> +А « (π)) δ] ,∆γ (о) = γ (и) (2a1 + о? Δ) Δ + (b » b) Δ - ,что полностью завершает доказательство теоремы 1.
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2. Для доказательства теоремы 2 нам понадобятся следующие вспомога­тельные предложения.Лемма 1. Для l>n (ξ' = (ξn, ...» ξ1))

Π]∕I7⅛+^γ(⅛-Δ)Δ 
V Boj5+^≡γ(Λ-Δ)Δ fc=n + Δ

I I (д£*_д-(Л+Ат(*-Д))д)’ХеХР **-,+Δ _2((BoB)Δ+∕(}γ(*-Δ)Δ>)[∆ξ*-Δ-(Λ+Λ<n*-∆(Θn)∆)) lĮ2 ((В о Л) Δ+Л? γ - Δ) Δ∙) J I ’

p(ξ'+∆∕e.. ⅛) p(⅛+δ∕5")
где

(5)
mt(Θn) = M(Θ√ξJ, Θ11), γt = γ√Θ11) = M[(Θt-mt(Θ1,))2∕ξS, Θπ] 

удовлетворяют системе уравнений k≥n, п — фиксировано(Θn) = (¾+α1m4(Θn)) Δ+ b°s↑B+^e^ [Д?*_ 
-(Λ0 + Λιn⅛(Θ,,)) ∆],Δγt(Θn) = γl(Θ,) (2α1 Δ+α2Δ2) + (⅛ ° ⅛) Δ -1* ° Вд "ff Д

с начальными условиямиγn(Θ,,)=O.
(6)(7)
(8)ЗдесьBoB ≥ С> 0. Так как Θn явно не входит ни в (7), ни в начальное условие γt (Θb)=0, τo Y⅛ (Θn),τo κθ зависит от Θrtπ мы используем обозначение γ (fc) = =Y* (θn)∙Доказательство. Легко видеть, чтоp(⅛+δ∕Θb, ξn) ∩ p∣^∣'^i. ®»)p(⅛+√<") J.+1δ 'Найдем р (ξk∣ξ⅛~*, Θn). Для этого заметим, что'<β-jβ" 8-δ>-⅛3 “Р {-b-^≈m,). где mk(Θn) = M(Θjk∕ξJ, Θn)и ‰=γ*(βJ-M[(βlk-m4(©„))’/?*, Θ.]удовлетворяют (6), (7), (8). Тогда

P(⅛k∣ζ>n А> θn)- J* P(ζfc∕ζ⅛-Δ> θfc-∆)P (θfc-∆∕θn* ζn А)</04_д =
— да

оо оо

= f ⅛ f β^"ζ*φWξt-∆. е*-4)лЬй-Л.М^-д=
— 00 — 00 *
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⅛ ^v⅛^ J H≈≡*→+4>δ)-
-4 (B∙B)∆] ∫ exp [ftΛ1¾.4Δ-

≡37 f е "5texp |pt ^-д+(4>+Л»%-д(011))л}-

-4 ((B∙>B)Δ+Λ‰.δ,Δ*)I A= 1 ■ ×2 ξ ,J V2π((5oB)Δ+ΛJγ(Λ-Δ)∆)χ eχ f [∆ξ⅛-∆-(Λ0+Λ1 m⅛-∆ (Θ∏)) ∆]* IXeXP I 2((Boj0)Δ+ΛJγ(к-Δ)Δ>) J’Аналогично, используя теорему 1, легко получить, что
р (ξ*∕<fc _Л) —, 1 ×<. l∕2π((BoB)Δ+Λ>γ(fc-Δ)Δ∙)__ J (∆ξfc-∆-(Λ0+Λlm(Λ-Δ)) ∆)1 Įx exp I 2((^oB)Δ+Λ>γ(Jt-Δ)Δ>) J *Подстановкой полученных выражений для р (ξk∣ξ⅛~∖ 0Я) и р (ξ*∕ζ*~δ) в'(9) завершается доказательство данной леммы.

Лемма 2. Решение линейного разностного уравнения

i∙=n+Δ,

Ди* (®.)=mκ (&„) a1 Δ+α0 Δ+ (10)
с начальным условиемтя(0я) = 0я (И)
можно представить в следующем виде'.т*(0я) = 0яФ(А:) + ф(А:), 
где

(12)
,w.1 + ⅛ ψ(l-Λ) [a,Λ-AA t∙^⅛-l⅞V,]-

■и*)-?») Σ ⅛ [*δ÷ ь°ГЛ^-1)д~А)(^-^-л4 (13) <P(λ)=1, ψ(n) = O.Проверим непосредственно, что (12), (13) являются решением (10), (11). Для этого перепишем (10) в следующем виде:
λ⅛+a(ΘJ-∏%(ΘJ [i+¾δ-λiδ *°jt3⅞V)∆w]+- ÷¾*÷t(Δξt-Λ∆), (109
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Согласно (13)

Подставляя (12) в (10')» получим

Поэтому, очевидно, что (12), (13) есть решение линейного разностного урав­нения (10) с начальным условием (11).
Лемма 3. Для 1>п

(И)
где

p(W>n, ξ'→)
PlW*)

находится из леммы 1. Доказательство следует непосредственно из определений.
Лемма 4. Для N>l>n1/ 2*oB+Λaγ(Z-Δ)Δ

V jBojB+Λ≡γ(∕-Δ)Δ+Λ>γ(n, Z-Δ)φa(Z-Δ)ΔI (∆ξ∕-∆-(j0+A∕n(∕-Δ))∆)a× exP 1 —----7------------------------------- —Į 2 ((5oB)Δ+^*γ(∕-Δ)∆)' ^Δξ∕-∆-po + A(Ψ(∕~Δ) + φ (Z-Δ)m(n, Z-Δ))) Δ^ I з^Γ2.((B о£) Δ + Λa γ (Z-Δ) Δa + Λa γ (п, Z-Δ) φa (Z-Δ) ∆) j^J1Доказательство. Интегрируя (14) по всему пространству значений Θn, получим ∞
-p-(ξ⅛=≡j ∕{⅛

— со —со~Р(Ь/5'-д) 2π √2^, J-Д) J J e "i'e*p {" (ξ,"4 +



270 О. А. Глонти+ (λ0 + A, mt.δ (О,) ∆) - £ ((B °B) Δ+ A2, γ (l-Δ) ∆) } ×
.........- f (Q--'"⅛ ∕-∆)), I 1 1p∣ 2γ(n. ∕-Δ) ]d,d0- p(ξ√ξ'-A)lΓj∕⅝⅞T^^x

× I е "ξ'exp {й&.д + Л0Л)--£ ((S°,8)Δ+Λiγ(∕-Δ)∆)∣ dt×

exp I« (^_Д+ЯОА+Л1ф(/-А)А)-
-^((2H2J)Δ+Λ{γ(∕-Δ)Δ∙)}×
x⅛⅛ ∕-Δ) _f ∞p{*Aφ('-∆)ΘΛ-(e,-m⅛, ι-∆)), ∣1 1 1 ” -,∙,ξ f Į—⅛0∏-∆j~ j rfθ"J=√(⅛ζv=≡j ‰ Je “p Įtt
+ (λ,+Λ1 (ψ(∕-Δ) + φ(∕-∆)m(nt ∕-Δ)))∆j-^ ((5°∙B)Δ +
+Л?т(/-Л)Л«+Л?т(И, Z—Δ)φ*(Z-Δ)Δ,) | ^-j,(√ξCT)×

1
1

X —_______ __________________________________________ — X1/2тг ((В О В) Δ+Al γ (Z—Δ) ∆a+А* γ (л, Z— Δ) φa (Z-Δ) ∆)
×exp ^1-δ-(λ+A (ψ(∕-Δ)+φ(∕-Δ)m(n, ∕-∆))^Δ^ I2((Bo,B)Δ+Λ}γ(∕-Δ)Δ∙+Λ∙γ(<>, ∕-Δ)φ∙(∕-Δ)Δs) J“

BoB+Λaγ(Z-Δ)Δ1/βoB+Λ∙γU-Δ)Δ+41γ(n, !-Δ)φ,(∣-Δ)Δx

I (∆ξ∕- Д-(Л.+Л m (Z-Δ)) ∆j xexp I 2((BoB)Δ+√<}γ(∕-∆)∆1)
^,_д-(л+^1(Ф(/-Л)+фй-Л)т(п. ∕-Δ))j∆^ I -Δ)Δ∙) I2 ((В оВ) Δ÷Λa γ (∕-Δ) Δa + Λa γ (л, Z-Δ) φa (∕-Δ) ∆a)
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Лемма 4 доказана.Приведем еще одну лемму, имеющую также самостоятельный интерес. Лемма 5. Апостериорная плотностьπθ(w, w + Δ) =

нормальна

tzq(h, h + Δ) = dP(Q^Q/ęn+A)

с параметрами т(п, я + А) = М(0Дл+А), 
γ(zι) = M HΘn-w(Λ, « + A)W"+A

определяемыми из соотношений

д\_ (BoB)m(n)+A1γ(n)(Λξπ-Λ0Δ) 
m(n, λ + Δ) =-----ДоД.лу,„>А----------- (16)ЛоЛ+л?у(л)Д

где т(п) и γ (и) находятся из системы (2). Доказательство. Легко видеть, чтоπβ(n, n + Δ)=p(Θn∕ξ"÷∆)=jp(Θ√ξ-)Если теперь воспользоваться тем фактом, что плотности р (ζn+∆∣Θπ> ξfl) 
и Р (ζ∣∣+∆∕ζ") нормальны с параметрами
и (ξ,+(^+AΘn)Δ, (2J°B)∆)

^ξn+p0 + Λ1m (я)) Δ, (До B)Δ + 4fγ(rt)Δ2y 
соответственно, а также теоремой 1 (р (Θn∕ξ") нррмальнаAτ(m (л), γ(∏)),то сразу получим (16).Приртупим теперь к доказательству теоремы 2. Доказательство теоремы 2. Легко видеть, что
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Отсюда и из леммы 2 непосредственно следует, что распределение πθ (л, N) нормально.Найдем его параметры. Умножая (14) на Θn и интегрируя по всему про­странству возможных значений Θn, находим
m(n, l)≈ ] Q,p(Q,∣U)dQ^ f θ,p(ΘJξ'→)dθ,-

— CD —CDBoB+Λ*γ(Z-Δ)ΔV (BoB+Λ}f(Z-Δ)Δ+Λ*γ(fl, Z-Δ)φa(Z-Δ)Δ)8 
+Λ}γ(Z-Δ)∆)+γ(n, Z-Δ)Λ1φ(Z-Δ) (∆5,.δ- ∕-Δ) (в«»В +
∕ ∖ ∖"l I (∆ζ∕-∆-(Λ+A w(Z-Δ)) ∆)-μ0 + Λ1ψ(Z-Δ) Д) ехр -Ц------ -------------------- ----------
\ f /J I 2((BoB)Δ+Λ8γ(Z-Δ)Δ8)^Δξ∕-∆-(Λ + Λι(φ(Z-Δ)m(∏, Z-Δ) + ψ(Z-Δ))j Δ^ I

, Z-Δ)φ≡(Z-Δ)Δ∙)2 ((В о В) Δ + Aa1 γ (Z-Δ) ∆a +Л» γ (п, Отсюда, используя (15) (лемма 4), получим 
z m(n, Z—Δ) (В оВ + Л$ γ(Z-Δ) ∆) += ^ BoB + Jaγ(Z-Δ)Δ ++γ(∏, Z-Δ)Λ1φ(Z-Δ) (∆ξ∕-∆-(Λ+Λ1ψ(Z-Δ))∆) (17)

(18)
+Λ≡γ(∏, Z—Δ)φ8(Z-Δ)ΔНетрудно видеть, что справедливо следующее тождество:

N * '' '

m(n, N)-m(n)= ∑ [m(n,.l)-m(n, Z-Δ)].
■ ∕=n + ΔИз (18) на основании (17) непосредственно следует окончательный резуль­тат теоремы для m (n, N)

m(n, N) = m(n) + 2, j,.λ+j4∙⅞ (∕-Δ)Δ÷4Jγ⅛ ∕-Δ)φ∙(∕-Δ)Δ-
∕=n + ΔТеперь, умножая обе части равенства (14) на 0Л и интегрируя по всему пространству возможных значений 0Л, получим

ооγ(n, Z)+m*(n, Z) = f Θ2ap(Θ,∕ξ')dΘn =

= "i /___________________ BoB÷Λaγ(Z-Δ)Δ___________________ χĮ/ (BoB+ΛJγ(Z-Δ)Δ + Jaγ(rt, Z-Δ)φ∙(Z-Δ)∆)s
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×∣^γ(n, Z-Δ)(β∙5+^γ(Z-Δ)∆] {βo,B+Λfγ(Z-Δ)Δ+
+γ(n, /—Δ)i4fφa(Z-∆)∆j + ∣m(n, Z-Δ) (я°В+А?Г(1-Л)∆) + 
+γ(n, Z-A)A9(Z-A)(A5,.Ä-(^+Jl|(Z-A)))Ay]x

(∆ξz-∆-(4,+-4,m (Z-Δ)) ∆)* 2((βoβ)Δ+^γ(∕-Δ)Δ>)(∆‰-δ-(a+Λ1 (φ(Z-Δ)m(п, Z-Δ)+ψ (Z-Δ))j∆)2 {(B o B)Δ+A' γ (Z-Δ) Δ,+Λ> γ (л, Z-Δ) φ, (Z-Δ) Δ∙)Используя (15), находимγ(n, Z)+ms(n, Z) =
γ(n, i-Δ)(BoB+A, γ(Z-Δ)∆)(Bo2f+ΛJγ(Z-Δ)Δ+ΛJγ(fl,Z—Δ)φ,(Z-Δ)∆) 

((В oB)+A* γ(Z-Δ) Δ+Λ> γ (п, Z-Δ) φ≡(Z-Δ) ∆),I m (л, Z-Δ) (В oB+A∖γ (Z-Δ) ∆)+γ (л, Z-Δ) A φ (Z-Δ)(∆ξz-Δ-(Λ+4rψ (Z^Δ)) ∆)}*
(Bo5+J>γ(Z-Δ)Δ+Λ>γ(n, z-∆)φ>α-∆)∆y • . :Отсюда на основании (17) получимЛ_ γ(n,Z-Δ)(5oB+^γ(Z-Δ)∆)" BoB+ΛJγ(Z-Δ)Δ+Λ≡γ(n, Z-Δ)φ>(Z-rΔ)Δ или k . . . √(Л j(Z-Δ)γ(w, Z-Δ)),Δ

(19)
■ (20)т(". 0 γ(z>. I Δ)- J<,B+Λ>γ(Z-Δ)Δ+ΛJγ(∏, Z-Δ)φ∙(Z-Δ)ΔИз . очевидно го тождества

γ(n, N)-γ(n) = ∑ [γ(n, Z)-γ(n, Z-Δ)]
Z=π+Δи из (20) непосредственно следует окончательный результат теоремы 2 для γ (n1 N) , ж„ , ч £ (Лф(/-Л)т(л, Z-Δ))*Δγ(n, ZV) = γ(n)- 2, ------------- - ----------------------------—βoB+^}γ(Z-Δ)Δ+^}γ(n, Z-Δ)φ∙(∕-Δ)Δ, (21)
∕ = ∏ + ΔДоказательство теоремы 2 завершено.

Замечание 1. Решение разностного нелинейного уравнения (21) выглядит следующим образом:
У(п)γ(w, N) = Nι+γ(∏) ∑

∕=n+Δ

(>Z1φ (Z-Δ))*Δ B<>B+Λ}γ(Z~Δ)Δ
(22)
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Действительно, (22) удовлетворяет соотношениюγ(n, N)-y(n, N-b)-γ(n, N)γ(n, N-Δ) (γtπ, ^_Д) ~7⅛) = = Y (n> λγ) Y (”> n~ δ) <Pa (n~ δ) δ
BoB + Alγ(N-Δ)Δоткуда, используя (19), получим (20) при l=N.

Замечание 2. Положим теперь в (3) Λr= п + Δ, тогда, учитывая, что γ (я) =0, γ (и, п) =γ (я), m (я, я) = m (я), φ (я) = 1, ψ (я) =0, получимля (я, я + Д) = (В о В) /и (и)+A1γ (л) (∆ξrι - Ao А)ВоВ+Л»у(л)Аγ (я, я + А) = γ(n)(BoB)BoB+Λ≡y(λ)Δ,что совпадает с (16) (лемма 5) и следовательно лемма 5 представляет собой следствие теоремы 2.
§ 3. Приложения

1. Формальный предельный переход при Δ→0 показывает, что система (1) переходит в систему стохастических дифференциальных уравнений<ZΘr = [α0 (ξt,O+*ι(ξt, 0θJΛ + ⅛(⅛> 0<ΛM0+M‰ t)dw2(t),^ = μ0(ξf, f)+Λ1(ξr, r)ΘJΛ+^1(ξf, 0^1(r)+B2(ξf, t)dw9(t), (23) где m>1 (0 и w2 (t) — независимые стандартные винеровские процессы.Аналогично система (2) переходит в систему
dm (/) = [a0 + a1 m (∕)] dt + [⅛ - (Ло + Λ1m (θ) ж], (24)
γ(0 = 2αιγ W-

а(3) в
τ

m(t, τ) = m(t) + ∫ 
t

(Λ1 γ (Г)+6 о В)'
------------------ -- + b°b,

ВоВ

a^1b"b^ φ<w, “) р5«’(ло+А ">(“)) <*»].
γ(', τ) = γ(O

τ (25)
где m (t) и γ (t) определяются из (24),φ(τ, «) = ехр ∣∫ [αx(ξu, u)-Al(ξu, и) у(и' дУ’°В] <⅛∣

и γ (τ, t) есть решение уравнения Риккати (τ≥z) 
∂γ(‰ t) _ 9 Г _ _ ЬоВ 

дт 2I1 ВоВ л] γ(τ, 0- Λ¾γa(τ, t)
ВоВ

+ bob-
(δojβ)≡ ВоВс начальным условием γ (t, ∕)=0*∖') Обозначения взяты из [2].
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Полученные соотношения в точности совпадают с результатами А. Н. Ши­ряева и Р. Ш. Липцера [1] — [5] по фильтрации и интерполяции компонент диффузионных марковских процессов.Исследованию вопросов, связанных со сходимостью решений систем (2), (3) к решению систем (24), (25), будет посвящена другая работа автора.2. Рассмотрим теперь системуΔΘπ = [⅜(ξ", п) + a1 (ξπ, п) Θπ] Δ + b1 (ξn, п) ∆w1 (п) + b2 (ξπ, п) ∆w2 (л), (26)∆ξn = μo(ξ", ") + Λι(ξ", H)ΘJΔ+B1(ξ", w)Δw1W+B2(ξ", M)∆w8(n), отличную от предыдущих тем, что коэффициенты — суть функции всего прош­лого. Как видно из доказательств теорем 1 и 2, это обстоятельство не меняет конечный результат. Следовательно и в этом случае справедливы теоремы 1 и 2 с той лишь перефразировкой, что коэффициенты надо понимать как функ­ции всего прошлого ξ" = (ξ0, ..., ξπ).3. Рассмотрим в качестве иллюстрации к теоремам 1 и 2 несколько при­меров.
Пример 1. Пусть a0=a1 = b1=b2=0, т.е. Θπ+δ = Θπ≡ θ (ω), тогда из (2) получимδ*W≈ j√⅛‰∆ [∆ξ.-p.÷Am(n))∆], (27)

(28)Решения разностных уравнений (27) и (28) имеют следующий вид:M")-γ(n) {^ + ∑ j⅛⅛⅛Ξ‰ (∆ξ,→-4>∆)}, (29)
1 1=1γ(*)=γ [1 +γ ∑ ( λ⅛-,~a1)^δ]^1∙ (3°)

1=1

Пример 2. Пусть дополнительно к условиям примера 1 имеем
Тогда Λo=O, A1=l, B°β=l, ∆=l.

m(n+l) = m(n) γ (п) 
l+γ(n) l+γ(∏) ς",γ(n+l) =Откуда γ О») i+γ(*)*

m(n)=γ(n) I у+ 2
l 1=1

1 ι+γ(∕-i) ∆ξ,-1}.
γ(w) = γ[l+wγ]^1.

Пример 3. Пусть коэффициенты системы (1) не зависят oτξn и boB=0, т.е. (Θn,ξπ) - гауссовская - марковская цепь, тогда из (2) получим∆^w = (ao+aιw w)∆ + X<^÷^δδ) [∆ξ.-(Λ+Am("))∆] (31)
∆γ (я) = γ (я) (2α1 + a2l Δ) Δ + (b o b) Δ - [γfrf)Λl(l+fllΔ)p∆5oB+Λ>γ(n)Δ



276 О. А. Глонти

В отличие от нелинейного в общем случае фильтра (2), данный фильтр 
m (и) является линейным.При Δ→0 (31) переходит в известные уравнения Кальмана—Бьюси [6,7]. 

Пример 4. Пусть наблюдаемая компонента марковской цепи имеет вид ζn=γ)n+θn> где Θii - полезный сигнал и Θn+1=Θn≡ Θ (ω), а ηπ - стацио­нарная гауссовско — марковская последовательностьη.=pη.-ι+σ'l∕ι-pa‰ где M(ηyη*)=σap∣*-∙'∣,σ8 и р - постоянные, ∣ р | < 1, а wn — нормально распределенные, незави­симые случайные величины с параметрами (0, 1).Следовательно, (ξn, 0„) удовлетворяет системе∆ξ,= -ς,(1 -р) + Θ (1 -р)+σ M>n, (32)θ,+1-θ,≡Θ(ω).Сравнивая (32) с (1), имеем∆=l, Ао----- ξ,(l-p), A-l-p,⅛=σVb√>,
1?2=0> öo=^l= ^1= ^2= θ,поэтому можно непосредственно воспользоваться результатами (29), (30) примера 1, откуда получим
">W=τW ⅛+(1-p) ∑ q.(i-p.)+0Lp).τ(f-i) ×

' /=1×(∆ςz-1+ξz-1(i-p))},
γ(n) = γ [l+γ(l-p)8 ∑ (q.(∣^-p.))“] *∙ (33)

1=1Теперь из (3) и (22) для нашего примера получим
m(n, N) = m(ri) +

N÷ Σ
∕=n+l

Т(л, Z—1)(1-ρ)φ(Z-1) [∆ξz~1-(—(1—p)ξz.ι+(l-p)m(Z-1))] σ>(l-p*) + (l-p)∙γ(∕-l) + (l-P),Y(∏. Z-l)φ∙(Z-l)γ(a, N)----------------- jγ-
ι+γ(κ) ∑

/=л+1

Y (и)[(l-p)φ(∕-lψ σ∙(l-p≡) + (l-p)>γ(∕-l) (34)
где m (п) и γ (п) определяются из (33), γ (7) из соотношенияΛγzn=___________ (t—p)*-r(O_______ laγw (i-p)∙-r(Z)+σ∙(i-p>) ’ 1>пс начальным условием γ (n)=0 и φ (к) из системыφ(fc)= 1-(1-p)2 2 φ(1~l) σ∙(1-p∙)I(1-p^γ(l∙-1) '

i=n+1
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§ 4. Фильтрация и интерполяция компонент многомерной 

марковской цепиРассмотрим марковскую цепь(Θ,, ξj = ((θ1(n), .... Θt(Λ)), (ξ1(n)..............ξ,w)),
л = 0, Δ, 2Δ, ... (Δ>0), к,допускающую представление в виде системы разностных уравненийΔΘn = α0(ξn. Λ)Δ + α1(ξj,, Λ)Θf,Δ + ft1(ξπ, п) ∆w1 (и) + Z>a (ξf,, w)∆wa(n),Δξrι = Λ0(ξn, 7i)Δ + Λ1(ξn, w)ΘnΔ ++^ι(ξf,, Λ)∆w1(w)+Ba(ξn, w)∆wa(n), (35)где α0=(α0ι> ∙∙∙, <⅛k), Λ = (Λι> •••» Л/) - вектор-функции, a1 = ||au∣∣s A=l∣Λ∣h !⅛ = ∣∣⅜∣b *2 = ∣∣⅛l∣, B1 = ∣∣B⅛∣∣, B2 = IIBįII - матрицы порядков 

k×k, l×k, k×k, k×l, l×k, l×l, w1 (n) = (w11(w), ...» Wι*(∏)j, [wa(w) = = (⅜W> ..., w2j(n)j — ки /-мерные гауссовские последовательности с неза­висимыми приращениями и с независимыми компонентами, у которыхM‰(n) = 0, M[wm(λ)-ww(j)]2 = π-j,
n>s; p=l, 1 ≤g≤fc; p = 2, 1≤^≤Z.Приведем многомерные аналогии теорем 1 и 2. Доказательства их не отли­чаются от доказательств теорем 1 и 2 и поэтому мы их приводить не будем.

Теорема 3. Если марковская цепь(Θ., ξ,)=((©.(«)..............Θt(Λ)), (ξ1(ra).................ξ, (»))),
л = 0, Δ, 2Δ, ... (Δ>0), k, l<∞,

допускает представление (35) априорное распределение

Р (Θ0 ≤ Θ∕ξ0)=Р (θ1 (0) ≤ Θ1..............Θj (0) ≤ Θt∕ξ0)
является нормальным а параметрамиm0 = M[Θ0∕ξ0], Γ0 = M[(Θ0-m0)(Θ0-m0)*∕ξ0]
и матрица

B°B=BlBf+B2B}

невырожденная то апостериорное распределение

Р (©„ ≤ Θ∕^ξn) = Р (θ1 (и) ≤ Θ1, ..., Θt («) ≤ Θt∕^ξll)
также является нормальным с параметрами
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удовлетворяющими разностным уравнениям

∆m (л) = (α0 + a1 т (л)) Δ + [(£+α1 Δ) Γll Af + (⅛ <>B)] ××[(B∙B) + Λ1Γ,ΛfΔ]→ [∆ξ,,-(j0+A∞ω) ∆],
■ф = (Ь ° b) + a1 Г. <rf Δ + a1 Г„ + Г„ af - [(£+a1 Δ) Г„ Af +

+ (Ь ° В)] [(В »В) + A1 Гл AJ Δ]→ [(E+α1 Δ) Г, АГ + (Ь »В)]*, (36)
где

(b°b) = b1bf+b2b%, (b°B) = b1B↑ + b2B}, (B°B)=B1B↑+B2B%, 
С* — матрица, сопряженная кС,Е — единичная матрица nopπ∂κak×k. Теорема 4. В предположениях теоремы 3 апостериорное распределениеP(Θ1,≤Θ∕^n) = P (Θ1(n)≤Θ1..............Θt(Λ)≤Θ√^ξ4 n≤x

также нормально с параметрами

m(n, JV) = M(θ,∕^ξl,).Г„,Я = М ((©.-«(л, N)) [e,-m(n, N))*∣*∖κ).

определяемым из соотношений

m(n, N) = m(n) + ∑ Г„,1_дф‘(/-Л)ЛН(В«В)+Я1Г’1-д^А +
∕=n+Δ+А Ф (/- А) Г„. ,-δ <P* (Z-Δ) АГ]→ [∆ξl-A - (л.+Al т (Z- Δ)) ∆],

Γ.,w = Γn- 2 Л19(/-А)Гл,,.д[В«В)+Л1Г,_дЛ?А+
+A1 φ (Z- Δ) Г„,Δ φ* (Z - Δ) АГ Δ]→ Гл>Д φ* (Z— Δ) Af, (37)

де φ (Z) фундаментальная матрица (порядка k×k) системы разностных 
уравнений

= {a1 - [(E+a1 Δ) ГлАГ + (b oB)] [(В »B)+Λ1Γ11 Af Δ]→A1}xt

(Е — единичная матрица порядка к × к),Г,= Г,(0л) = М^©,-л1,(л)) (Θ1-wll(Θ,,))*∕ξ', 0Л)
определяется из системы

-^ = (b°b)+a1 flaΓ Δ+α1 Γ, + Γ1af -[(E+a1Δ) ΓlΛf +
+ (Ь » В)] [(В » В)+A1 Г, АГ Δ]→ [(E+al Δ) f, A f + (b • В)]»

с начальным условием fn(Θn)=0 (0 — нулевая матрица порядка k×k)t 
т (п) и Г„ находятся из уравнений (36).
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Замечание. Решение разностного уравнения (37) выглядит следующим образом:

NΓ11,w = {jE+Γπ 2 Φ*(∕-Δ)^[(BoB) + ΛΓ,-δ^Δ]-1×
l Z=π + Δ×Λφ(∕-Δ)∣'*Γ,∙
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MARKOVO GRANDINĖS KOMPONENČIŲ NUOSEKLI 
FILTRACIJA IR INTERPOLIACIJAO. Glontis
(Reziume)Sakykime, (Θn, ξπ), n=0, Δ, 2Δ, ... (Δ>0) dvimatė Markovo grandinė; ξ∏ stebima, Θπ ne­stebima komponentė. Darbe gautos (2), (3) rekurentinės priklausomybės sąlyginiams matemati­niams vidurkiams ir kovariacijoms, kurios nustato optimalų, vidurkio kvadrato prasme, Θn fil­tracijos ir interpoliacijos įvertinimą ir klaidą, esant sąlygai, kad (Θπ, ξπ) patenkina (1) lygtį. Re­zultatai apibendrinami daugiamatei Markovo grandinei.
SEQUANΠAL FILTRATION AND INTERPOLATION OF 
COMPONENTS OF MARKOV CHAINSO. Glonti

(Summary)Let (Θn, ξπ), n=0, Δ, 2Δ, ... (Δ>0) be a two-dimensional Markov chain, where ξn is the observable component and Qn is the unobservable one. In this paper we obtain the recurrent relation (2), (3) for conditional expectations and covariance which define optimal mean square es­timations and error of filtration and interpolation Θπ under the supposition that (Θπ, ξ∏) are sa­tisfied the equation (1). The results are extended in the case of multivariate Markov chains.




