
2IX LIETUVOS MATEMATIKOS RINKINYS 
ЛИТОВСКИИ МАТЕМАТИЧЕСКИЙ СБОРНИК

УДК—519.21

ПРЕДЕЛЬНЫЕ ТЕОРЕМЫ ДЛЯ СУММ 
СЛУЧАЙНЫХ ВЕЛИЧИН, СВЯЗАННЫХ В ЦЕПЬ МАРКОВА. IВ. А. Статулявичус
§ 1. Формулировка теоремПусть на вероятностном пространстве (U, F, Р) задан марковский про­цесс ξ (г) со значениями из измеримого пространства (Ωt, Ft), t=0, 1, п, вероятностями перехода Pf(ω, А) из состояния ω∈Ωr.1 в момент времени r—1 в множество состояний AeF1b момент времени tt r=l, 2, и и начальным распределением вероятностей Po (А), AeF0. Пусть ⅛ = σ{ξ(r), k<t≤J} — наименьшая а-алгебра, порожденная величинами {ξ (∕), k<t≤l}, Fk = σ {ξ (£)}.Рассматриваются случайные величины (M)связанные в цепь Маркова {ξ (0, /=0, 1, ..., n}, т. е. Xk=gk (ξ (к)), где 

gk (ω) - какая-нибудь Гк-измеримая функция, определенная на Ωft, к=\, 2, п.Функцию распределения какой-либо случайной величины ξ обозначим Fξ, соответствующую плотность, если она существует, — pξ, характерис­тическую функцию — Д; Ф и φ обозначают (0,1) — нормальную функцию распределения и плотность вероятности, соответственно; Γfc (ξ) — семиин­вариант порядка к случайной величины ξ. Кроме того, пусть∕ξ(r∣r) = M{e"4∏.Мы будем пользоваться коэффициентом эргодичности αkf=α(Pju) пере­ходной функции Pkl (ω, А), 1 ≤fc<∕≤w, введенным Р. Л. Добрушиным,o⅛∣=l- sup ∣Pt∣(ω, А) —Pt∣(ω, Л)|.
ω, ω∈Ω.

AeFlМы также будем пользоваться следующим представлением для ал/: aw = inf f min {Pkl(ω, dω), Pkt(ω, *Zω)}, 
ω,ωeΩfc ∩,где интеграл нужно понимать как предел соответствующей суммы.Везде будем предполагать, что Хк обладают конечными дисперсиями 

DXk, а MIt=0, к=1, 2, ..., п.
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Положим 1 ≤ к < ∕≤ л,
а(л) = min аА,

1 ≤Λ≤ п

л 1

su= ∑ xi,
; = 1 j=k+∖

&~к — 1, kι к=\, 2, ..., л,
B2n = DSn, Z = —n Bn ’Везде Θ обозначает величину, не превосходящую единицу по модулю. Пусть Θli и ^обозначают такие величины, что ∣ Θu ∣≤ψ1 (и) < ∞, ∣ θu ∣ ≤ψ2 (и) < оо в областях изменения и.Выяснению условий, при которых Zπ асимптотически нормальна, посвещен целый ряд работ, начиная с самого Маркова [1]. Прежде всего сюда следует отнести фундаментальные исследования С. Н. Бернштейна [2] — [5],A. Н. Колмогорова [6], Ю. В. Линника [7] — [9], В. Деблина [10] — [12],B. И. Романовского [51], Н. А. Сапогова [16] - [18], Р. Л. Добрушина [13] — [15]. В. Феллера [52], Кай-Лай Чжуна [53], Т. А. Сарымсакова [54]. В случае однородной цепи Маркова методами спектральной теории операторовC. X. Сираждинову [19] и С. В. Нагаеву [23] — [24] удалось теорию предельных теорем и их уточнений довести до уровня теории предельных теорем для сумм одинаково распределенных независимых случайных величин, когда предель­ный закон нормальный. Случай устойчивого предельного закона рассмотрен А. Алешкявичене [33] — [35].К этому направлению также примыкают исследования И. С. Волкова [39], Д. Мешалкина [38].Для исследования общего неоднородного случая, метод оптимальной теории операторов, как известно, пока непригоден. Интересы автора все время были направлены к поиску способов, позволяющих и в общем случае добиться оптимальных результатов. Автору удалось почти при оптималь­ных условиях доказать локальную теорему для Sn и при некоторых ограни­чениях найти асимптотическое разложения для fsn (t) и Р {Sπ = m} [45]. Эти результаты были обобщены А. Рауделюнасом на многомерный случай [29].В предлагаемой статье далее развиваются прямые вероятностные и анали­тические методы, позволяющие для сумм случайных величин, связанных в самую общую цепь Маркова, доказать аналогичные результаты, как и для сумм независимых случайных величин, при сближении с нормальным законом. Часть результатов статьи опубликована (см. [42], [44], [46]).Много интересных результатов, касающихся асимптотической нормаль­ности Zn, содержится в работах Розанова [20] — [22], И. А. Ибрагимова [26], [27], Μ. Розенблатта [28], Б. Ряубы [31], [32], П. Г. Диананды [36], Я. Г. Си­ная [37], Б. Розена [64], А. А. Боровкова [67], Р. Биллингслея [68.], где рассмат­риваются условия применимости центральной предельной теоремы для бо­лее общих схем слабой зависимости слагаемых, а также в работах Р. 3. Хась- минского [55], Г. Д. Миллера [56], Б. Дьиреша [57], КЗ. Кейлзона и Д. Вишар- та [58], Р. Пайка [59], Г. Алешкявичюса [60] — [63] и др., посвященных иссле­дованию предельных теорем для сумм случайных величин, заданных на це­пи Маркова.
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Предлагаемый метод связан не только с марковской зависимостью, он также хорошо работает для сумм случайных величин, связанных самой общей зависимостью (см. [42], [47] — [51]).Основные результаты статьи содержатся в § 1, и, большей частью, в § 3, где доказана целая серия лемм, фактически преодолевающих те трудности, которые возникают на пути от независимости к зависимости.Теорема 1. Если случайные величины ∣ Xk 1 ≤ С(л), к= 1,2, ..., n с веро­

ятностью 1, а(л)>0, то существует абсолютная константа С, такая 
что

sup∣⅞nω-φωι≤c∙ssξg-. (1.3)Теорема 2. Если выполнены условия теоремы 1, то в интервале

имеют место соотношения больших уклонений’.

(1.4)
Здесь

з(1—δ)4(l-р)2O<δ<δo определяется из уравнения

2 ’ p (1-8)»’ 0 2δ0 — действительный корень уравнения р = 1 и

(0 — ∑ λnjtrfc

— степенной ряд Крамера, сходящийся при 111 <δ0 равномерно относитель­
но п, причем (Λ+3)V+a '
Абсолютные константы H1 и Н2 определены в лемме 6.Заметим, что
где ank определяются при обращении

У = ~∑ ⅛*i^1
00
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ряда
оо-ΣJt=2 Γfc{Zn} (*-1)!Так, например,α∏2~ “1,_ Γ4{Zn}-3Γ≡{Zπ}α"< =------------- 6--------------’Γ6{Zn}-10Γ4{Zn}Γ3{Zn}+15Γ≡{Z,,}алб— 24Кроме того,δ0 ≥ —1 + 14,55max {Я: H13 }

1
Из теоремы 1 точно, чтобы 1 следует, что для того, чтобы FZn (x)→Φ (х) (h→oo) доста-

Ал = <χ<⅜ ■ 
Я2С<Л>

оо (n→ оо).Но это условие и оптимальное, так как Р. Л. Добрушиным [15] и Б. А. Ряу- бой [32] было показано, что еслиlim
n→∞ СЮ < 00 ,то можно найти последовательность X1, Х2, ... случайных величин, связан­ных в цепь Маркова с данными а(л), Вп иmax I Xj I = С(л),
1 ≤√≤πтакую, что FZn (х) не будет стремиться к Ф (х), когда w→oo.Всегда (см. лемму 6 и (3.25))⅛∑ D¾≤*≡≤⅛,∑ DYk.

k=∖ ⅛=1Поэтому для часто встречаемого случая DIt>σ2>0, fc=l, 2, ..., п имеем _ С<л>sup∣Fz (x)-Φ(x)∣≤4]∕ 2С J* σVnα<")2и
3a σl∕na(")2" 4]/2ЯаС(л>Если lim С(л) < оо,π→∞

(1.5)
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то sup I Fz„ (*) -♦ WI < ~τ~<p2 (")при α(n) = 1 ’ л3Примерами, аналогичными известному примеру С. Н. Бернштейна мож­но показать, что утверждений теорем 1, 2, в общем случае, улучшить нельзя
Теорема 3. Если для какого-нибудь целого s≥3 случайные величины Xk 

имеют конечные моменты М ∣ Xk ∣,, k= 1, 2, ..., пи а(л) >0, то существу em∙ 
абсолютная константа С такая, чтоI £ ___ 1sup∣Fz,,(x)-Φ(x)≤C'{Z.‰∙2 + Ls,,ln2 (1+Lsns"2)}. (1.6)

X

Здесь
п∑ M∣¾∣*

τ — ⅛ξ!___________
5n a<l,)s-1Bsn

s ___ 1Логарифмический множитель ln2(l + Lsns~2), по-видимому, возможно снять, если более тщательно провести и без этого сложное доказательст­во леммы 10. 1В остаточном члене (1.6) мы поставили Lss~2, а не как обычно, в случае независимых величин, Z8n. Дело в том, что если Xlt Х2, ...» Хп независимы, JLт. е. а(л) = 1, то как показывает [40], (1.3) Z3n≤Z‰^2∙ Но если а(л)<1, то этого может и не быть. Например, если ∣ Xk ∣≤ Cin∖ fc=l,2, ..., п, то учитывая (1.5), находимr 32c(")s-as"" a(">⅛"2
ИЛИ

1 1 с<л>
Ls~2≤32s~2 . (1.7)

Благодаря ограниченности Xk мы можем выбрать j>3 произвольным, следо-1 вательно, в том случае, как видно из (1.7), в правую часть (1.6) вместо L5S„2 можно положитьС<л)
a,WBn ’

сю в то время, как и величины Xk можно подобрать так, чтобы вы­полнилось неравенствоC⅜⅞
x'3" '' 2aW,Ba ’
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Теорема 4. Если

и vrai sup М { I Xk ∣31 Fk.1} < оо, к= 1, . . .,nt
то sup I ¾ W - ф (х) I ≤ C"L3n,

X
где ∑ vraisupM{∣ ⅛,∣⅛-ι)£ _____________________________________

α(">,^⅛

С” — абсолютная константа.Здесь и в дальнейшем мы считаем, что М {∣ X11, ∣ Fo }=M ∣ X11*.Для получения асимтотических разложений для FZn (х), pZn(x) или для 
Р {Sn=m}, когда Хк целочисленны, придется учитывать структуру распре­делений ¾,W,2, .... п. Уже для сумм независимых случайных величин эти разложения довольно грамоздки, поэтому сюда мы переносим только некоторые результаты, например, статей [40], [41], хотя без особого труда мож­но обобщать на марковский случай все результаты для сумм независимых случайных величин об асимптотических разложениях. Это легко понять, если проследить доказательство теорем 5—9, где оценка для fZn (t) при 1 r∣≥ 

1

≥Lsns~2 сводится к оценкам для f2n (t), когда X1, Х2, .... Хп -независимы. 
___ 1_При Į 11 ≤ Lsn5~2 достаточно пользоваться асимптотическим разложением для fZn (t), которое получено нами в леммах 9 — 12.Нам будут нужны некоторые обозначения. Через Zjn мы обозначим дробь Ляпунова порядка j, для величин X1, X2, ..., Хп, если считать их неза­висимыми, т. е.

л

∑ Ml¾l1
г 0 _ fr=1___________
-½n “ л λ ’(S»*)’ 

k≈ Iаналогично
л

⅛0*=∑ D⅛
fc=lПусть

л

2 М { I ¾-M (¾ I ⅛.1) I« I Fk.1}L°11 = vraisup-⅛≤------- —--------------------- 7-------- .(2 n{¾∣⅛-.>)2
к=\
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2⅛2 = vraiinf ∑ D { Xk ∣ Fk-ι},

fc=l

л∑M{∣J⅛ -M(¾I⅛.1) ∣,lΛ-1}5⅛ = vraisup ----------------------------------------∑ D { Xk I Fk-l}

Jt=lи для любого набора 2Rk= {∆ki, Cki, i= 1, 2, ... } непересекаклцихся интерва­лов ∆ki длины I ∆ki I и положительных констант Cki≤ ∞, к= 1,..., п определим
α(≡k, TV)=2 (∣∆jw∣+2Λ0≡qi, (1,8)

i=ι κ'где 7V^>0 иби = f min { cki, Pχll (х) } dx,

*kl

+ <Λ
Pxk (х) = f Pxk (х+У) Pxk О') dy 

и пусть i(3Rk,N) это vrai inf a(9Jlt, АО. когда вместо pxit(x) берется 
Pxk (х lΛ-ι)∙ Как и в [40], (2.7)1a(‰ JV)>⅛ (1.9)
если

P¾≤c*и
≈(9‰ N)> ⅛ 1

(-σ,+ ^yq ’если
P×k (x I Λ-ι)≤ Q, D {Ark∣ ^k-ι}≤σk с вероятностью 1.Теорема 5. Если для каких-нибудь n≥S и целого s≥3 vrai sup М {∣X4∣, ∣Λ-ι}<co,

существуют условные плотности pXk (х | Fk.1) и с вероятностью 1 
Pxk(χ∖Ek-1× F∣c+1)≤Ck< со, к=\, 3, 5, 7, 
Pxk (χ I Λ-ι) ≤ Ck ≤ со, к = 9, 10, . .., п, а(л)>0

и, кроме того,
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то
_х* Į J-3 у-2 \⅛=⅛e^2^+^∖⅛e "2 Σ е.и£Ч+»д.+ад;+ей

_л*5-3 у-2 I¾W = ΦW+⅛f^2 ∑ βv,(x)⅛-2+θ‰ + ΘΛjn-2c-iΛζ + ΘL⅛∙
v=l

Здесь многочленыЗуGwW= ∑ am,xm~t,
т=\

причем αmvn=0, если m и v неодинаковой четности, и⅛ 1 v (-i)∕+i(m + 2∕-l)∣α",vn w (m-l)! Zj 2‰∣Bm+2'/ л
v + 2≤m + 2∕≤3v× Σ

Vi. vμ≡>3 
V1+ ∙∙∙ +yμ=m + 2∕ 

2μ=m + 2∕-y

Γyι{*‰} ' ' Γyμ{*S∏}
то в других случаях, коэффициенты am,π равномерно ограничены относи­
тельно п,

R'π = - 6В"- Ls^2 exp I - 
c<x<"WJ* I

cα(n⅛2 
SBn_ £

Λ^=961∕‰aω^2B,Zg11
£

+-π4-,- V × 8√2^¾⅛'×exp{-⅛' ∑ a(SJlt, πB°⅛,)} ,
' fc=9

абсолютная константа с из леммы 12.С первого взгляда результаты теоремы выглядят очень громоздкими, но в большинстве случаев ao,>≥a>0,
___2_

B0n=Ba, Ll^^ι, L^r2>B2nи скорость сходимости определяется величиной Lsπ, и
4-c'∑(≡f⅛!∙ с'>0-

fc=9В этом случае, для того, чтобы1 --sup\Pz„ W- e 2 <"→ c°)∙достаточно, чтобы Bn→∞ (n→oo) и
00

Σ
F1 _«Fūę* -00∙

Л = 9
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Теорема 6. Если для каких нибудь п и целого s ≥3vraisupM{ оо, а(л)>0,α¾≥lnj^ и Xk, fc=l, 2,...,n

принимают целочисленные значения, то при любом Nn'≥4B%L⅛n имеют 
место асимптотические разложения'.

Р {5„=m}=ф (x„ „)+⅛1 Дsn++
ax s-∖.n

+θιτ⅛jv-exp{~°⅛ ∑ “4(а' q∙w}'
j-3 g

Fzn ω=φs-i, . ω+∑ ⅜- s, (хв„) ⅛ φi-1, . m+θ1‰+θlΓ2c-i¾+ 
v=l л

( ) - П+ ⅛∣,i°Aa 2 n.expl-⅞∙,min £ at(a, ą, tλγ.)I∙
’ a∙, k-ι 1

Здесь

χmn=ιr » Av= 1 для v вида 4m+ 1 u 4ra+ 2, и hv= — 1 для v вида ■&п
4т и 4га+ 3.

1 X* 5-3 у-2φs-l,11(χ)=φω+v2⅛e 2 Σ q,λx)ls-2.
у=1

и дас _ V sin ^rπχ
d2λ-ι (xJ — 2j 22λ-a(v7τ)≡λ-1 ’

v=l

∞c, / \ v cos 2vπx'⅝λW-2l 2≡λ-ι (yπ)≡λ
у=1

— функции, входящие в формулу суммирования Эйлера—Маклорена

5,k(a, q, Λf) = vraimf^ ∑* r2P{αit≡∕∙(modg), iit∣≤Λ∩Λ-ι}.
Г^*означает суммирование по всем абсолютно наименьшим вычетам по мо- 

гдулю q, минимум берется по всем таким а и q, что α≤~ q, ∖<q≤2Nn, 
(а, q) = ∖,Xk — симметризованная Xk, т. е. Xk = Xk-X^, где Xk — независимый экземпляр Xk. Разложения можно получить и в абсолютных терминах, а не в условных распределениях.Пусть рХ/с — плотность вероятности абсолютно непрерывной компоненты хфункции распределения FXĮe с весом ak, т. е. Fxic(x)=ak ∫ ρ×k(χ)dx + 
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+ bkSk(x), ak + bk=∖, ak≥0, fek≤O, и пусть α (Wlk, N) это а ($Шк, N), когда вместо рХк (х) берется рХк (х).Положим для краткости
где с>0 — абсолютная константа из леммы 12, а„ (3-21/ 2) с*

С 4
28π*16s~2Напомним, что согласно (1.5)

Пусть далее
_ α(∏)31"~ 192(1+1∏Λ)

- g(∏)3192(l+lnn)
∑ a(∞t, π¾°⅛1s~2),
Л=5į ¾⅛(OT4, πBn¾1^z5).
fc=lp"=∏2βπ^rT ∑ at(a’ q' n->'где at(a, ą, N) = ⅛, ∑* r2P { ail≡r(mod q), ∣ Xt ∣ ≤ N},

r

Xk — симметризированная Xk.
Теорема 7. Если для каких нибудь п и целого s≥3 случайные величины 

Xk имеют конечные моменты М ∣ Xk ∣s, k= 1, 2, ..., и, а(л) >0, то¾ω=φ(χ)+⅛e^2 ⅛
v=l

+ &2.sLsnIn2 (1 + £-■) + Qh, + 2ΘeIn(^⅛s~2¾-lL^l)e~'*∙.

Теорема 8. Пусть Xk принимают только целочисленные значения и 
М ∣JTk∣'<∞(j>3), k=Λ, 2, п.

Тогда при любом

pzn (х) = Φ,-ι, „ M + X yv S'. (xBJ Φ.-ι,. (*) +
v = l

+⅝ιtL,n In2 (1 + L-,) + &L„ + 2ΘeN2In (⅛{,r⅛'L~')r* (1-Ю)
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и

B.P{S.~m}=^Φ,.κ.(×^ +

s ___1+ ¾ilπln≈ (1 +A-1) + ^L^r2Ln + QeN^ne→,. (1.11)Здесь использованы обозначения теоремы 6.Теорема 9. Пусть для каких-нибудь λ≥4 и целого ty≥3 случайные ве­
личины Xk имеют конечные моментыM I Xjk ∣i, fc=l, 2, и, α<n>>0.

Пусть, кроме того, Pχk(x∖ Fk+-i× Fk~x)≤Ck<∞, k=∖, 3 и Pχk(x)≤Ck, 
k==5, 6, п.

Тогда
$ + 1 (1 +⅛,)+

+ 2θ Ls,Γ2 La + ΘeBnl∕ζQ e~f∏.Замечание к теоремам 7 — 9. Если случайные величины ∣ Xk ∣ ≤ С(л), k≈∖, 2, n, с вероятностью 1, то в остаточных членах асимптотических 
разложений, найденных в теоремах 7—9, вместо

sL,,lnf(Γ+⅛)
или L„ln 2 (1 +LΓ√)
можно положить

Т -( ∖s~2
bsn~∖aWBn)Справедливость замечания следует из того, что в случае ограниченных 

Xklk = ∖,2, ..., п, вместо асимптотического разложения для fZn (t), полу­ченного в лемме 11, мы можем пользоваться асимптотическим разложением Γ,(λ)по степени -(я) • , которое получено в лемме 9.Как следствие теоремы 9 можем сформулировать следующую теорему. Пусть мы имеем схему серий
Xfi>, X%i>, ...,Xfζ, п=\, 2, ...случайных величин, в каждой и-ой серии связанных в цепь Маркова с kn моментами времени и коэффициентом эргодичности а(л). Пусть, как и раньше,M¾w = 0, D⅛)<oo, n=∖, 2, ..., fc=l, 2, ..., kn,

k п
S,= ∑ ⅛>, BΖ = DSn, z-=⅛∙

к = 1 ППотребуем, чтобы B≡<wi4, где Л —любое постоянное.
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Теорема 10. Если случайные величиныIXVI≤с<”>, ⅛=1..............к„, Λ=l, 2,...с вероятностью 1, aω>0, существуют плотностиP⅛>(*l⅛¾×A⅞,ι)≤C*<∞∙ к=\, 3,
Ptp (х)≤ CΖ,>≤ со, к=5, 6..............к„, и=1, 2, ...

то

кα<n)8 V* 1 / \ci⅛⅛ 1 TW2→∞("→∞)∙
Λ=5 k

(112)
*⅛^*{п^

равномерно относительно х.Действительно, так какk=5∙6- й=1’2. ••то из (1.12) находим, чтоa(πWacw⅛→c°(β-÷∞)∙Согласно (1.5), (113)
" 32Bt

Bff≈ ∑ dx*, ≤ rfT ’Л = 1поэтому и
аЮ*В s

c<⅛^*m<"→ml'В нашем случае, если учесть (1.12), вместоλ-⅛r,32eV5, J
Lsn L’^ caW exP∣-cв разложении можно поставитьг _ ιTΣΣ г ~š—2 т 32*V я£п— bm Lsn Ln≤ f (Л)5→0O kt,u∙Из (1.13) следует, что Lπ→0 (n→∞). Используя (1.9) находим
p > а(п)3 γ —!—3227C(")2(l+ln∏) Zj Нл)3ä=5Следовательно,с(л) n
аЮВп ^*θ,

рl∏∏-*0°, когда л_>0° и из теоремы 9 и замечания к ней следует доказатель­ство теоремы 10.

¾, I C<n', ) ’
г αW ]

eχp ∣-c (I+]nπ)B(">∙ J •

(1.14)

и

b.→0.
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Аналогичное утверждение справедливо и в том случае, когда yįn) прини­мают целочисленные значения. А именно, если | A⅞o ∣ ≤ С(л) с вероятно­стью 1 и
пΣ 0⅛(α∙ g, 2cm)→∞("→∞)>

к=1
ТО sup I 5nP {S,n = τn}-φ (xmn) ∣→0 (n→oo).

шИ, наконец, рассмотрим приложимость теоремы больших уклонений для числа попаданий в состояния E1, ..., Es конечной цепи Маркова, с вероят­ностями перехода р^из состояния Ei в fc—1-ом шагу в состояние Ej в &-ом шагу и начальным распределением вероятностей pj∙, i, j=l, 2, ..., s. Рас­смотрим схему серий, причем и-ая цепь является цепью с п моментами вре­мени (число состояний s, фиксировано).Поэтому, все рассматриваемые величины будут зависеть от дополнитель­ного индекса п. Коэффициент эргодичности (см. (1.2)) в этом случаеa(n) = min min У min ∣p!*j(n), p⅛5(w)l∙ 
l≤fc≤n ir j I fПусть случайная величина 5jg означает число попаданий в состояние 

Ei п-ой цепи за первые п шагов. Тогда для вероятности Pn (w1, ..., ms) слу­чайному вектору (S<υ, ..., Šį') принять значение (w1. ..., ms) справедли­ва следующая теорема.
Теорема 11. Если а(л) Bj0→∞ (n→oo), i= 1,..., s— 1 и квадратичная форма

√"1 S(i)\
Qn (⅛ ∙ ∙ ∙. <.-ι)=d (∑ '∣ )x4 + ∙ ∙ ∙ + ⅛-!

[< = 1 n

равномерно, относительно п, то при1 ≤IxiI = О(a(n)Bį°), ι=l, 2, ...,1y-l (1.15)
имеет место сооотношение

sni ∙ ∙ ∙⅜^0Λ(m1............m,-,)_
4⅛-ι(Xι, • • ∙,*j-i)

ОО

= 6ХР { Ž е‘" ("*⅜iτ ’ ' ’ ” a<¾-,,)}x

∕ι + o(J⅜l ...
∖ ∖a(")2⅛1> + . +-ι*j-ι l л

Здесь

2!F=DSJ>1 i=l, 2, ..., s,

{-∣β∏~'O'ι...........Λ-ι) 
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— плотность s—l-мерного нормального распределения, Qkπ — полилиней­
ная форма к-ой степени и

⅛ 2 ‰→⅜→∞)л=з
при всех xt удовлетворяющих условию (1.15).Теоремы больших уклонений для сумм случайных величин, связанных в цепь Маркова мы доказывали только в том случае, когда слагаемые ∣ Xk ∣ ≤ ≤ С(л), fc=l, 2, и.Это делалось исключительно ради простоты и так громоздких выкладок и ответов. Мы приведем одну теорему, частный результат который опублико­ван автором в заметке [44] (там также найдем зоны больших уклонений Ю. В. Линника), для необязательно ограниченых слагаемых. Предположим, что InМ {exρ z Xk ∣ Fk-1}, к=1, 2, ..., п аналитична с вероятностью 1 в некоторой окрестности z=0, где за In берется главное значение логарифма. Положим⅛(z∣⅛.1) = 4-toM{e'⅞∣A.1},

Lk (z) = ^~i^ In Mez⅛.

Теорема 13. Пустьvraisup I Lk (z ∣ Fk~1) ∣≤⅛<∞ в круге ∣ z ∣ <An, к=1, 2 ..., п. (1.16) 
Тогда существует абсолютная константа Я3>0, такая, что в интервале l≤x≤8∆n, 8<δ0, ∆n=^⅛-
имеют место соотношения больших уклонений

V"⅛> (1+0Ψ(Θ) £),

¾⅛ = e^τ"λ"^(1 +θψ<θ) ⅛)∙ <1∙4'>

причем для δ0, Ψ (8), λπ (t) верны определения из теоремы 2, если только 
H1 заменить на любой Н„ удовлетворяющий неравенству'.

Если вместо (1.16) выполняется более слабое условие I Lk (z) I ≤⅛ < ∞ при Į z I <An,то удается установить (1.41), только при
λ Ana^Bn и В„<пл, где

А — некоторое положительное постоянное. (Продолжение в IX, № 3.)Институт физики и математики Академии наук Литовской ССР Вильнюсский Государственный университет им. В. Капсукаса

(1-16)

Поступило в редакцию15.1.1969
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RIBINĖS TEOREMOS ATSITIKTINIŲ DYDŽIŲ, SURIŠTŲ 
Į MARKOVO GRANDINĘ SUMOMS. I

V. Statulevičius
(Reziumė)

Straipsnyje nagrinėjami analiziniai ir tiesioginiai-tikimybiniai metodai, kuriais atsitiktinių dydžių (11), surištų į Markovo grandinę, sumų ribinėse teoremose galima gauti analogiškus re­zultatus, kaip ir nepriklausomų atsitiktinių dydžių sumoms, kai ribinis dėsnis normalinis. § 1 for muluojamos pagrindinės teoremos apie normuotos sumos Z„ pasiskirstymo f-jos Fzn(x) konver­gavimo į Ф (x) greičio įvertinimą (teoremos 1, 3, 4), didelių atsitiktinių tikimybių P{Z >x} elgesį (teoremos 2, 12, 13) F2fi(x), tankioj (x), tikimybės P{Sn = m} asimptotinius išdėstymus (teoremos 5, 6, 7, 8, 9) ir lokalines ribines teoremos (10, 11).§ 2 ir § 3 įrodoma serija lemų, kurios ir nugali pagrindinius sunkumus kelyje nuo nepriklau­somumo į priklausomumą.
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LIMIT THEOREMS FOR THl,. SUMS OF RANDOM 
VARIABLES RELATED TO A MARKOV CHAINV. Statulevičius
(Summary)In this paper the analytical and direct - probabilistic methods which enable to get the re­sults in limit theorems for sums of random variables related to a Markov chain analoguous to those in limit theorems for the sums of independent random variables when the limit law is normal are developed.In § 1 the main theorems on the estimation of the rate of convergence of the distribution func­tion Fzn of normed sum Zn to the Φ (x) (theorems 1, 2, 3, 4), on the large deviations of P{Zπ>x} (theorems 2, 12, 13), on the asymptotic expansions for the Fzn for the density pz∏ (×) of 7⅛π(x)and for the probability P{Sn = m} (theorems 5, 6, 7, 8, 9) and local limit theorems (10, 11) are proved.In § 2 and § 3 lemmas which enable us to overcome main difficulties in the way from inde­pendence to dependence are proved.


