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ОБ ИНТЕРПОЛИРОВАНИИ МЕРОМОРФНЫХ 
ПЕРИОДИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙВ. ТевялисВ работе рассматривается следующая задача. Пусть задана последо­вательность комплексных чисел {λf,}, и=±1, ±2, ..., -π≤Reλn<<π, ...» ≤Im λ-2≤Im λ-1≤0<Imλ1≤Imλ2< ..., lim Im λn= ∞, limlmλn = 

n→∞ n→- ∞= -oo, и последовательность рациональных функций от e±iz

Q⅛, λn) =
Pn∑ α1,,(e-*-e^,V. «>0.
Рп2 o∏r (e'z — eiλn)t, и ≤ О, 
t=ιn

(1)
zn≤0, pn>-l,∕n≤jpn.Требуется построить периодическую с периодом 2π мероморфную функ­цию f (z) с начальными частями Q (z, λn), то есть функцию, разложение ко­торой по степеням eiiz-eiiλ∏ в окрестностях точек λn начинается с групп членов Q (zt λπ).Аналогичный вопрос для непериодических функций рассматривался А. Ф. Леонтьевом [1] и А. Нафталевичем [2], [3].1. Предположим, что показатели сходимости последовательностей {λn}, и>0, и {λn}, h≤0, в которых каждая точка λπ считается р„+1 раз, являются конечными и обозначим их соответственно κ и κ1.Используя метод, предложенный Уиттекером, разобьем последователь­ность {λn}, как в работе [4], на множества Нк.Пусть h — любое действительное число больше max (κ, κ1) и с>0 — подо­бранное так действительное число, что

со

с 2 llmλπp<π
л=-®(существование такого h предполагает конечность показателя сходимости последовательности {λn}). Построим вокруг каждой точки λn, как центра, окружность радиуса с ∣ Im λn |_А. Не нарушая общности рассуждений, можно предполагать окружности, построенные вокруг точек λn, не пересекающимися с границей основной полосы периода, т. е. прямыми Re z== + π. Действительно,
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сумма диаметров окружностей, построенных вокруг точек Хл, меньше 2π, поэтому на отрезке действительной оси —π≤Rez<π существует по крайней мере одна такая точка J, что прямая Rez= d не пересекается ни с одной окруж­ностью. Выбирая в качестве основной полосы периода полосу J≤Rez<<Z+2π и заменяя точки последовательности {λn}, не попавшие в нее, конгруентными (т. е. отличающимися на 2π), мы удовлетворили бы поставленному требова­нию.Множества Нк построим следующим образом. Выберем какую нибудь точку λn и присоединим к ней все те точки, вокруг которых построенные ок­ружности имеют хотя бы одну общую точку с окружностью построенной вокруг выбранной точки. Присоединим к этим точкам новые, если окруж­ности, построенные вокруг них имеют хотя бы одну общую точку с окруж­ностями, построенными вокруг уже выбранных точек и т. д.Объединение кругов соответствующих множеству Нк назовем облаком 
Dk. Выбирая все новые точки Хл, мы построим новые облака.Каждое множество Нк содержит лишь конечное число точек λn.Через Γk обозначим границу облака Dk и предположим, что wk=max ∣ Im z ∣. 

zel∖ Множества Hk можно считать пронумерованными так, чтобы числа vk не убы­вали, причем к >0, если множество Нк лежит в верхней полуплоскости и £ <0, если множество Нк лежит в нижней полуплоскости. Точки λn, содержащиеся в облаках пересекающихся с действительной осью, объединим в одно множе­ство Но.Пусть К (z, X) — каноническое произведение с рл+1 кратными нулями в точках Х„,
K(z, X)=∏ [1 -ei<'-⅛,]'⅛+l. J^] [l-β-i<'-M]',.+1.

∏≤0 л>0
(2)Канонические произведения такого вида рассматривались Мюгелем [5].Через R (z, λ∏) обозначим периодическую главную часть функции в точке Хл,

R (z, λ,)-
p -I +1

⅛7 ■ «>0. 
(e-4-β-⅛)'

t = l
p —I +1л лΣ

t= 1

j4∏, t—:------~t , П ≤ 0.
(e,r—e,λ∏)

(3)
Пусть множество Hk = {λjk 1, λk 2, ..., λjkt njfc}. Сложим периодические главные части (3) соответствующие полюсам, содержащимся в Нк и обо­значим полученную сумму Rk (z),

Rk(z)= ∑ R (z, λ,).
Пусть к>0, тогда

__________________________________ p⅛ω__________________________________: : -⅜ л,„(е ~iz-е ~iλk,ι) (е ~ιz-е ~,λk,t) ... (e~,z-e ’ k)где Pk (z) — многочлен от e~iz степени меньше пк.
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Многочлен Pk (z) можно представить в видеΛ(z)=Λ,.+A,l∙e-to+ ∙ ∙ ∙ +Λ,,t-1∙e-''"*-°1=
= rktо + rkt 1 (e~iz — e~iλк,i) + rkta(e~iz-e~iλk,ι) (е iz — e~iλk,2) ++ ∙∙∙+'λ nk-ι (e~iz-e-iλk,ι) ... (e~iz-e *k∙ nk \ (4)

Обозначим
где lim

k→∞
ln+ ln+ rk (5)

rk= max ∣rfc.1∣0≤∕≤λ^-1 vk = max Im z.
2erkЧисло τ в дальнейшем будем называть порядком коэффициентов rk.Аналогично определяется τ1 — порядок коэффициентов rk в случае k<Q.Пусть χ (χ1) - порядок последовательности {λn}, и>0 (w≤0), где каждая точка λn считается pπ-Zn+1 раз. Очевидно, χ≥κ и χ1>κ1.В этих обозначениях имеет место теорема.

Теорема 1. Существует периодическая мероморфная функция f (z) c 
начальными частями (1) порядка p=max (τ, τ1, Х + 1, X1+l), все полюсы ко­
торой содержатся в последовательности {λn}.

Если max (χ+l, χ1+l) <max (τ, τ1), то не существует такой функции 
более низкого порядка.Доказательство. В работе [4] показано, что существует периодичес­кая мероморфная функция Ф (z) с периодическими главными частями (3) порядка max (τ, τ1, Х + 1, X1+l), все полюсы которой содержатся в последо­вательности {λn}, но не существует периодической мероморфной функции с теми же главными частями меньшего порядка.Очевидно функция f (z) = Ф (z) • К (z, λ) будет периодической меромор­фной функцией с начальными частями (1) и все ее полюсы будут содержаться в последовательности {Хи}.Порядок канонического произведения К (z, λ) равен max(κ+l, κ1+l) (см. [5]), поэтому порядок ∕(z) не превосходит max (τ, τ1, X + 1,X1+1).Если же p=max (τ, τ1)>max (κ+l, κ1 + l), то не существует периодичес­кой мероморфной функции φ (z) с заданными начальными частями (1) более низкого порядка чем p=max (τ, τ1). В противном случае следовало бы, что порядок функции меньше Р» a это противоречит тому, ЧТО jqJ*χ∣имеет главные части (3).2. Если ∕n=0, то в этом случае функция f (z) является целой периодичес­кой с периодом 2π и теорему 1 можно высказать в других терминах.Через Tk (z) обозначим многочлен от efe в случае £<0 и от e~iz, если Л>0, имеющий начальные части (1) соответствующие точкам λn, принад­лежащим множеству Hk.
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Пусть к>0 и
τk (z) = Tk, „ + Tt' 1 e^'1 + ... + Tkι nlc.1 e-i^-'yz == ¾,o+⅛ι(e^'z-e^ftt∙1) + ¾,2 (e-fa-e a*.1)(e-⅛-e-'⅛ 2) ++ • ■ • +¾, ,t-ι (e-fe-<,λ*∙*) ∙ ∙ ∙ (e-1 -e^'4"t^*)∙ (6)Предположим, что1- ln+ ln+ Tk lιm ----- ,------- — = а,Λ→QO ln Vk iimln+ln+it = β, k→∞ In vk (7)
Tk= max 1 Tk 11, sk = max 1 skt 11

0≤∕≤nfc-l 0≤∕≤nλ-1

vk = max Im z.
z e ГкСправедлива следующая лемма.Леии1. 77у?п> μ — нгюп )р?? чкиш Men,b,uι χ — показателя сходи» 

мости последовательности {λn}, и>0, тогда max (α, μ + l)=max (β, μ+l).Доказательство. По лемме работы [4]
'M=-⅛∕

с

_______________ Tk{z)e~iz dz________________
(e-/z_ e~,λkt i) (e~iz-e~lλ,c∙ z+1)*

7=0, 1,2, «k-Ь

где С — отрезок Imz=2vk, —π≤Rez<π. Так как на СI Tk (z) I ≤ Tk (1 + e2't + ... + e°,<0 ⅛) <Tke2”‘ , ¾ > v0,

то [e-b_e-4„|>e2»*_e’t>li m=lι2............∕+l≤nt,l¾,,l<⅛∙Tt∙e"Λ∙^∙2π = rs.e^,V4
Число nk не превосходит п (2z>fc) — числа точек λn, содержащихся в прямо­угольнике —π≤Rez<π, 0<Imz≤2αfc

nt≤n (2vt)<(2vk)*+*. (8)Отсюда∣∙yk, t∣≤Tfc∙e k » εl>ε>и следовательноβ≤max (α, μ+1). (9)С другой стороны⅞l=⅛ f Tk(z)eu,dz, 1=0, 1..............nk- 1,
Сгде С — отрезок Imz=τ>k, —π≤Rez<π.Так как при Imz=vkI e~iz-e~,λk>m I <ek + efik= 2ek, ги=1, 2, ..., nk- 1,
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И ∖euι∖ = e^l^< 1,

I -r*ω !<Λα+e
: К(2, λ) 1

ТО ДЛЯ vk> v0I Тк (z) I < sk [ 1 + 2e*k + (2ev*)2 + .. . + (2eVr*] < 5fc (2√⅛VСледовательно‰k¾(2^)λ Z=0, 1, .... nk-↑.Принимая во внимание неравенство (8), получаемα≤max (β, μ +1). (Ю)Сопоставляя неравенства (9) и (10), окончательно имеемmax (α, μ+l)=max (β, μ+l).Замечание. Аналогичное утверждение можно сформулировать и в слу­
чае к<0, а именно max (α1, μ1+l)=max (β1, μ1+l), где α1 — порядок, коэф­
фициентов Тк, β1 — порядок коэффициентов Sk многочленаTk(z) npuk→-∞ 
и μ1 — число не меньше показателя сходимости последовательности {λn}, и<0.Теорема 2. Существует периодическая целая функция f (z) с началь­
ными частями Q(z,~kn), ln=0, порядка σ=max (α, α1, χ+l, χ1 + l)=max(β, β1, χ+l, Х1 + 1)» но не существует такой функции более низкого поряд­
ка, чем max (β, β1).Доказательство. Главные части функции в точках λkt b λkt 2, ...,λjt nk, т. е. в точках множества Hk, совпадают с главными частями функции » где κ (z> λ) - каноническое произведение (2).На контуре Γk облака Dk, при ∣ Im z ∣ > v0 = v0 (ε)1 

к (z, λ) max (χ+l, χ1+l) σ + ε
≤ eυk ≤ evkЧто касается Tk (z), то в случае fc>0 на Γk∣e~ll-e a⅛∙'∣≤Z* + A = 2Λ, 1=1, 2..................¾,

И I Tk (z) I ≤ sk [ 1 + 2e"k + (2et,*)2 + .. . + (2ev^~l].

и

Используя равенства (7) получаем
[ Tk (z) I < eυ^+z ∙ (2ek)nk < ek*z.То же самое получается в случае &<0. Таким образом,

„ σ + ε∣r4(z)∣≤Λ
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Сумму главных частей относящихся к множеству Нк функции K(Zf А) обозначим как прежде Rk (z) (они такие же, как функции и предста­вим в виде Σ Гк,1

/=1
(e-fce-⅛,) (e-t-e-∖∣) ’ fc>°,

где в случае &>0
^∙'=-⅛ f X⅜⅜ (e^'2-e^i4,) ∙∙∙ (e→-e-^)e-^.

Используя полученные выше оценки, имеем∣rk,J≤^∙eβ*+e√2e,*)'-1∙e,* длина Γjk.Число Z не превосходит n(vk) — числа точек λπ содержащихся в прямо­угольнике —π≤Rez<π, 0<Imz≤vk7≤λ(1⅛)≤⅛+*.Таким образом∣rfc,1 ∣<e^+∖ εi>ε, vk>v0.То же самое получается и в случае Ar≤O.Тем самым доказано, что порядки последовательностей коэффициентов функций Rk (z) не превосходят σ и по теореме 1 существует целая функция, имеющая порядок σ и начальные части Q {z, ^kn∖С другой стороны, если некоторая целая периодическая функция φ (z) имеет начальные части (1), то ее порядок не превосходит max (β, β1).Действительно, если к>0, то'Pfc) = ⅞.o+⅛t (e~ll-e α*∙')+...++⅛ ,t-. (е-й-e^a*∙∙) ... (e→-e’“*’"»-)+g(z) 
И

где С — контур прямоугольника, две горизонтальные (параллельные к дейст­вительной оси) стороны которого находятся на расстоянии единицы от об­лака Dk, а вертикальные стороны симметричны относительно некоторой точ­ки облака Dk и удалены друг от друга на расстояние 2π.Модуль знаменателя подынтегрального выражения больше единицы и поэтому
1 skt 11 ≤ max ∣φ(z) | • e°k.

e С
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Таким образом β ≤σ и совершенно аналогично β1 ≤σ. Отсюда max (β, βi)≤σ.3. Рост построенных в теоремах 1 и 2 функций, имеющих заданные началь­ные части (1) существенным образом зависит от порядков последовательнос­тей коэффициентов и плотности последовательности {λn}. Покажем, что если не требовать, чтобы совокупность точек λ исчерпывалась заданными точками, то можно построить мероморфную функцию, рост которой зависит только от плотности последовательности {λn}.
Теорема 3. По заданным напольным частям можно построить периоди­

ческую мероморфную функцию порядка не выше max (κ+l, κ1+l).Доказательство. Пусть сначала Zn=0. Обозначим, как прежде, К (z, λ) каноническое произведение cpn+l кратными нулями в точках λn.Пусть S„t m (z) — сумма первых т членов разложения функции -iλ р
(e~tz-e ") "÷1*(z, λ) _в степенной ряд (по степеням e~iz-e n), если Imλn>0 и сумма первых 

т членов разложения функции
iλ р +1

(eu-e и) я 
К (z, λ)в степенной ряд (по степеням eiz-e "), если Im λn≤0.Заметим, что, если Im λn>0, то

(11)и ∕>n+l — член разложения в окрестности точки λπ по степеням e~iz-e iλ" функции
такие же, как у функции (11) и совершенно аналогично, если Imλn<0. Поэтому функция

K(z, X)
К (z, λ)Ф.(г) = •2 β..,(e-^'-e-α√∙S.,,ιι.,+1(z). Imλn>0,г=0

∙∑ aπ,t(ez-ei∖t-Sthp^t+1(z), Imλn≤0 
t=0имеет в точке λm, m≠n нуль, кратность которого не меньше ри+1, а в точке λn ее разложение по соответствующим степеням начинается с заданной началь­ной части.Так как на прямых ∣ Im z ∣ = v, не пересекающих ни одного из облаков 

Dk, функцииΨw (?) Srlfpn + 1(z)
K(z, λ) И (e±⅛-e±'^λn)^+1
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являются ограниченными, то найдется последовательность {επ} настолько малых положительных чисел, что на этих прямых≡n∣Ψ>1(*)l≤ ∖K(z, λ)∣2' ”1 + 1
e∏ Į S„, Рп +1 (z) I j

∣e÷∕z-e+∕λn Pn + 1 < 2∣ л 1 + 1 (12)Функция
- 00φ(z)= 2

л= —1

ε∏ ’ S∏, Pn + 1 (z) +
K(zf λ)(e⅛-∕n)pn + 1

является целой периодической и в окрестности точки λm имеет разложениеφ(z) = ⅛ + ‰m÷ι(eife-ei,λm)',"+1+ •где знаки ± берутся в соответствии с тем, в какой полуплоскости лежит точ­ка λm.На прямых I Im z ∣ = v∣φ(z)∣≤∣∕C(z, λ)∣,и порядок φ (z) не превосходит max (κ+l, κ1+l).Функция
f(z)= ∑ V(K)4n(z) ("≠θ) 

является также целой периодической и на прямых ∣ Im z ∣ = v∣F(z)∣≤∣tf(z,λ)∣,значит порядок F (z) также не превосходит max (κ+l, κ1+l).
p(z∖Функция ∕(z) = -∣-∣ является (мероморфной периодической и ее į поря­док также не превосходит max (κ+l, κ1+l).Разложение функции f (z) в ряд по соответствующим степеням начинается с заданной группы членов.Если ln <0, f (z) — функция имеющая заданные начальные части (1) и К (z, λ) - ка ноническое произведение с 1„ кратными нулями в точках λπ, то можно вычислить начальные части функции Ф (z) = K(z, λ) f (z) и задача сводится к отысканию функции Ф (z).Благодарю доктора физико-математических наук А. Нафталевича за вни­мание к работе и полезные советы.Вильнюсский Государственный университет им. В Капсукаса Поступило в редакцию 27.IX.1968
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APIE PERIODINIŲ MEROMORFINIŲ FUNKCIJŲ 
INTERPOLIAVIMĄV. Tėvelis
(Reziumė)Sakykime, {λπ} yra kompleksinių skaičių seka, —π≤Reλn<π.......... ≤Imλ-2≤Im λ~1≤≤0<Im λ1≤Imλ2≤..., lim Imλn=-∞, limlmλn=oo ir {Q (z, λ∏)} — seka funkcijų

∏→- oo n→corI X °n. <(e^i2-e »>o,

β(z. ⅛)=< ' "I "I V~, iλ tI Z, aπtt(e,z-e n),w≤0,Į, t~ln

ln≤0, Pn>-1, l∏≤pn-Darbe nagrinėjamas augimas periodinių meromorfinių funkcijų, kurių skleidimas taško λn aplinkoje e±iz-eiiλ" laipsniais prasideda Q(z,λπ) narių grupe.
ON THE INTERPOLATION OF PERIODIC MEROMORPHIC 
FUNCTIONSV. Tėvelis
(Summary)Let {λπ}, n=±l,±2, ..., be the sequence of complex numbers —π≤Reλ∏<π,..., ≤Imλ.2≤ ≤Im λ-1≤0<Im λ1≤Im λ2≤ ∙∙∙, lim Imλn=-oo, lim Imλπ=∞, and let {Q (z, λ∏}be thesequence of functions n→- ∞ n→∞

pnV -,'λ t
∕. an,ι(e tz-e∙ π), λ>0,f = Лβ(z. M = pflr~> iλ tZ, alht(e,z-e n), w≤0, 

t=ln∕∏≤0,pn≥-1, l∏^P∏∙In this paper we consider the growth of periodic meromorphic functions, the periodic Lau­rent expansions of which of in the neighbourhood of λn begin with the cluster of terms Q (z, λn).




