
3X LIETUVOS MATEMATIKOS RINKINYS 
ЛИТОВСКИЙ МАТЕМАТИЧЕСКИЙ СБОРНИК

1969УДК-513

О НЕКОТОРЫХ ПАРАХ Т КОМПЛЕКСОВ ПРЯМЫХ, 
РАССЛОЯЕМЫХ ПОСРЕДСТВОМ ЛИНЕЙНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ

П. Ващкас1. Комплекс прямых К*  описываемый ребром I ≡ ЛЛи. подвижного репера {A} (i,j,Aγ=1,2, 3,4):
dAi=ωiiAj,Z>ω'j = [ω∕c, ω∕] ,заданный уравнениямиω∣ + ωf = 0 , (1)[coį — α>3 , ωf] + [ωJ — ωj + ω∣ — ωf, ω{] + [ω∣ — ωj, ω^] = 0, (2)называется односторонне расслояемым посредством линейных элементов^ если на нем вполне интегрируемо дифференциальное уравнение
dt + t (ω∣ — ω∣) — + cι>2 ++1 μ2222 ωι + (2μa22i + μ22) ωι - (μ22iι + μ2ι + 4 μ ) ω* ∣√a+
÷ { (2μ222i ~ μ22) ωf ÷ (4μ22iι “ μ) ωι - (2μ2ιιι ÷ μn) ω2} t ÷+ ( μ2211- μ21 +γ μ) ωι + (2μ2in — μιι) <«>1 — μnn ω∣ = 0. (3)Дифференциально-геометрический объект μpρrs (μpgrs симметричны по всем индексам; p, q, г, 5=1,2) определяет на луче I 4 инвариантные точки 

tpAp, где [2]
μpqrstptUrts = Ot (4>а дифференциально-геометрические объекты μp9 (симметричны) и μ лучу I ставят в соответствие прямую, заданную уравнениями [2]xl + μ22Λ3 + ( l⅛ι + y и) χ4 = 0 >
*,-( И ) *3-Hιι* 4 = 0, (5>которая не пересекается с 41Λ2∙ Следонательно, на этой прямой могут быть выбраны вершины А^ и А3 тетраэдра, что мы в дальнейшем,и будем полагать. В таком случае∏m=0∙ μ=0∙2*



456 П: BaιuκacПрямая l1=AiA3 описывает в общем случае комплекс прямых К'. Рассмат­ривается случай, когда комплексы К и K, образуют пару T [1], т.е. когда дифференциальные уравнения комплекса K, имеют вид:ω∣ + ωJ = 0, (6)[c⅛ - ωj, ωj] + [ωj - ω∣ + - ω{, ωj] + [со? - ωj, ω∣] = 0. (7)Комплекс К' будет расслояемым в направлении комплекса К, если на нем вполне интегрируемо уравнение [2]Jτ + τ(ωl-ωJ)-τ2 ωj + ω∣ + (iλ33m ω2f + 2lιxa, ω}-∣x3814 ω∣) τ2+4∙ 2((⅛s34 ω< +' 2μ3344 ω{ — μ3444 ω∣) τ+μ3344 ω2+2μ8444ω4 *- μ4444ω3=0. (8)Уравнениеμαpγδ τα τ0 τγ τs = 0 (a, β, γ, 5 = 3, 4) (9)определяет 4 инвариантные точки τaJa на луче Г.2. Плоскость, ассоциированная точке M=A1+tA3 в нулевой системе ком­плекса К пересекает прямую A^A3 в точке N=A^+tA3, а плоскость, ассоци­ированная точке W в нулевой системе комплекса К'.— прямую Λ1Λ2b точке 
Mt т.е. в случае пары Т устанавливается взаимно-однозначное соответствие между точками лучей I и V.3. Приведем еще один результат, указанный в [2], которым здесь будем пользоваться. Когда лучу I комплекса прямых К соответствует прямая, определенная уравнениями (5), главные формы этой прямой линейно выра­жаются через главные формы луча I. Когда прямая (5) совпадает с прямой Λ4Λ3, это соответствие может быть задано при помощи уравненийωi = ~ J2222 ωι - (2y2221 +y22) ωf + ( y2211 + j⅛l + -į- у )ω42 ,

ωi = -( J2221- 7 J22+4 ⅞2) ωι - (2y2211-у ^ + ∑21)ω} +

÷ ( J,2111 ÷ ~2 У11 + ^2 211 )ω2 »

ω3 = ( J,2221 ~ у ⅛ - ^2 z22) ωι ÷ ( 2y2211 - у V-Z21 j ωf —

~~ ( J,2111 + 2 yw~^2 211 ) ω2 »

ω4 = ( У2211 - J21 + 4 у) <•>? + (2y2111 -y11) ωf -y1111 ωj (10)
и соответствующих внешних квадратичных (j>pgrs, ypq и zpq симметричны по всем индексам). Если ребро Z описывает развертывающуюся поверхность в комплексе К (причем ребро возврата этой поверхности описывает точка 
M≈A1+tAi), то касательная плоскость к этой поверхности вдоль луча I пересекает прямую Λ4Λ3 в некоторой точке N≈A3+tA3. Прямая AiA3 при этом описывает некоторую линейчатую поверхность, касательная плоскость которой в точке N пересекает луч I в некоторой точке Λf'=A1+τA3. Точка М'



О. некоторых парах Т комплексов прямых 45Įсовпадает с точкой М тогда и только тогда, когда координата точки М (t= = r2: г1) удовлетворяет уравнению
ypqntp^trta≈o. (11)

4. Рассматривается частный случай, когда:а) 4 точки прямой J1Ja, определяемые уравнен ием (4), совпадают между собой; в эту точку помещается вершина A1, чем пр и помощи еще нормирова­ния вершин достигается
P∙2222 = h p2221 = Р-22Ц = (Х2Ш = (Аш1 = 0;б) то же происходит с четырьмя точками прямой A4A3, определяемыми уравнением (9);в) четырехкратные точки прямых Λ1Λa и AiA3 являются соответствующими в указанном в п. 2 соответствии; четырехкратной точкой на луче Г является теперь Ai, и мы, после нормирования вершин, имеем:
(⅛333= 1, (⅛334=l⅛344≡(⅛444 = p4444 = θ∙

5. Требование полной интегрируемости уравнений (3) и (8) при сделанных предположениях приводит к системе уравнений:[ — 2ω∣ + ω∣+ωj, ωj] + [(ωj+ω∣) + co⅛, ωf]-[ωj, co⅛] = 0,[ (со? - ωj) + (ωf + co?) - ω∣ ωf] + [со?, co⅞] = 0,[ω4, со?]-[со?, ωf] = 0, (12)[ - (со? - co4) + (со? + ωj) - c⅛ со?] + [со?, coį] = 0, [col+ со| —2co4, со?] + [(со? +coj) +g⅛, ωj]-[co}, coį] = 0.Из уравнений (2), (12) в случае [ωjωfω^]≠θ, [со?со Jc∣⅛]≠O получаем co?=-cof. (13)Продифференцировав это уравнение внешним образом, в силу этого же уравнения и уравнений (1), (6), получаем дополнительное уравнение[(2co} - co∣ - cog + (<4 + ω∣ - 2coJ) - (co11 - co∣ + со? - ω}), ωι] “— [со? +co4, coj + coj] = 0. (14)Из уравнений (2), (7), (12), (14) теперь получаем:со? = — со?,co4 = α со? + со? ,coį = α2 со? + 2α со? — со£,coį — c03 = 6 со? — ас со? + с ω2,ω∣ — со2 + co∣ — co4 =—ас со? — 2α2 со? + 2α co⅛,со? — со? = с со? + 2α со? — 2coJ,со? + со? = (2и — α2) со?, (15)(— 2co{ + ω∣ + ω∣ = m со? + и со? — a coj, co∣+ со? —2co}=p со? —л со? + а coj.



458 ∏. BatuκacСравнивая (15) с (10) получаем: 2
J,2222= - fl2> J,2221= - J⅛2U = ~~ » J⅛Ul = θ, Jllll = θ>

и уравнение (11) принимает вид(r2)2 (ar2+2∕1)2=0.Отсюда следует, что вместо 4 точек, определяемых уравнением (11), в этом случае имеем две пары совпадающих точек, причем одна пара совпадает с точкой A1. Совмещая вершину Ай с другой парой, получаема=0,и уравнения (15) принимают вид:ω∣ = — ω},ωi= ωι,
ω3 = - ω2,— col = b ωf + с ω¾>
ω∣ — ωi÷ ω3- ω4 = 0, (15х)ωI — ω4 = С СО? — 2ωj,ω∣ + ωJ = 2w ω},— 2ωJ + ω∣+ wį = m ωf +n ωf,ω∣+ ω¾-2ωJ=p ωj-n ω∣.Продифференцировав второе и третье уравнения системы (15х) внешним образом, из полученных уравнений,' в силу уже имеющихся, получаем: (16) (15*)Внешнйм дифференцированием седьмого уравнения системы (15х) и уравне­ния (15xx) и разложением полученных уравнений по лемме Картана получаем Jn=0,т.е. n=const.Внешнее дифференцирование остальных уравнений системы (15х) приво­дит еще к трем внешним квадратичным уравнениям, которые вместе с уравне­ниями (1), (6), (15х), (15*)  при условии (16) образуют замкнутую относитель- 1 но внешнего дифференцирования систему уравнений, определяющую ука-*̂  занную в п. 4 пару Т к омплексов. Эта система — в инволюции с характе­рами ⅞=13, ly1=3, ∣y2=0 и ⅞=0.6. Используя уравнения (1), (6), (15х) и (15*),  непосредственным диффе- * ренцированием получаем, чтогде ^G4ι÷αez44,∕ia- αeΛs) = ω(Λ1 + aβ√4⅛,Λa-o⅛j⅛),aβ≡Λ + εl∕w2+l (ε=±l),ω≡y (ω11 + ω∣ +ωf + ω}) + 2ε ]/л2+1 ωf, 



О некоторых парах Г комплексов прямых 459а это показывает, что две прямыеZβ≡(√41 + αβ^4,√4a~"αε-^3) (17)являются неподвижными.Прямые (17) и луч A1A3 комплекса К определяют поверхность второго порядка x1x3+x2x4=0, (18)причем указанные три прямые принадлежат одному семейству прямолиней­ных образующих этой поверхности. Нетрудно проверить, что этому же се­мейству прямолинейных образующих поверхности (18) принадлежит и луч 
AλAs комплекса К'. Сложное отношение четырех упомянутых прямолиней­ных образующих одного семейства(∕Zι /42; A4 А3; A1 + <z_i./44, √42 — <x-ι^43I Aι~∣- <x∙ιA4, Л2 — o⅛, А3) =

= (A1, Ai,A1 + a.1 Ал, A1 + a1 Ai) = ——⅛LI-L = const < О,л+|/ля+1т.е. луч A4A3 комплекса K't соответствующий лучу Λ1J2 комплекса К, всегда лежит на поверхности второго порядка, определенной двумя постоянными прямыми пространства и лучом Λ1Λ2, принадлежа тому же семейству пря­молинейных образующих; лучи Λ1Λ2 и J4J3 при этом постоянными прямыми разделены и образуют с ними постоянное двойное отношение.Так как [5]
dxi= -xjωlj+Qxi, Z>Θ = 0,тю в рассматриваемом случае
d (x1 x9 + x2 x4) = I 2Θ - j (ωj + ω∣ + c∣⅛ + ω}) | (x1 x3 + x2 x4) +

+ ωι {-(χl)2 + (χ4)2-2λx,x4} + ω∣{-(x2)2 + (x3)2 + 2nx2x3} ,я это показывает, что семейство квадрик (18) является двухпараметричес­ким. При ωf=0, ωJ=0 поверхность (18) неподвижна, а прямые Λ1J2 и Λ4Λ8 перемещаются по этой поверхности. Таким образом, комплекс прямых К (К') расслаивается на двухпараметрическое семейство демиквадрик.
7. Прямые(√4i÷l42. А4 — tA3)образуют второе семейство прямолинейных образующих квадрики (18). Прямые (^i + ^∕42> A4 + tA3),соединяющие соответствующие точки лучей Λ1Λ2 и Λ4Λ3 пары Т (п. 2), явля­ются прямолинейными образующими поверхности (18) тогда и только тогда, когда /=0 или t=∞, т.е. прямые AvA4 и Λ2Λ3.
8. В силу уравнений (1), (6), (15z) и (15,'),Z>ω∣ = 0,



460 ∏. Bauικacследовательно, комплекс прямых К (K') расслаивается на однопараметричес­кое семейство конгруэнций прямыхωf = 0,ωf = 0,расслояемых, в силу уравнений (3), (8), (12), при помощи конусов «второго порядка [3].
9. Наличие в пространстве двух неподвижных прямых (17) дает возмож­ность использовать для охарактеризования рассматриваемой пары комплек­сов свойства комплекса прямых в биаксиальном пространстве [4].Прямые (Λ1+αeΛ4, Λa-aβΛ8) неподвижны, еслиω4÷ωι = 0,ωj- ω{ = 0,c⅛ - ω∣ = 0,ωJ + ω^ = 0, (19>c⅛ + ωj = — 2n ω⅛,ωi + ω4 = 2w ωf,ω11 — ω4 = — 2n ωf ,ω∣ — ω∣ = 2n ω∣.Пусть прямая A1A2 описывает комплекс прямых, заданный уравнениям λ⅛ωJ = 0,D(λ'ωJ) = 0.Плоскость, ассоциированная точке Λ1+t42 в нулевой системе этого комп­лекса, задается уравнением(λi-√λJ)x3 + p4-∕λj)x4 = 0.Проводим произвольную прямую р, пересекающую прямые lt в точках Ae≡Λ1+aeΛ4 + pe (Λ2-aεΛ8) и прямую A1A2 в точке F. В таком случае прямая 

р является прямолинейной образующей поверхности (18) и p-x = pι = p, а точ­кой пересечения прямой р и луча Λ1Λ2 является точка (Γ=Λ1+pΛ2. Нетрудно проверить, что плоскость (р, A1A2) совпадает с плоскостью, ассоциированной точке F в нулевой системе комплекса, тогда и только тогда, когдаλ⅛p≡-(λi+λi) p+λ5=0. (20)Отметим, что касательная плоскость квадрики (18) в точке Λ1+ρΛ2 совпа- дает с плоскостью, ассоциированной этой точке в нулевой системе комплекса, тогда и только тогда, когда р удовлетворяет уравнению (20). Такие точки в Г4] названы центрами луча. Из рассмотренного выше следует, что прямо­линейные образующие квадрики (19), проходящие через центры луча и отлич­ные от Λ1Λ2 согласно терминологии Н. И. Кованцова [4], являются осями комплекса; как следует из уравнения (20), такая прямая в общем случае не единственная, как указано в [4] (см. стр.240.)



О некоторых парах Г комплексов прямых 461Полагая, что каждый луч комплекса имеет пару действительных различ­ных центров и помещая в эти центры вершины A1 и А2, получаемλ⅛ = 0, λ42=0.В таком случае только для комплекса, у которого λ⅜=λ⅛, т.е. только для комплекса, у которого кривизна [4] k=-∖, семейство квадрик (18) является двух параметрическим, ибо, в силу уравнений (19),
d(x' xs + xax4) = ∣ 2Θ-(coĮ + coi|+co?+coJ) J (x1x8+xax4) +
+ со? { - (x1)a + (x4)a - 2п х1 х4} + coj { - (xa)a + (xa)a + 2n xa х8} -— (ωf + ωf) {x1xa + xsx4-π(x1x8-xax4)} .Система уравнений (19) иω{+ωl = 0, (21)2) (со? + co∣) = 0 , (21*)определяющая такой комплекс — в инволюции с характерами ⅞=9,¾=1, ⅜≡1, ⅞=0, следовательно, произвол существования комплекса — Ъдна функ­ция двух аргументов (т.е. три параметра семейства квадрик (18) связаны одним уравнением).Разлагая уравнение (21z) по лемме Картана, получаем:coį — ωθ = b + с с>2,

ω2- ω% = c ωf+∕ω∣. (22)Используя уравнения (19), (21) и (22), получаем, чтоPωf = 0,следовательно, комплекс прямых расслаивается также на однопараметри­ческое семейство конгруэнций прямыхсо? = 0,ω∣ = 0. (23)10. Так как для точки A1+tA2+d (A1+tAs) выражениеx1xj> + x2x4≡=(l + ω! + ∕c⅛) (ωf + r ωi) + (Z + Λ + r cof+co?) (ω{ + ∕c4), то перемещение точки Λ1+rΛ2 по квадрике (18) (когда она неподвижна, т.е. когда со?=0, co⅛=0) характеризуется соотношением
dt + t (co∣ — coj) — ra со£ + со? = 0 (mod со?, ωj)или уравнением
dt +1 (ω∣ — coj) —t2 coį + со? =P со? + β со£,которое должно быть вполне интегрируемым. Выбор коэффициентов Р и Q в виде квадратных трехчленов относительно t (P≈ -μ2222t2, 2=μu∏> согласно уравнению (3)) указывает способ расслоения конгруэнций (23) [3].Вильнюсский Государственный Поступило в редакциюуниверситет им. В. Капсукаса 16.1.1969



462 ∏. Вашкас
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APIE KAI KURIUOS TIESIŲ KOMPLEKSŲ DVEJETUS T, IŠSLUOKSNIUOJAMUS SU TIESINIŲ ELEMENTŲ PAGALBAP. Vaškas
(Reziume)Darbe nagrinėjamas tiesių kompleksų dvejeto T [1] išsluoksniavimo su tiesinių elementų pagalba [2] atskiras atvejis. Gauta, kad nagrinėjamu atveju kiekvienas dvejeto kompleksas išsiskaido į dvi- parametrinę antros eilės paviršių šeimą arba j vienparametrinę tiesių kongruencijų, išsluoksniuoja- mų su antros eilės kūgių pagalba [3], šeimą. Kiekvienas minėtos šeimos paviršius eina per dvi pasto­vias tieses l-1 ir ∕1, o taip pat per atitinkamas kompleksų tieses l ir Г. Visos 4 tiesės priklauso vienai tiesinių sudaromųjų šeimai. Tiesės l-1 ir ll visada atskiria tieses / ir sudarydamos su jomis pastovų dvilypį santykį.
SUR LES CERTAINES COUPLES T DES COMPLEXES DE DROITES STRATTFIABLES λ L’AIDE DES ĖLĖMENTS LINĖAIRESP. Vaškas
(Rėsumė)Dans cet article on analyse un cas particulier des couples T [1] des complexes de droites stra- tifiables ä Γaide des ėlėments linėaires [2]. Les rėsultats obtenus dans ce cas nous montrent que chaque complexe de la couple ėst formė par une famille de deux paramėtres des surfaces de deuxi- ėme ordre ou par la famille monoparamėtriųue des congruences de droites stratifiables ä Γaide des cönes de deuxiėme ordre [3]. Chaque surface de la famille, dont nous avons parlė, contient deux droites fixėes l-1 et ∕1, aussi les droites correspondantes ∕et Γ des complexes. Tous les 4 droites appa- rtiennent ä une famillfe des feėnėratribes rectilifenes de la surface. Les droites ∕-1 et ∕1 toujours sėpa- rent les droites ∕ et Γ en formant avec I et Γ un rapport double constant.


