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О ГЕОМЕТРИИ КВАЗИЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ ВТОРОГО ПОРЯДКА3. Ю. ЛупейкисНекоторые вопросы локальной геометрической теории систем дифферен­циальных уравнений рассмотрены в работах В. И. Близникаса [4], [5], [6], [8], А. Μ. Васильева [9], Г. Μ. Кузьминой [10], Э. Μ. Шварцбурд [13], А. Криз- тена [11] и др. Например, в работе Г. Μ. Кузьминой [10] рассмотрена геомет­рия системы двух уравнений в частных производных первого порядка от двух неизвестных функций и трех аргументов, а работа А. Μ. Васильева [9] по­священа геометрии системы трех дифференциальных уравнений с частными производными первого порядка при трех независимых функциях и двух не­зависимых переменных. К ней примыкает и работа Э. Μ. Шварцбурд [13], в которой рассмотрена система четырех уравнений с частными производными первого порядка. В работе В. И. Близникаса [6] рассмотрена локальная те­ория квазилинейных систем дифференциальных уравнений, в которой число дифференциальных уравнений не превышает числа неизвестных функций, а число независимых аргументов — произвольное (конечное).Из систем дифференциальных уравнений второго и более высокого порядка наиболее глубоко разработаны специальные системы, т.е. системы разрешен­ные относительно старших производных. К числу таких систем принадлежат системы дифференциальных уравнений, определяющие геодезические кривые, пространства аффинной связности. В работе В. И. Близникаса [5] рассмотрена геометрия системы дифференциальных уравнений, разрешенных относительно частных производных второго порядка, в которой число неизвестных функций больше числа уравнений, а число независимых переменных — произвольное (конечное), а в работе [4] приведен новый подход к геометрии систем диффе­ренциальных уравнений любого порядка. В работе А. Кризтена [11] рассматри­вается геометрия одного дифференциального уравнения с частными произ­водными второго порядка.Настоящая работа посвящена геометрии квазилинейных систем диффе­ренциальных уравнений второго порядка, не разрешенных относительно про­изводных второго порядка, в которых число дифференциальных уравнений т не превышает числа неизвестных функций 2и. Рассмотрены случаи: т = п\ 

m=n+∖; ти=4, я=2; ти=1, п — любое целое число; w=2, n=3; w=3, и=2; m=6, и=3 при условии, что система функций, являющихся коэффициентами при производных второго порядка, зависит только от неизвестных функций
7*
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и при условии, что эта система функций зависит от неизвестных функций и от производных первого порядка.Работа выполнена теоретико-групповым методом Г. Ф. Лаптева [12].Часть результатов этой статьи была доложена автором на Девятой кон­ференции математиков Литвы (Вильнюс 1968 г.) и на Третьей Прибалтий­ской геометрической конференции по вопросам дифференциальной геометрии (Паланга 1968 г.).§ 1. Общие вопросыПусть Vn — п -мерное дифференцируемое многообразие, локальные коор­динаты xi которого являются решением вполне интегрируемой системыω' = 0,т.е. структурные уравнения этого многообразия имеют видZ)ωf = α√ Aω}, (1.1)(i, j, k, . . . = 1, 2, .. ., n∖ α, β, .. . = 1, 2, . . . , m).Продолжение этих структурных уравнений даетZ>ωJ = ωj A ω{ + a√ A ω}l, (1.2)
Dωjk = ωjk A ωj + ωj А ω{fc + ωk A ωz⅛ + ωl A ω⅛fc.Локальные координаты xi, wω', v(2)i линейного элемента второго порядка 

(xi, √υ', ©0)/), т.е. локальные координаты точки пространства £<2) являются решениями вполне интегрируемой системыω' = 0,Θω'≡<⅛ω' + √υ* <4 = 0, (1.3)Θ∞*≡^√2)i  + √2)⅛ ωjc + ωjcl √DΛ √D∕ = o.Структурные уравнения пространства £<2) можно записать в следующем ви­де (см. [4]):
Dωi + ωj A ω'∙,2)θ(ι)∕ = 0(Dk λ + ωk λ 00) i; (1.4)p0(2) i = 0(2) k λ ωiζ + 20<1) k λ 00) i + ωk λ 0(2)где 0(ι).∙=√ι)∕ωjij0}2)* = √2)∕ ωjι ψ v(l)∕ vfl)kТак как в голономной системе координат ωjt7 = ωJk=O, то в этой системе можно считать, что∩V dxi (21i diχl

Рассмотрим систему дифференциальных уравнений
⅛)=θ∙ (1.5)



О геометрии квазилинейных систем 537
Если пространство L2n отнесено к голономной системе координат, то систему уравнений (1.5) мы можем рассматривать как систему конечных уравнений Зл—m -мерной поверхности в Зл -мерном пространстве £j2).Если поверхность (1.5) рассматривать в неголономной системе координат пространства ⅛2ξ то всегда можно считать, что эта поверхность определяется системой дифференциальных уравнений следующего вида:flα 0(2)fc + ba 0(l)fc + cα ωfc = 0. (1.6)Пусть 0a≡fla 0(2)i+⅛a 0(D« + c« 0√. (1.7)Эта система форм является вполне интегрируемой системой форм тогда и только тогда, когдаZ>Θa = ΘβΛΘg.Будем считать, чтоD0§ = 0Ja0?.Докажем следующую лемму.Лемма. Система форм (1.7) является решением внешних(1.8) тогда и только тогда, когда

Vak = ak( 2)l ÷ fl⅛(l)l ÷ akl ω* >

V⅛ - 2а? Θ<kl>' = a?(1)k 0<2>' + ‰ 0<^+% ωl,V« - a,» Θf*> , - Z>za ΘV>'=⅛ 0®'+⅛ 0®'+⅛ ω',

(1.8)
(1.9)

уравнений

(110)
где

и
ak(2)l — aK2)kf ^“(1)1 — bf(l)kt ckl ~ cTk∙Доказательство. Так как7)0“ = (ddk - df ωlk) A Θ<2>*  + (db? - bf ωlk - 2а? 0^>') Λ 0ω* +
+ (dck — с? ω,k- a? 0į2)/ — b? 0* !)/) A ωfc,то, вставляя выражения (1.7) и (1.11) и (1.8) получимA 0ω* + (v⅜ - 2а? 0“ >') л 0ω* + (ус£ - а? -

Из (1.12), в силу (1.10) и (1.10z), следует утверждение леммы.Придерживаясь терминологии работы [7], в просранстве Lff можно опреде­лить неголономную поверхность уравнениямиV<⅛ = <‰l 0®'+ a⅛ 0®'+ai, ω',V« - 2a? ©į1»=6«(2), ©®' + 6⅛ 00»+Ы, a',

V<t - af 0į2» - bf Q<if V = <‰, 0®'+<‰, 00»+Ą, <J.При этом условия (1.10z), вообще говоря, не выполняются.

(1.10')
(111)
(112)

(1-13)
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Мы рассмотрим специальную неголономную поверхность, т.е. будем счи­тать, что
ak( 2)1 = ⅞2)∕ = ¾2)l = 0. (1-14)Эти условия означают, что коэффициенты форм вида (1.7) зависят только от переменных (xi, z>ω'), иначе говоря, формы вида (1.7) соответствуют сис­теме дифференциальных уравнений типа
af(χJ, √1>y) √2>' + Aβ(x', √1>') = 0. (1.15)В дальнейшем будем рассматривать только системы (1.15). Этой системе соответствует специальная неголономная поверхность, дифференциальные уравнения которой можно записать в видеV⅛-⅜)kθωt + <⅛ωt,у A® — а? ωjcι v(1)k v(1)/ = А® ωz + A‰i 0Ü)/. (1.16)Из системы дифференциальных уравнений (1.16) следует, что функции а® (xj, 

vtiv) и ∕la (xJf √ι)√) образуют поле дифференциально-геометрического объекта (αft, A“), определяемого на пространстве линейных элементов первого поряд­ка j⅛,∖Геометрией системы дифференциальных уравнений (1.15) назовем геомет­рию пространства линейных элементов первого порядка с дифферен­циально-геометрическим объектом (α∙t, А®).Еслиy(l)i —√2)∕=p2√2)ζ (1.17)то формы 0(1)/ и 0(2)/ преобразуются по закону:0(ι)∕ = p(0(ι)∕∙ + √ι)*d 1n р),0(2>,∙ = p2 (0(2)∕ + 2v(2)i d ln p)f (1.18)Для того, чтобы преобразования (1.17) сохранили вид системы диффе­ренциальных уравнений (1.15) (в дальнейшем изложении это свойство бу­дем называть условиями однородности) удобнее потребовать выполнения условия ТогдаAα = p2Aα. (1.19)Можно принять А® = Aa. Тогда af = p~2af.Основная задача этой заметки — построение объектов аффинных связ­ностей ΓJfc пространства ⅛υ, образованных из дифференциальных продол­жений объекта (af, №■) (или его подобъектов, полученных из дифференциаль­ных продолжений объекта (а?, А“)). Из структуры дифференциальных уравне­ний (1.16) следует, что для построения объектов аффинных связностей необхо­димо разрешить эти системы (или другие, из них полученные) относительно форм ωz∙k. Решение этой задачи существенно зависит от соотношения размер­ностей т и и. В настоящей заметке рассмотрены случаи: m≈n∖ m = n + ∖∙, jm=1, «-любое конечное число; >и=4, л = 2; т=2, л=3; m=3, л = 2; т = 6 
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п=3 при условии, что система функций aft являющихся коэффициентами при производных второго порядка, зависит только от неизвестных функций и при условии, что Ą зависит от неизвестных функций и от их производных пер­вого порядка. При этом всегда предполагается, что число дифференциальных уравнений m не превышает числа неизвестных 2и, т.е. m≤2w.

§ 2. Случай m = n1. Рассмотрим систему дифференциальных уравнений (1.15) при m=n, но будем считать, что ωj≠0g при z=α и √=β.Продолжая систему дифференциальных уравнений (1.16), получимVa? -aξ<⅛- a⅛ θ)*>*  = <⅛l ω*  + ‰ Θ<1*,VaSυ√= aΓd)√*  ω*+ aia>j(«s Θ,1,ttuä® — a® ωlkih v(1)k f(1)A — afi ω,kh τ∕1>fc г>(1)А = hfl ωl + A®(1)f 0(1)/, 
Vh↑1,i-2af Wl-arw∙ωlkh ^>k v<*≈h⅛ il ω' + ∕‰ωj Θ4

(2.1)
где

atjk~aUcJ> a%(l)k~aii(l)Jk> fl"(l)j(l)k — flft(l)fc(l)√∙
hfi = hfi, hįįiįi = ħ* 1)it, h(1yi (1)J = A* 1)j(1)i.Если m = n, то матрица ∣∣ a? ∣∣ является квадратичной (a — номер строки, 

i — номер столбца) и, естественно, можно рассматривать тот случай, когда a = det∣∣<tf∣∣≠0.Например, a≠0 при flfa = δjt, где S? - символы Кронеккера. В этом случае всегда существует система величин:¾ = ⅛ . (2-2) 
которые образуют тензор, обратный тензору а,® .компоненты которого удовле­творяют системе дифференциальных уравненийVai = ¾ ωi + ¾,w Θ<l4 (2.3)причем flft¾ = δj, ajt⅜ = δg. (2.4)Из условий однородности системы (1.15) при преобразованиях, определен­ных формулами (1.17), следует

^d)7-^ = 0. (2-5)Свертывая систему величин hflij с тензором a,a и vωj, учитывая последнее уравнение системы (2.1) и формулы (2.3), (2.5), получим систему величин(2-6)которая удовлетворяет системе дифференциальных уравненийV Я1 - I ωjk v(1* v(1)k = Hjωj + ,Hj 0(1)/, (2.7)
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причем
Hi = ς>2Hi.После двухкратного частичного продолжения этой системы получим систе­му величин ''Hjk, удовлетворяющих системе дифференциальных уравненийV" Hjk - ωjk = "H)kl ωl + mHjkt Θ<^, (2.8)где
" ττi  ', rri m τji  m irinjk~ nkj> nJk~ njk∙Из полученной системы дифференциальных уравнений следует, что величи­ны ''H]k образуют объект симметрической аффинной связности, инвариант­ный относительно преобразований, определенных формулами (1.17).2. Если т = п и а? =а? (xj'), то система дифференциальных уравнений диффе­ренциально-геометрического объекта (а®, ha) имеет вид:Vα7 = ⅛∙ωy,ųA“ — af ωjkl vMk ι><x>,= hj ωj + h* lfj ∙ 0(1)ЛПродолжая систему дифференциальных уравнений (2.9), получим:
yafk-afω∣k = afkl ω,,UÄ“ — af ωlkjh vr>k v(r)h — afj ωlkh v^k zA1)A = hfk ωk + hf1)k Θq>λ,VΛ(1)j∙ — 2α) ω]k vil>k = ωfc + hcfoj∙wk 0(1)fc, 

(2-9)

(2.10)

(2.11)

где ^αv(i)k = ^(i)k(i)√> hfk = hkj, htj(1yk = Λt(1)fc7-. aa∙kl = afk.Если α=det || a↑ (√)∣∣≠0, то всегда существует система величин (2.2), кото­рые образуют тензор ¾, обратный тензору df, и компоненты которого в этом слу­чае удовлетворяют системе дифференциальных уравнений*1 *г ;Vα≈ = ¾ω7и соотношениям (2.4).Продолжая систему уравнений (2.11), получим♦ i . *k  .∙ *i tV¾ + fl≡ ω,kj = aajk ωk,* I * i
aajk = aakj .Рассмотрим систему величин∏'=∣ A∙¾,где

(2.12)
(2.13)

lΓ = ρ2IΓ.Очевидно, чтоV∏i- I ωi, ι>ω*  √W = ∏∙. ω>+,∏j ©<w,где
∏J=A (⅛*¾+⅛∙¾),
,∏J = 2 a« ■

(2.14)
(2.15)
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Частично продолжая систему (2.14), получимv'∏]-ω⅛ √1>t = '∏!t ωt + "∏⅛ Θ'1>fc, (2.16)V"∏'4 - ω⅛ = "∏⅛p ω' + ^∏,'k, Θ⅛, (2.17)

n¾=^∏*√∙  ^¾p=,,∏⅛*>

*∏Jk — ^2 ⅛<nj∙<l)k > (2.18)
w∏i 1 La 5,
lljkp~ 2 П (l)j(l)k(l)p ““ ’ (2.19)

*¾p = ~2 (⅛)7(l)fcp flα + ^(1J√(1)*  а«р)’ (2.20)причем ¾ = "∏Jfc.Таким образом, система величин "∏Jfc, определенная формулой (2.18), является объектом аффинной связности без кручения (это следует из уравне­ний (2.17)). Эта связность инвариантна относительно преобразований (1.17).Из работы В. И. Близникаса [3] следует, что тензор кривизны связности T[J вычисляется по формуле (см. [3], стр. 162, формула (II. 15)):¾ = ,∏bfci ~ ¾ ∣s∣ (2.21)а величины R,jkp и σjkp, являющиеся соответственно первым и вторым карта- новым тензором кривизны усеченной аффинной связности "∏jk (см. [3] стр. 163, формулы (II. 19)):∕‰ = 2(4‰-"Π⅛ "∏'ls + '4‰sl 'I⅛), (2.22)⅛p = ‰∙ (2.23)В данном случае величины, определенные формулами (2.21), (2.22) и (2.23)имеют вид
Rjk — 2 WwjkJ a<*  ÷ ⅛)y a! a i kJ ~ ∣(1) s ∣ ⅛ Jkl аа αβ)> (2.24)
¾p = ^(ti)√∙ Ki) kpl aa + hfi)j [(1) k a∣alp]- hf1)j [(1) k pj (1) s ×

× αα ар + [(1) fc i (i)S i Al(1) p] aa öß, (2.25)
i 1 La *'

σ√∙fcp - ~2 ,1(l)j (D k (1) p fla∙ (2.26)Пространство линейных элементов L<1> с линейной дифференциально-геометри­ческой связностью (2.15) назовем ассоциированным пространством (L<l∖'ΠJ). Докажем следующую теорему.Теорема 1. Для того, чтобы система дифференциальных уравнений (1.15) при af=af (xj) была эквивалентна системе дифференциальных уравне­
ний √2h + "¾(x) √ιυ √ι)Λ = o, (2.27)



542 3. Ю. Лупейкис

которая является системой дифференциальных уравнений геодезических 
кривых ассоциированного пространства 'ΠJ), необходимо и [доста­
точно, чтобы

⅛,=0∙Необходимость. Пусть система дифференциальных уравнений (1.15) совпадает с системой (2.27). Тогда связность "∏jjk, определяющая геодези­ческие кривые не зависит от г>(1);, а зависит только от xi. Из (2.18) следует, что ⅛)7∙(i)k = A(i)√ (i)k (*)•Тогда
Λ(l)j(l)fc(l)p = O,а из (2.26) следует, что⅛, = θ.Достаточность. Пусть ⅛p-θ∙ Так как тензор aia невырожденный, то ⅛)√(i)k(i)p=θ' τ∙e∙Λ(ti)∕(i)k = Λ(ti)j(i)k (*)•Введем обозначениеΛ(ti)Λi)k = ⅞ (*)•  (2.28)Тогда выражение (2.18) перепишется в виде'¾-lгде bjk удовлетворяет системе дифференциальных уравненийV⅛λ - af ω∣k = tykp ωp∙Из условия однородности (1.19) следует, что
‰1)k *ωk = h⅛j,

h↑lij v^j=2ha.Свертывая выражение (2.28) с vωk и √11', в силу предыдущих равенств, по­лучим Aα = γ bjk v{i)J ü(1)fc,а система дифференциальных уравнений (1.15) примет вид
af√2',+-i ⅛tω√>*-0.Свертывая полученную систему дифференциальных уравнений с тензором 

аа, получим√2>4"ΠJk√ιv√1* = 0.3. После симметризации по нижним индексам системы величин aį из ервого уравнения системы (2.10) получимVa⅛)- af ωlj ~ aij)k ω*∙
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Свертывая полученную систему дифференциальных уравнений с тензором 
aa, получим объект аффинной связности без кручения (2.29)причем

Объект аффинной связности (2.29) охватывается подобъектом второго порядка (af, aį) дифференциального продолжения объекта (af, ha). Объект аффинной связности (2.29) совпадает с объектом аффинной связности (2.18), если Ä“ = ö(“k) v(1}j v(1)k,т. e. для системы дифференциальных уравнений вида 
aa v(2)i aa^ v<l∖j τ,(l)Λ _ Q (2.30)В этом случае система дифференциальных уравнений (2.30) определяет поверхность геодезических кривых, соответствующих аффинной связности без кручения (2.29).4. Если система функций aį симметрична по нижним индексам, то непо­средственное свертывание первого дифференциального уравнения системы (2.10) с тензором aia дает объект инвариантной аффинной связности без кру­чения (2.31)причем

Для системы дифференциальных уравненийαf(x)√2>'+⅛(x) √1>' √ιv = 0объект аффинной связности (2.31) совпадает с объектом аффинной связнос­ти (2.18) и эта система обладает вышеуказанным свойством.§ 3. Случай m = п + 11. Если m≠n, то построение геометрии системы дифференциальных урав­нений (1.15) связано со значительными алгебраическими трудностями и поэ­тому мы рассмотрим только случаи, указанные в § 1. Из них наибольший интерес представляет случай ти = л+1 при условии, что ранг матрицы ||а?| равен п. В этом случае существует такое ковекторное поле wα, компоненты которого удовлетворяют системе дифференциальных уравненийVwa = mak ωk + 'mak Θω* с частичным продолжениемV'mai = ,maij ω' + ⅛⅛' Θωy, ⅛alj = "majl, 
V"m<ui = "maijk ωt + "mιajk Θ<1>t, "maijt = "maikj,что система уравнений (см. [1])
а*  ma = 0

(3.1)
(3.2)
(3.3)



544 3. Ю. Лупейкисимеет решениеwα = λmα, (3.4)определенное с точностью до скалярного множителя λ (его мы будем считать функцией от xj и √υ∙z, причем√λ = λiω'+'λ1Θω'. (3.5)Продолжая дифференциальное уравнение (3.5), получимvλj-λkΘ^ = ⅛√+⅞^,V'λi = 'λ0.ω> + ‰Θω< (3.6)
λ∣7 = λj>. ‰ = ‰ "λiJ = "λ∕i-Тогда функция
F=h*ma (3.7)удовлетворяет условиямF=p2F, F=∖F. (3.7')Так как имеет место второе уравнение системы (1.16) и (3.1) то, дифферен­цируя обычным образом функцию F, получимtZF=Fiω' + ,FiΘ<1∖ (3.8) где Fi = AΓwa + A≡ mai,

,Fi = hfιyima + ha 'mai.Частично продолжая последнее уравнение системы (2.1), получимV‰(d,∙ - 2a≡(1),∙ Θ<1>p - 2fl⅛ Θ<-^ - 2a- ωξ -- ⅛)1(1)> ⅛ ®<1)4 ®<1)А = Λ<i)i(i)⅛ ω*, + *(i)i<ιυ(ι> p θωp. (3.9)
А (l)i(lUd>P = Ä (l)i<l)p(l)j∙Дифференцируя обычным образом систему (3.3) соответственно один и два раза, получим равенства (в силу линейной независимости форм ω', Θω'), связывающие компоненты дифференциальных продолжений тензора а- и ковектора та:

af^ima + af'mal = Q,⅛(i)i(i)∕ ma + a“(1)i 'mal + a“(1)J ,mai + a“ "mail = 0.После двукратного частичного продолжения уравнений (3.8), учитывая пре­дыдущие равенства, получим симметрический тензор"⅞=Л a>∣(ι>7 m«+h a>i 'm∙4+h au '"⅛+A“ "m<w (3.10)Если будем считать, что в пространстве L<υ финслерова метрика введена при помощи метрической функции F (определенной формулами (3.7)), то симметрический тензор (3.10) является метрическим тензором этого простран­ства. В дальнейшем этот тензор будем обозначать через giy, т. е. gij≡"Fij. Естественно рассматривать тот случай, когда метрический тензор не вы­рожденный, т. е. когда det || gij || ≠0.
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Так какVSv =gtjk <»k + 'gιjk Θ,1,4.где ,gijk симметричен по всем нижним индексам, тоV 'gijk = 'gijkl d + "gtjkl Θ,1,'.

glgijk-gri <⅛-gtp ωffc-⅛ij∙p Θpp=gijki ω' + ‰ι Θ,1,'. (3-11)
gijkl Sijιkf gijkl Sijlk’ Sijkl Sijlk∙Из систем (3.1), (3.2), (3.4), (3.5) и (3.6) получим формулы преобразо вания компонент дифференциальных продолжений ковектора ma при пере­нормировке ковектора ma, т. е. при изменении финслерова пространства в пучке финслеровых пространств, определяемом скалярной функцией X:wαi = λi ma + λ mai,

'mai = 'λima + λ, mai,

,ifιaij = λ ,mctij + λi ,way + λj∙ 'wai + 'λij ma,

nmaij = λ "maij + 'λ, 'maj + 'λj ,mai + "λij ma.Используя предыдущие формулы и формулы (3.10), получим закон преобра­зования тензора gij относительно преобразований (3.4):
g∣j = λgtj + 'λs (Λ <1)∣ ⅛ m. + h↑lij Ssi m1 + A“ 8) 'm.j∙ ++ А- δj 'mai) + 'λ,7 A-m.. (3.12)Рассмотрим тот случай, когда преобразование (3.4) индицирует конформное преобразование метрического тензора gij рассматриваемого финслерова про­странства, т. е. когда
gij = ^SiP glj=8ij- (3.13)При этом имеет место следующаяТеорема 2. Преобразование (3.4) индуцирует конформное преобразо­

вание (3.13) метрического тензора gij в том и только в том случае, когда λ=λ(x).Доказательство. Для того, чтобы преобразование (3.12) тензора gij, при преобразовании (3.4) конвектора wa, было эквивалентно преобразова­нию (3.13), необходимо выполнение одного из условий:а) λ = λ(x),б) "λi,∙ = 0, 'Fi'λ,∙ + ,F∕λ1∙ = 0, (3.14)в) 'F√λ,. + 'F∕λi + F'λi,. = 0. (3.15)Если λ=λ (х), то 'λi=0, "λ,7=0, т. е. имеет место формула (3.13). Покажем,что из условий (3.14) или (3.15) следует λ = λ (х). Из условий однородности системы дифференциальных уравнений (1.15) и из системы уравнений (3.3) следует wa = wa и ma = iha.Тогда из формул (3.4) следует, чтоλ = λ.
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Так как имеют место предыдущее равенство и формула (3.5), тоzλ1 √ιw = О,∖√w÷'⅛ = 0.Свертывая выражение (3.14) с vωi и учитывая полученные равенства и то, что zFi √1>' = 2F,получим2F'λy = 0,т. е. что zλ7∙=0, так как в нашем случае считаем, что F≠Q. Отсюда следует, что λ=λ (х).Аналогично, свертывая равенство (3.15) с √υ,' и учитывая предыдущие формулы, получимFzλy=0,т. е. zλj=0 или λ=λ (х). Теорема доказана.Задача состоит в том, чтобы, имея тензор glj, сконструировать объект связности, общий всем финслеровым пространствам вышеупомянутого пучка финслеровых пространств и инвариантный относительно преобразо­ваний, определенных формулами (1.17).Образуем систему функций
×L (= 2- gn (gilk +gjf,-gk,j)∙ (3.16)где gj, — тензор, обратный тензору gjl, т. е.
g,'g∣l = ⅛ (3.17)

и удовлетворяющий системе дифференциальных уравненийvg∕'=g⅛'ω*  + ⅛'Θ<1>fc, (3.18)причем g" = λ"1g'7, gjl=gjl- (3.19)Дифференцируя выражение (3.17), в силу линейной независимости форм ωf, 0(1)/, получим
gijkgll+gijgjk=^f

,gijkgjl + gij,gji = ^>

gij'gJkV(1)i = 0, (3.20)
"gijkp gjl v(1)i + gij agjkp *> (1)f = 0.
gij "gilp ^r>i+gpj 'gjk = Q,

gij "gjkp ®(1)p = θ∙Кроме того, из формул (1.18) и (3.13), а также из симметричности тензора zgij∙k по всем нижним индексам, следует:
'gijk *> ω' = 'gijk vωι=g'ijk vωk = 0. (3.21)
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Из (3.11), (3.16) и (3.18) следует, чтоV¾ - 4l - у в" ('g>Je + ⅛p ®‘1>р - ⅛Mp θ71,',) ≡≡0(modω', θ,l").Так как из первого равенства (3.13) и из (3.11) имеем, что

'gijk = × Sijkι

Šijk = ^Sijk + λkgijktто заметим, что½ = -⅞ + G⅛ ⅝ = ⅛,где Сй= I (8J8'+δfδt-gklg,s),

Из (3.21) и (3.22) видно, что система функций
H'= X'ki √1,t √1>iудовлетворяет системе дифференциальных уравнений уЯ'- <4. o<1>t ®(1>'=Я'ω', + 7Γj'Θ<1⅛,, причем Я'=р2Я', ∕f' = ff' + Gβ√1>i√1>'λ5.Частично, продолжая полученную систему (3.26), будем иметь Δ' Я' - 2Θ<l>'= 'Я', ω' + "Я', Θω',V" Hlpt - 2ω't = "H1pts ωs + "Hlpts Θ<1>', 
"Hlpt = "Hltp.

(3.22)

(3.23)
(3.24)
(3.25)
(3.26)
(3.27)

Из последней системы дифференциальных уравнений следует, что величина£2 (3.28)образуют объект аффинной связности без кручения для соответствующего финслерова пространства, т. е. зависящий от λ, причем из (3.20), (3.24), (3.26), (3.27) и (3.28) следует, чтоf', = Γ',+ '(¾λ,, г;, = г;,, (3.29)где "<⅞ = G⅛ - у ⅛ g,i vf°' - į gfl ,gl,s √1>' -gti⅛>ω**' 1,'. ^¾ = '¾∙Вопрос отыскания аффинной связности без кручения, общей для всех финслеровых пространств пучка финслеровых пространствΛi=ζr+∙⅞ft,Λ',= Λ'r, Λ', = Λ',, (3.30)
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сводится к конструированию на пространстве Lθ> такого ковекторного поля φs, которое преобразуется при преобразованиях (3.4) по формуле,φs=φs-λs. (3.31)Обозначим
н=нкк,тогда
H=H-Qsλs, (3.32)где
Qs = j gki 'gspp vir>k vfr>i-n 8; √1>,.В результате трехкратного частичного продолжения выражения (3.32) полу­чим тензор ",Htjq, преобразующийся при преобразованиях (3.4) по формуле‰ = ‰-‰λs, (3.33)где выражение Qstjq составлено из компонент тензоров gij, gij и компонент их дифференциальных продолжений до третьего порядка включительно.Из условий (3.7') и (3.13) следует, что тензор

j-tq _ pgtqобладает свойством
=ft4.Вводя обозначения

Xj=ftqmHtjq,

Ssj=ft<lQstiqи свертывая равенство (3.33) с тензором ftq, получим:
Xj≈Xj-S}λs, (3.34)где S∕=f[(n + 2) ⅛+g” 'g,jq 'g>∙+gijg'< "g‰ √1>' ++ 2 "gįį, о'1’/ +1 gu g-я ""gp>pq √d⅛ √ι><] . (3.35)Так как SJ√1^≠O, то будем рассматривать случай, когда матрица ∣∣ Sį Į| не­вырожденная, т. е. когда det || Ssj || ≠0. Тогда всегда существует матрица «|| S∕∣∣, обратная матрице || Ssj ||, причем
S°jSjk = 4-Свертывая (3.34) c Sį и обозначив= -У/получим
⅛ = <Pk-λfc. Φ⅛ = <Pk∙Таким образом, доказана
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Теорема 3. Если тензор (3,10) и матрица, составленная из элементов (3.35) не вырождены, т.е. det || gij ∣] ≠0, det∣∣S)∣∣≠O, то всегда существует 

аффинная связность без кручения (3.30), общая для всех финслеровых про­
странств пучка финслеровых пространств (L<1∖ F), ассоциированного 
пространству Lj,1∖ и инвариантная относительно преобразований, опре­
деленных формулами (1.17), т.е.Λ', = Λ',, Λ',=Λ',.2. Если α∙t=α∙t (xi), то система уравнений (3.3) имеет решение (3.4), опреде­ленное с точностью до скалярного множителя λ, причемJλ = λiω'. (3.36)Тогда из величин afj, удовлетворяющих первому дифференциальному урав­нению системы (2.10), можно построить тензор

alj = a%ma, (3.37)удовлетворяющий системе дифференциальных уравненийV¾ = ¾ωi, ⅛ = ⅛j∙ (3.38)и симметрический тензорi>,7 = 0(0∙), (3.39)удовлетворяющий системе дифференциальных уравненийV* υ = ⅛ω4. bijk = bikj. (3.40)Так как система (3.1) в данном случае примет вид∖7wα = wa, ω',то
b>jk = a*ij) k wa + alu, mxk, aijk = afjk ma + a<fjmak.Продолжая систему (3.40), получим
4bijk ~ blj ω!k — bιl ωj∖ = bijkl bijkl = bijlk'Величины Xji, определенные следующим образом:*∕,=∣ ⅛*'‰+‰- m. (3∙41)где bijk — компоненты продолжения тензора bij, а bkl — тензор, обратный тензору bkh удовлетворяющий системе дифференциальных уравнений
^bkt=bksl ωs,называются неголономными символами Кристоффеля второго рода или коэф­фициентами внутренней связности тензора bij.Дифференцируя выражение (3.41), получимV¾-ωfi = ¾ω∣>, (3.42)где X}ip - рациональная функция компонент объекта (a↑, aį, aįk, afj∣a), явля­ющегося подобъектом дифференциального продолжения объекта (a*,  ha).

8. Leid. Nr. 10895
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При конформных преобразованиях тензора bij∙.

bij=Mij, (3.43)где λ=λ (х), тензор blj преобразуется по закону:jμ∕ = λ-ι^а также wβti = λi wa + λwai,
^ijk — К bij ÷ ^bijk∙При этих преобразованиях величины Xji преобразуются по формуле:⅞ = ¾+⅛λ4, (3.44)где ⅜=∣ (8J8)+8!8j-6'*Z> ji)t

И

⅜= G<f,.При помощи неголономного ковариантного дифференцирования (см. [2]) построены ковариантные векторные поля
ъ=ър;, ≠<=<U∕s.причем Ψ1 = 4'l-λp Ψι = Ψf-λpгде
φs = bu(D*  D*  а?) та,

S Jφ, = bu (D*  Dt c%) ma,,
j Sa pf и qį — тензоры, обратные для тензоров

Pts = ~2~ blt ats ÷ n⅛tst

<lts = j Walj bts + btt asl - blt ais) + δ' (3.45)
х

(D* — линейный дифференциальный оператор, определенный следующим образом:S.a?=a?w-<«4,и обладающий всеми свойствами ковариантной производной). Этим полям*Ψ1 и Ψ1 соответствуют объекты аффинных связностей без крученияΛ>^+⅛'ψ,.ψΛ⅛.=^+⅛'ψl,т (3.46)
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инвариантные относительно конформных преобразований тензора bij, т. е.

т тТаким образом, доказанаТеорема 4. Если тензор (3.39) и тензоры pts и qts не вырождены, т. е. det И bij И ≠0, det ∣∣ pts ∣∣ ≠0, det ∣∣ q*  ∣∣ ≠0, то всегда существуют аффинные 
связности (3.46), инвариантные относительно конформных преобразова­
ний (3.43) тензора bij.3. В частном случае, когда a*=dι  (xi) и величины Ą удовлетворяют условию ¾=0, т. е. когда

bij≡aij,ковекторные поля φ' и φ' ищем в виде:
<f's=wail(Ds Djdf)m,,

¾ = wati (Dj Ds <$) т„ (3.47)
Xгде Ds — символ неголономного ковариантного дифференцирования (см. [2]) и w — произвольный скаляр.Из требования, аналогично требованию (3.31), получим2

w~ 2+п •Тогда выражения (3.47) примут вид:'rf = 2⅛ aii(DsDjO})m^

^^-nall(DjDsa↑)mv

Таким образом, этим ковекторным полям соответствуют аффинные связ­ности без кручения ΛJl- и Alji, инвариантные относительно конформных преоб разование тензора aij (ασ=λalj∙, λ = λ(x)j :
Λ'l = Λ,', + ¾φb<р'
ΛJi=⅛+¾⅞,Φ,где
×ii≈ ⅛ ak,(aβa+a∣c∣j-aijlc),

G⅛= ½- (δj 8∣ + 8,l δ}-ab ajl), а akl — тензор, обратный тензору ata.

8*
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§ 4. Случай т = 11. Если т=1, то система дифференциальных уравнений (1.15) превра­щается в
ai(χJt √1)')√2>' + A(√, √1>'>0, (4.1)а дифференциально-геометрический объект (αi, А) удовлетворяет системе дифференциальных уравненийVαι = α∣∕ ωl + aiau Θtl>∖ (4-2)продолжение которой имеет вид:
vaij~ak ω(j~ai(l)k θ√1^ = fliyk ωfc + ¾(i)kVai(l)7 = ai(l)Jk ωk ÷ ai(l)j(l)k 0(1)fc, (4.3)
yhj — ¼ιμ 0∫1>i — aij ωikl √1>*  vfr>l — ai ωkjl v(1)k v(1)l = hjk ωft + Aj(1)Jk 0(1)fc, V¼i)√ - %aι θy1)1 - fli(i)√ ωici v^k ^(1)/= A(i)y-jt ωfc + h(1yj(1yl 0(1)*,где
aijk — aikJ> aij(l)k — ai(l)kjt ai(.l)j(.l)k ~ ai(l)k(l)j>

hjk = hkj, hj(1)k = A(1)jtj, A(lλ,∙(1)k = A(1jfc(iw.Из условий однородности дифференциального уравнения (4.1) (которыев данном случае имеют вид ai=ai, h = p2h) следуют тождества aκυy √υy = O, j
⅛∕(i)*≠ v v(1)fc = 0, Į⅛∙ + ¾1)j(i)k^υfc = 0, Г k * }2fli(l)7∙(1)k + ai(l)7(l)k(l)I ®(1)/ = θ, I
ai aj(i)i ®(1)/ + aj al(1)i v(»1 = 0 >(здесь af(i)j(1)⅛(i)1 — компоненты частичного продолжения второго уравнения системы (4.3)).В этом случае всегда существует функция
F=(ai √1>'∙)2,удовлетворяющая дифференциальному уравнению 
dF=Fiωi + fFiQ^it

(4.5)
(4.6)где

Fl = 2ak au vf-r>k √1>,,

'Fi = 2ai ak √1>λ + 2ak al(1)l v(1)k v(1)l,причем
В дальнейшем введем обозначения al√ιw=aβ, т. е. индекс о будем ставить вместо той буквы, по которой производится свертывание.
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Так как из второго дифференциального уравнения системы (4.3) следует, 

ω +α(∕(ib)(i)Λ θ ’ (4.7)то всегда существует симметрический тензор/у = 1/1Ла(да) + а,ау, (4.8)удовлетворяющий системе дифференциальных уравненийVΛ=∕ij∙kωfc + ‰Θ^, (4.9)где •Лл = а<* а(/(1)у) + Л®а(/(1)у)л + а» aj + ai ajk,

,fijk - ao(1)k а(/(1)у) + ak + ao а(.(]) ,)(|)fc + aj al(1)k + ai ajtiyk,причем
fij =fj‘Продолжая систему (4.9), получимΔ‰=W+‰θωz.V⅛ -fu <4 -fa ω}k - 'ftjl ΘV * ≈fijkl ω' + 'ftjkl Θ∞', (4.10)
fijkl =fijlk» f Ulk = 'fijkl» "fijkl = fijlk •Заметим, что
fi.vd)J^0, fijvωiv^≠0и в дальнейшем будем рассматривать случай, когда det ∣∣ fij || ≠0.В работе [1] доказано, что компоненты тензора fij однозначно определяют евклидовую связность картановского типа, если det ∣∣ Hj∖∖ ≠0, det || H]f || ≠0, где
Htj = 8j+fkfkoj,= 8J ⅛ +1 ∕*  ‰1~f,k ‰ +flpfqk ‰, ⅛ 'f<,,l, (411)причем
HikHjk = ⅛ Hjc Hik = δtj

nfd- тензор, обратный тензору fij.Так как величины
f tok — 2 (flo(l)k αo(l)< ÷ ak ao(l)l ÷ ao flo(l)i(l)k ÷ ao ai(Y)k) ÷ ai flo(l)k∙ (4.12)

fojk = 2^ (flo(l)k flo(l)√ ÷ ak αo(l)√ ÷ aoflo(l)J(l)k ÷ ao aJ(l)k) ÷ aJ flo(l)k>

fook <* 0 ^o(l)k

не равны нулю, то построение евклидовой связности картановского типа проводится в общем виде. Условия теоремы, доказанной в [1] выполнены.
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Евклидовая связность картановского типа, присоединенная к тензору 
fij, определяется при помощи форм связностиω' = ω', ωj=ω' + Γ⅛ω*  + ¾Θω*.  (4.13)Если 0(1)Z — qj]⅛,
ТО §(!)/ = 0(1)∕ + рй t,(l)k ωl + cjci v(l)k 0(1)/. (4.14)Так как должны быть выполнены условия, указанные в [1]г ⅛=⅛ ¾=p→ς'i, (4.15)2o qλ√1>k=o, (4-16)3o V∕y≡4rv-∕<>ωI-∕<lωy' = 0, (4.17)40 ¾ = ¾, (4.18)5o Γ,⅛=Γg, (4.19)где r7∕=rft-¾∏i√"', (4.20)то, учитывая (4.14), (4.16) и (4.18), получимΘ<ι>'=Θω'+Γ*∣  ω'. ω} = ωj - Γft' ω*  - C⅛ Θω*,  где Г$ имеет значение (4.20).Так как условие (4.17) равносильно равенствамV*∕ y ≡‰k - ‰ Гй -Л W -f,i ГЙ5=0. (4.21)'V√i> ≡ ‰~f,t qk-fpi С& = О, (4.22)то циклируя по нижним индексам выражение (4.22) и свертывая с тензором /Л, получим выражение

Са = у ft, Cfilt + ‰i - 'fui). (423)Из (4.16) и (4.22) следует, что‰=0.Введем систему функций×kv = 4 Л’ ‰ +fsjl -Λ<1)∙ (4-24)Циклируя по нижним индексам z, j, к выражение (4.21), получимП' = Ą -1Л (‰ I‰ + ‰ Γ'i - ‰ Γ¾). (4.25)
Свертывая полученное выражение c имеемГй=ą - ⅛ Л ('fojp I‰+‰ ¾-‰ Γ¾). (4-26)
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Свертывая выражение (4.26) c v(i)k, получимΓJ0'= П, - у fj, ‰ Γ‰ + ‰ I‰ - ‰ Γ¾) (4.27)или

HL Г“ = X,m + j /■" ‰, Γ⅛. (4.28)*После свертывания последнего выражения с Я) получим= Я) X,κ + 4 H∙ιfi, ‰ Γ¾∙ (4.29)
Подставив выражение (4.29) в (4.26) и учитывая, что Γ^=Γ'fc, имеем

H,k"m Г” = ¾ - 4 f', ‰, ⅛ X⅛. (4.30)
Свертывая выражение (4.30) с тензором Н*,  введенным?с условием

H⅛lHtf = ⅛ V,

ff⅞J⅛=⅛S",получим
Подставляя выражение (4.31) в (4.25) и используя (4.20), получим значе­ние объекта искомой связности однозначно.Таким образом, при m=∖ и ai=ai (xj, √υ7) существует тензор fij, для ко­торого однозначно определяется обобщенная евклидовая связность карта- новского типа, присоединенная к этому тензору.2. Если m=l, ai=ai(xj, √1^), но тензор α1∙πw симметричен по нижним индексам, то тензор (4.8) принимает видZ∙j∙ = l∕∣F∣αi(ιu + αlαj..Тогда выражения (4.12) имеют вид

'fiok =0, 
fojk = ^, 
fook = Q-

(4.32)
(4.12')

Будем искать евклидовую связностт картановского типа, определенную формулами (4.13) и удовлетворяющую условиям (4.15—4.20). В результате аналогичных расчетов получим (4.33)
¾=l∕'s(⅛ ^∕(l)s 4*  Oo Qi(i)sj 4" &ij as 4^ a∣ O∙sj 4^ Ooi fls(i)j 4" Qo fls(i)j, 4"4- a si Qj 4^ os a jį ^oΛj(i)is Qjs ūi Gj ois'). (4-34)
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Выражения (4.26) и (4.27) принимают вид

ΓS = ⅛-4∕λ‰⅛, (4.35)r0∙'=⅛,,где
*θθ ~fl3 Qs йоо .Подставляя выражения (4.35) и (4.36) в (4.25), получим∏f=¾-∣ ∕"¾‰+∣∕"Λ⅛‰‰, (4.37)а из формул (4.20), (4.33) и (4.37) имеемrį= X'lt - i ∕" (2‰ + ‰ - 'fr,1) (2X'λ-f" 'ftks Щ. (4.38)Итак, в случае симметричности тензора aiwjt получили, что объект евкли­довой связности картановского типа ((4.33), (4.38)j выражается через компо­ненты тензоров ai, ακιv и их дифференциальные продолжения.3. Если ai=ai (xj), то функции ai (xj) и h (xj, √ιw) образуют дифференциально- -геометрический объект (αi, А), удовлетворяющий системе дифференциальных уравненийVαi = α0∙ω7,VÄ — ai ωikι v(1)k vωι =hjωi+ hwj ΘωΛПродолжая систему дифференциальных уравнений (4.39), получимVαi7.-αkωJ = αijkωfc,ΔAj — А(1)р 0j1)p — ai ω,kjl v{1)k vωι — aij ωikl vωk t>ω,= hjk ωk ++ ¼(i>k θω∖V¼ιy “ 2ai ωlkj vωk=h^kljk ωk + hwj^k 0(1)Ä, где

aijk = aikj> hjk = hkj, hj(1yl = hwkj, A(1)7-(1)k = A(i)k(1)>. Частично продолжив предыдущую систему, будем иметьV⅛ - aik <⅛ - ail ωjk - al ω'jk = aijkl ωl,Vfy1)√(1)k — 2ai ωjk = A(1)y(1)kI ωz + h^jwk^ι 0(1)/, причем
aιjki = aijik> hwj(i)k(1)l = А(1);(1)1(1)к.Рассмотрим функцию
F=h-aijvωivωj,удовлетворяющую дифференциальному уравнению
dF≈Fkωk + ,Fkθ^k,

(4.39)

(4.40)

(4.41)
(4.42)
(4.43)где

Fk = hk-aijkvωi √1⅛ '⅛ = А(1)к - akj √1>' - aik vωι, 
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причем

F=p*F.После двухкратного частичного дифференциального продолжения диффе­ренциального уравнения (4.43) получаем тензор¾=¼D*α>∣-¾∣-⅛  (4∙44)удовлетворяющий системе дифференциальных уравненийV% = ‰tf+‰Θ⅛∖ (4.45)где
T∣ds = ¼l)fc(l)Is ~ akls ~ alks>

mPkls = Kl)kWl)s^причем
'Fkl = Ik’ "Pkl = nPkl∙Тензор "'Fkllp симметричен по всем индексам и удовлетворяет условиям
¾s ^5 = a,Fkls vW = tιrFkls № = 0. (4.45')В дальнейших расчетах введем обозначение "Fij=mij. Будем рассматри­вать тот случай, когда det ∣∣ mij || ≠0. Тогда существует тензор mjk, обратный тензору mjk и удовлетворяющий системе дифференциальных уравнений
τjmjk = mjlk ωl + ,mjk (4.46)причем
mjk = mjk, mjιk = milk, ,milk = ρ^1 'mjlk.Продолжая систему (4.46), будем иметьV"≈y⅛ - m>ι ωjt - mlj ω,lk - 'miβ ΘV>'=mijk, ω'+'mij∣c, Θtl>',V⅛ι = 'miju ω'+"miβt, Θ,1>'. (4.47)
mιju = mιβt< 'm∣βa = ,m∣βk, "mijkl = "miβk.В рассматриваемом случае всегда существует система функций
KLl = I m>, (mkβ + mβk - mikj), (4.48)

удовлетворяющая системе дифференциальных уравнений
vκ'kl - <⅛i - J m" ('mklp Θ)ι>' + 'mβp Θk<⅛ - 'm,kp Θ<⅛-) == ⅛sω∙+'⅛isΘ<i)∖ (4.49)Учитывая соотношения (4.45'), образуем систему функций
Ml=K∣civ^kv^i, (4.50) удовлетворяющих системе дифференциальных уравнений типа (3.26), частич­ные дифференциальные продолжения которой дают величины i 'M/и -i- "Mlpt, образующие соответственно объекты линейной связности и аффинной связ­ности без кручения.Таким образом, доказана
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Теорема 5. Если m=∖, al=ai (xj) и тензор (4.44) не вырожденный, т. е. II det mij || ≠0, то всегда существует аффинная связность без кручения, 
присоединенная к ассоциированному пространству (Ltf>, F) и инвариант­
ная относительно преобразований (1.17).Здесь под ассоциированным пространством (Lj⅛1ξ F) понимается под­пространство (Lj∙,∖ F) пространства (Lj⅛1∖ (ai,h)∖ .

§ 5. Случай w = 4, п = 2

1. В этом случае существует такое ковекторное поле тл (a≈l, 2), компо­ненты которого удовлетворяют системе дифференциальных уравнений
(а) (а) (Ь) (а) (а)

dma - wβ Θg + ma tSb = mai ω' + wa(1)i 0(1)/с частичным дифференциальным продолжением
(а) (а) (а) (а)

^mai - ma{X}k 0j1>*  = maij ωj + wai(iu 0<1>',
(а) (а) (а)vwaaji = Wa(1)ij. a√ + wa(1)i(1)j- 0<1>',
(а) (а) (а)

Vwa(l)i(l)√ = wa(1)i(l)Jk ω* + wa(l)i(l)j(l)k θ 1>∖

(а) (а) (а) (а) (а) (а)
wai√ = 7wa√i*  wai(l)j = rna(l)jlf wa(l)i(l)√ = 7wβ(l)√(l)i>

(а) (а)
wa(l)i(l)j(l)k = wa(l)i(l)k(l)j>что система уравнений (см. [8])

(а)
dj та = Оимеет решение
(а-) (Ь)
ma = Abma, det∣∣Λ⅛∣∣≠0,

(5.1)
(5-2)

(5.3)
(5.4)определенное с точностью до матриц || Ab || (их мы будем считать функци­ями от xj и v<r>j), удовлетворяющих системе дифференциальных {уравненийvΛg = <.ω'+Λ‰l.0<1>'. (5.5)Совокупность этих матриц || Aab || образует группу с инвариантными фор­мами ¾ причем

D7⅛ = ⅛cbκfζ>ac. (5.6)Тогда система функций
(а) (а)F=Aawa удовлетворяет условиям
(а) (з) (а) (6)F=P2F, F=AabF.

(5.7)
(5.8)
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Так как имеет место второе уравнение системы (1.16) и (5.1), то дифферен­цируя обычным образом функции (5.7), получим

(а) (а) (а)
dF=Fiωi+,FiΘ^i, (5.9)где
(а) (а) (а)Fi = Λ-twα + Aαwβl,
(в) (а) (а)'Λ = ‰ Wa + AaWa(1ji .Дифференцируя обычным образом систему (5.3) соответственно один и два раза, получим равенства (в силу линейной независимости форм ωz, 0(1)/), связывающие компоненты дифференциальных продолжений тензора af и Ko­ta) вектора та:

(а) (а)
fl∕(l)i'wa + a7wa(1)i = 0,

(а) (а) (а) (а)
flp(l)i(l)J tna + ap(,l)i w<x(l)J + ap(l)l ma(l)i + ap wa(l):(l)i = θ∙После двукратного частичного продолжения дифференциального уравне­ния (5.9), учитывая предыдущие равенства, получим систему тензоров
(а) (а) (а) (а) (а)

ij∙ = ⅛¾)i(i)j Wa + Λ(i)j Wa(1jj∙ + A(1y Wa(1), + Aa Wa(i)l∙(i)j, (5.10)причем
(а) (а) (а) (а) 

"р. ∙ = nF∙ nF = "F-∙rij Jl' Ч 4'Если будем считать, что в пространстве L<n финслеровы метрики введены
(а)при помощи метрических функций F (определенных формулой (5.7)), то сим­метрические тензоры (5.10) являются метрическими тензорами соответству­ющих финслеровых пространств.Из систем (5.1) —(5.5) и частичного дифференциального продолжения системы (5.5) получим формулы преобразования компонент частичных 

(а)дифференциальных продолжений ковекторов та при перенормировке ковекто- 
1(а)ров та, т. е. при изменении финслерова пространства в пучке финслеровых пространств, определенном системой матриц || Ab ||:

(а) (6) (6)
rnai = Abima + Abmai,
(«) [(&) (δ)
wa(ιjl = А ab ma(^i + A⅛1)i Wa,

(о) (*) (6) (6) (5)
ma(l)i(l)j = ÷ ^6(1)√ wa(l)i + Wa(l)J ÷ ma∙Используя предыдущие равенства и формулу (5.10), получим закон пре- 

(а)образования тензоров "Fij относительно преобразований (5.4)
(а-) (6) (6) (&)
^ij = -^b Fij + % ^√) ÷ ^b(l)i(l)J ∙ -^,∙ (5.11)
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Рассмотрим тот случай, когда преобразование (5.4) индицирует конформ­енное преобразование метрических тензоров "Flj соответствующих финслеро- вых пространств, т. е. когда
(а) (6)

"Fij = Ab ',Ftj. (5.12)Аналогично теореме 2 доказывается
Теорема 6. Преобразование (5.4) индицирует конформное преобразо- (а)

вание (5.12) метрических тензоров ''Fij в том и только в том случае, когда 
Λab=Aab (х).Рассмотрим относительный тензор

(а) (6)
hij = vab<^"Fikl∙Fjl, (5.13)где σab и σkl — соответственно ковариантные и контравариантные двухвек­торы (σflb = δ^, σkl=δfy, где δ^ и δ⅛ — обобщенные символы Кронеккера- Крамлета), удовлетворяющие соответственно дифференциальным уравне­ниям Vσflb = ~ %σab , (5.13)Vσ*'=2 σ*'<4  (5.13")Дифференцируя (5.13) и учитывая предыдущие ^дифференциальные урав­нения, получим
γhij + (2Ф‘ - 2ωf) hij = hijk ωk + 'htjk Θ<1*.  (5.14)Рассмотрим случай, когда относительный тензор hij не вырожденный, т. е. A=det ∣∣ hij || ≠0.Тогда величина
h = σiι'ι σi'i' hilh hi,h (5.15)удовлетворяет дифференциальному уравнениюd In h — 8ω*  + 4T)cc = hi ω*  + ,hi Θω,'. (5.16)Величины
Hij = huhij (5.17)(u — рациональное число) являются решением системы дифференциальных уравненийV¾-tfij∙{(8u + 2) ωj-(4M + 2) D'}≡≡0 (mod ω* ∖ Θω'j. (5.18)Если det (I A⅛ || = 1 (или D^=0) и u= --∣, то Hij образует тензор и
^Hij≈Hijkωk + lHijk^k, (5.19)причем
Hij = Hij, Hij = Htj, (5.20) т. е. тензор Hij является инвариантом относительно вышеуказанного пучка финслеровых пространств.
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Для тензора Hij всегда существует система функцийff*'(¾  + ¾-¾), (5.21)удовлетворяющих системе дифференциальных уравнений.

v Nį - <4 -1 Я*'  ('ffjlp Θ)1⅛ + 'Hl∣p Θ<1⅛- - 'ffljp Θ)l>') ≡≡ 0 (mod ω', Θω') (5.22)и обладающих следующими свойствами:
Nį = Nįj, ⅝ = N*.  (5.23)Так как и в этом случае величины ,Hijk обладают свойством симметричности по нижним индексам и условию 'Hijkvir>k=0, то, подобно (3.25), образуем систему функций
Pk = Nfjvωi √1>J, (5.24)удовлетворяющих системе дифференциальных уравнений
yPk - ωj∙ v™ vωJ = Pf ωl + 'Pf Θω' (5.25)и
Pk = p2Pk, Pk = Pk. (5.26)После двукратного частичного дифференциального продолжения получим выражениеr⅛=∣ V⅛, (5.27)которое является объектом аффинной связности без кручения, общим для всех финслеровых пространств пучка финслеровых пространств, определен­ных матрицами ∣∣4J∣∣, и инвариантным относительно преобразований (1.17), т. е.
Г- k_ ∏Jt р/с__ р/сIs Is’ * Is ∙1∙ Is ∙

(a)2. Если af=af(xi), то компоненты ковекторного поля ^удовлетворяют системе дифференциальных уравнений
(а) (а) (6) (а)tZwa-wβΘg + waDg = wai ω', (5.28)а дифференциальные уравнения дифференциально-геометрического объекта 

(af, ha) и его дифференциальных продолжений совпадают с уравнениями (2.9), (2.10).Если в данном случае ранг матрицы
о* a? af

ai2 <⅛ a32 «2

aiι ⅛ a∏

aj2 a?2 <⅛ ff12

fl22 a22 <⅛ a22 I



562 3. Ю. Лупейкис

равен 4, то на основании работы [8] тензоры
(а) (а)¾y = afωmα, (5.29)линейно независимы, и пару этих тензоров можно считать обобщенным тен- (а)зором. Тензоры ¾y инварианты относительно преобразований, определен­ных формулами (1.17), и охватываются подобъектом второго порядка (α7,⅛∙) дифференциального продолжения дифференциально-геомертического объек­та (a?, A“), т. е. имеем

(а) (а)V¾=⅝√, (5.30)причем (5) (а) (а) (ft)¾,=‰. ‰=ΛΖ¾∙ (5.31)Рассмотрим относительный тензор(а) (ft)⅛ = <⅛o* ,‰‰ 9ij = 9ij, q9≈q,f, (5.32)где σaf, и σkl — соответственно ковариантные и контравариантные двухвекторы. Проводя расчеты, аналогичные формулам (5.14) —(5.18), над величинами
9tj = Qu Qιj (и ~ рациональное число), получимvφi> - <?и {(8» + 2) ω) - (4м + 2) = φij∙, ω*.

(5.33)(5.34)При условиях, предъявленных системе (5.18), величины φij-, удовлетво­ряющие системе дифференциальных уравнений (5.34), образуют тензор, и уравнения (5.34) превращаются в систему уравнений видаV?i/ = 9ük ωfcс дифференциальным продолжениемVφijfc-φo∙ <⅛-φil ωjk = φijki ω'. (5.35)Образуем систему функцийΦ⅛= ∣V‰ + ‰-'⅛1). (5-36)где φfcz — тензор, обратный тензору φkl, а φ0∙1 — компоненты продолжения тензора φ,7.Из (5.35) и (5.36) следует, чтоVΦ⅛ - ωj∙ = Φ⅞p ωP, (5.37)т. е. в качестве объекта аффинной связности ΦJ можно выбрать объект Крис- тоффеля, присоединенный к тензору φ0∙.§ 6. Случай т = n ^2+

Если a↑=a↑ (xj), то всегда существует система функцийφf = A⅛-2α5√1>Λ (6.1)удовлетворяющая системе дифференциальных уравненийVφ*  = φ,√ω' + 'φ^Θ'w, (6.2)
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где <Р5 = Λ(i)l∙7 — 2α¾ ü(1)/, 'φ"∙ = A(1)i(iw — 2а%,причем Φ7=pφ".Частично продолжая (6.2), получимV4 = ⅛ ωfc + ⅛Θ<1>fc,а также%=⅛∙. 'φS=⅛Рассмотрим симметрический тензорHg=‰удовлетворяющий системе дифференциальных уравнений 

^Hį = Hįk^ + 'HįkQ^,

(6.3)
(6.4)

(6.5)
(6.6)где 'H* jk симметричен по всем нижним индексам и выполнены условия

'¾ = 'H°jk vW = ,Hξk √1>, = О, (6.7)причем
Учитывая то, что в рассматриваемом случае также имеет место условие 

∕h≤2λ, вытекающее из системы дифференциальных уравнений (1.15), имеем w≤3. Поэтому рассмотрению подлежат лишь следующие случаи: а) m = n=∖; б) л=2, ти = 3; в) и=3, wt=6. Из них наиболее интересны случаи (б) и (в). В этих случаях тензор Hji можно рассматривать как квадратичную матрицу (а —номер строки, перестановка ij— номер столбца).
1. Если л=2, ти=3, то всегда существует система величинtf⅛ = σ⅛σΛΛ (6.8)где σ,'ι'ι и σy,v, — контравариантные двухвекторы, удовлетворяющие систе­ме дифференциальных уравнений (5.13"). Величины (6.8) удовлетворяют системе дифференциальных уравнений- 4ωJ ω' + ,H^ 0(1)/. (6.9)При этом величиная= 3⅛J σα,α,β, σβ,0,0. Я«.9. №.0. (6.10) где σαιαjα, и σβl310, — ковариантные трехвекторы, удовлетворяющие системе дифференциальных уравнений типа

Vσ<X0γ = 6σa3γ Θq ,является решением дифференциального уравнения</1пЯ- (12ωJ-6Θ°) = ,ffi ωi + 'ffiΘω'. (6.11)Предположим, что величина Я?^0 (например, выбирая Я“ = 8“, где w — занумерованные перестановки ij, получим Я=1).
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Тогда величины
α ∂tfjобразуют тензор, обратный тензору удовлетворяющий системе диф­ференциальных уравненийV⅛ = ⅛ωfc + ⅛tΘω*.

(6.12)
(6.13)Так как ^ln Н=Н" dHį, то в силу (6.6) и (6.11) получим (сравнивая коэф­фициенты при одинаковых формах)

Hi>H∙,j= I s;.
HiiHfj= ± δ°.Проводя аналогичные расчеты для случая n=3, т=6, получим

или предыдущие формулы можно записать в общем виде Лй rrα 1
(m-ij∣1(n-l)Γ S«’2. Если и=3, тя=2, то существует выражение

пер детерминант которого вычисляется по формуле∏ = ⅛ σ'∙'Λ σ>∙w∙ σ*∙*A  σ,.'∙'∙ Я(1МА Hi,lM, H,,jm.Предположим, что ги пер детерминант ∏ ≠0 (например, приняв(1, когда или a = z, или a=y, или a, = i=j, 
Ну = <I 0 — в остальных случаях,получим П = 1).Выражение (6.16) удовлетворяет дифференциальному уравнению <∕lnΠ--⅛ (12 ωj-6Θj) = Πjω'+'∏i Θ,1>'.Рассмотрим тензоры

(6.14)

(6.15)
(6.16)

(6.17)
***.= ∂jn∏
^0t dtfį ’удовлетворяющие дифференциальным уравнениям типа (6.13). Очевидно, что тензоры 7⅛ и Hį связаны равенствами (6.14).
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Таким образом, при n=2, т=3; л = 3, /и=6 и при и=3, т=2 вышеука­занными способами можно сконструировать тензоры, обратные тензо­рам Hfj.Тогда существует система величинЛ = i<",-1)l2<"~l>l ⅛(Hξk + ¾-Я£у), (6.18)удовлетворяющих системе дифференциальных уравненийVJ⅛ - I ωji - (m-l)U"-l)∣ ⅛ Q∣Λl + 7¾ θjι⅛ _-'J¾ Θ<1⅛)≡0(mod ωit Θω'), (6.19)причем

уЬ=уЬ- (6-20)Рассматривая систему величин
Vp=ypki √1>*  √1∖ (6.21)проводя расчеты, аналогичные расчетам по формулам (4.50) —(4.53) и учи­тывая условия (6.7), получим систему величин Γ‰, удовлетворяющих систе­ме дифференциальных уравенийV∏l∙-ω‰≡0 (mod ω', Θω') (6.22)и ∏i = Γfk, f⅛ = Γ‰.Таким образом, получили, что, если (х) и величины m, п принима­ют одно из значений: л=2, ти = 3; и = 3, m=6; л = 3, w=2, то всегда сущест­вует объект аффинной связности без кручения Γgl∙, инвариантный относитель­но преобразований, определенных формулами (1.17).В заключение выражаю глубокую благодарность В. И. Близникасу за постановку задачи и помощь при ее решении.Вильнюсский Государственный Поступило в редакциюпедагогический институт 12.XII. 1968
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ANTROS EILĖS KVAZITIESINIŲ DIFERENCIALINIŲ LYGČIŲ SISTEMŲ 
GEOMETRIJOS KLAUSIMUZ. Lupeikis
(Reziumė)Straipsnyje G. Laptevo metodu nagrinėjami antros eilės kvazitiesinių diferencialinių lygčių sis­temų
Φ∙⅞)^+÷<)=°∙
(i, j, . . . = 1, 2, . . ., n∖ α, β, . . . = 1, 2, . . ., m) (1)geometrijos klausimai, kai m=n∖ m=n+∖∙t m=4, n=2∖ m=l, n — bet koks sveikas skaičius; 

m=2, n—3; m=3, n = 2∖ m=6, n=3.Atskirai išnagrinėti aukščiau nurodytų atvejų geometrijos klausimai, kai funkcijos α⅛riklauso tik nuo xl.Diferencialinių lygčių sistemos (1) geometriją suprasime kaip geometriją pirmos eilės tiesinių elementų erdvės Z∕1, su fundamentaliniu diferencialiniu-geometriiliu objektu (αjt, A“).Minėtiems atvejams surasti simetriniai afininio sąryšio objektai, invariantiniai transformacijų (1.17) atžvilgiu.
ÜBER GEOMETRIE DES QUASILINEARISCHEN SYSTEMS 
DER DIFFERENTIALGLEICHUNGEN ZWEITER ORDNUNGZ. Lupeikis
(Zusammenfassung)In dem vorliegenden Artikel wird mit Hilfe der Methode von G. Laptew die Geometrie des quasilinearischen Systems der Differentialgleichungen zweiter Ordnung
a*  (×i, 0,

(/, j, . . . = 1, 2, . . . , л; α, ß, . . . = 1, 2, . . . , m), (1)behandelt, wenn m=n; m = n + l; m—4, n = 2; m=l, n — eine beliebige naturelle Zahl ist; m—2, 
n=3∙t m=3, n=2', m=6, n = 3.Speziell sind die obenerwähnten geometrischen Fälle behandelt worden, wenn die Funktionen e“ nur von xi abhängen.Die Geometrie des Systems der Differentialgleichungen (1) betrachten wir als die Geometrie des Raumes £<*>  der Linienelemente der ersten Ordnung mit einem fundamentalengeometrisch­differentialen Objekt (aff, ha).Für diese Fälle sind symmetrische Affinzusammenhangsobjekte, Invarianten zu den Trans­formationen (1.17), festgestellt worden.


