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РЕПРЕЗЕНТАТИВНЫЕ ПОЛЕЗНОСТИ ИНДИВИДУАЛЬНЫХ 
ПРОФИЛЕЙ ПРЕДПОЧТЕНИЯА. И. Моркелюнас
1. Редуцированное множество полезностейИмеется конечное множество альтернатив a1, а2, ...» αn, для которых задан транзитивный порядок предпочтения ai>aj или ai~aj для iy j=l, ...» 

n={N}. Назовем порядок предпочтения между aj, j≡{N} профилем.Предположим, что существуют нам неизвестные полезности x = (x1, ...» хл)еЕл альтернатив α1, ..., an (Еп — л-мерное евклидово пространство). Так как нам известен только порядок предпочтений между альтернативами aj, 
Je{N}, то мы можем говорить, что вектор полезностей должен принадлежать множеству X (Л), индуцируемому заданным упорядочением альтерна­тив А. Определим это множество.Пусть отношение R между числами xi и xj соответствует отношению по­рядка и, если aiRaj в А, то следует xiRxj, где R между xi и xj означает „>" или „ = если ai>aj или αi~α7∙. Обозначим:

X (αi Λ aj) = { х = (x1..............х„) : xl Rxj, хеЕ„ } ,

X(A)= ∩ X(aiRaj).
i. iМножество X (А), как видно из его определения, равно множеству образов всех монотонных преобразований какого-то x0eX (А). Монотонность здесь означает, что преобразование не меняет естественное упорядочение x1, ..., 

х„. Так как каждый набор x = (x1, ..., х„)еХ (А) полезностей эквивалентен лю­бому своему линейному образу ах + Ь, где α>0, то с точностью до линейной эквивалентности множество X (А) можно заменить множеством X (А) с X (А):
пT(Λ) = {xeX(Λ)= V x,.= l, x,.>0∣.

7=1Профиль может быть задан не только упорядочением a1, ..., а„, но может указываться и порядок „разностей" aji=ai-aj, где al>aj, i,jE↑............ п. Аль­тернатива aį может быть интерпретирована как переход от aj к ai. В общем случае, наряду с порядком альтернатив α1, ..., ал, можно рассматривать порядок разностных альтернатив:⅛Σ⅞-⅛+∙∙∙+⅜-⅛--βΛ
⅛................. »I. 71..............h≡W
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и соответствующие полезности
xtl... ⅛ + ∙∙∙ ÷⅞~λ71~ ∙∙∙ ~xjk'Подробнее об интерпретации можно найти в [1].Мы полагаем, что порядок разностных альтернатив задается исходя из порядка a1, а„ и поэтому допускаем, что полезность xjl1'"⅛ альтерна­тивы ⅛'"jJc принадлежит множеству {x,ι+... +xi ×h- ... -x0fc}, где , 

..., x1i xj , ..., xjk координаты хеХ (А).

2. Репрезентативные полезности. Дискретный случайПредположим сначала, что в X (А) имеется конечное число точек, что ес­тественно, ввиду возможности существования уровня чувствительности Тогда X (Л) можно представить в виде таблицы:1 2 3 ... п

*1 

ат

<⅛1 *12 *18 • *1л

α21 *22 *гз ∙∙ a2n

ö/nl U m2 0/лЗ O,mn

(1
где aij — полезность Лой альтернативы в у-ой точке (z= 1, ..., m, j= 1, ..., п).На множестве всех конечномерных матриц определим вектор-функцио- нал ∕[T(Λ)]-(∕1[T(Λ)]........... Λ[X(Λ)]), ставящий в соответствие векторрепрезентативных полезностей альтернатив. Ниже мы сформулируем четыре требования к функционалу /, служащих впоследствии его определением.

Аксиома 1. Значения fi (X) не зависят от перестановки столбцов.
Аксиома 2. Если i-я строка имеет вид (а, а, .... а), то fi (X)≈a.
Аксиома 3. Если имеем f(C)=Q, то f (ХА- C)=f(X).
Аксиома 4. f(-X) = -f(X).В случае, если мы хотим, чтобы fi (А) выражала полезность альтернативы 

ai, исходя из матрицы полезностей (1), то аксиомы 1—4 выражают те интуи­тивные предпосылки, которым, возможно, руководствуется индивид при оцен­ке полезностей альтернатив.
Теорема 1., Существует единственное f1 удовлетворяющее аксиомам 

пΣ aiJ1 -4 и fi[X (Л)] = , где aij - элементы матрицы А, i=l, .... т;Доказательство. Заметим сначала, что аксиомы 1, 3, 4 позволяют при­бавлять к любому столбцу и одновременно вычитать из другого столбца любой вектор. Действительно, пусть матрица С имеет вид
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Тогда по аксиоме 1:

=/(С)."/"С1 С1 0 .... oξ ■ Cl -c1 .. • °\1[ -<⅛ 0 ..7 =/ 1С2 -с2 ..7A-c«,
Ст 0 ..- . ¼∏ ~Ст .. • 0 .Отсюда ∕(-C)-∕(C)=0,По аксиоме 3 матрицу С можно добавлять к Л неина основании аксиомы 4 /(—C)=∕(C)=0.ционала f. изменяя значения функ­Из доказанного следует:

f =f

7 2
7=1

0 . .. 0\ ∑ay
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п п п /что по аксиоме 2 равно

ли л (2)Единственность, очевидно, следует из хода доказательства.То же самое получим, если вместо аксиом 3, 4 принять более сильную аксиому.
Аксиома 3'. Если X и Y матрицы m×nt то f (X+Y)=f (X)+f (Y).

3. Непрерывный случайВследствие предположения существования уровня чувствительности индивид на множестве X (А) различает конечное число точек ajeX (А), или наборов полезностей (alj, ...» ämJ), ни одной из которых он не предпочитает перед остальными. Если он указывает эти точки явно, то репрезентативные 
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полезности f(A) = (a1, ..., am) можно определить на основании аксиом 1—4, как средние величины (2).В общем случае точки ajeX (Л) при заданном профиле не указываются. Предположим, что различаемые индивидом точки aj=(alj, ..., amj) разме­щаются на X (А) равномерно и мера различаемых ajeX (Л) равна объему У (Л). Конечно, выбор подходящего неравномерного распределения лучше бы соответствовал действительности, но имеющаяся информация не дает для этого никаких оснований.Теорема 2. При неограниченном увеличении числа различаемых точек aj, 
равномерно распределяемых на X (Л), имеем ä = (α1u, ..., amj)=xc = (xcl, ..., 
xcm), где хс — центр тяжести X (Л).Доказательство. Имеем:У(Л)с{х: x1 +...+xm= 1}.Разобьем отрезки изменения xi, ι=l, ..., m на отрезки равной длины ε. В результате часть ти-мерного евклидова пространства будет разбита на „куби ки“ ∆r с объемами αεm-1, a>0. Пусть Xi (Л) — множество ∆r, полностью поме­щающихся в X (Л). Объемы множеств X (Л), Xz (Л) обозначим V и Vz. Оче­видно, Ve→V при ε→0.Пусть в каждом ∆z находится единственная точка aj. Для Xz (Л) согласно определению ä (2) имеем:

Σ aij

Уе

∑ fl/; Δ√

Ve
(3)

Переход к пределу ε→0 в (3) нам дает:lim 3<⅞fr,j⅜g . (4)e→0 Ке VПоследнее выражение (4) и определяет координаты центра тяжести X (Л). Заметим, что если в определении множества
X (Л) =IxeX (А) : 2 χ∕=1> *i≥0∣l ∕=ι ,вместо единицы возьмем какое-то другое число a>0, то координаты 

(xf. ...» x⅛)=xe центра тяжести X(Л) станут axc=(axf, ..., ≤,), иными словами, выбор числа а определяет масштаб полезностей.Предполагаемый вид репрезентативных полезностей позволяет учесть дополнительную информацию (может быть, субъективную) о важности или весе альтернатив. Тогда в соответствии с весами изменится центр тяжести — репрезентативные полезности. Существование весов, очевидно, эквивалентно заданию неравномерного распределения различимых точек.Приведем два примера, предполагая равномерное распределение.
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Пример 1. Дан профиль:Λι>αa> ... >am.Найдем репрезентативные полезности. Имеем:Ar(Λ) = ∣ х: JΓ χ.= 1, x1>x2>x3>... >xm≥0 |

* i = 1 f

ИЛИ-
mλr(Λ) = {x: xi = 1, x1-xa>0, ... , xm-1-xm>0, xm ≥0∣ .

/=1 ■Известно, что для любого fc-симплекса Sk в w-мерном евклидовом простран стве, где l≤fc≤∕w+l и
к к5*  = {х:^ ∖xi, 2 λi=l> λ.≥θ> √-крайние точки S,fc>

l ∣=ι ∣=ι jцентр тяжести xc=-^r (x1+ ... +xfc). Множество X (А) является ти-мерным симплексом в Em. Найдем его крайние точки. Для этого надо решить системыуравнений:x1 + ... +хш = 1, xx - х2 = О,

xm-ι-xm = 0,x1 = (-, ...» —) ,
\ m m ГОтсюда:

x1 +...+xπι= 1,Xχ-х2 =0, xx + ... + x1,= l,
X2 — Хз = 0»

xm.2-xm-1 = 0 
___________________*m  = θ 
χ,=(Λτ- •••’ m⅛0)∙ 
÷⅛)∙ 
+'⅛)' 
⅛j∙

xm-1-xm = 0, χm=o> xm = (l, 0,..., 0).

Пример 2. Имеется профиль:
α1>α2>α3,

α3>αl>⅛Отсюда X (А) определяются системой неравенств' x1+x2+x3=l,x3≥x2-x3>x1-x2≥0.Заменим X (А) на Y (А): 
yι+2y2+3y3=lf 
У1-Уг^0, y2-y1>0f y1≥0,



576 А. И. Моркелюнас

где
∙⅛=‰ *2=У 2+Уз, Х1=У1+У2+Уз- (5)Имеем, что центр тяжести Y (А) yc=(5, 11, 21) (с точностью до множителя) и поэтому, возвращаясь к X (Л) по формулам (5), получим, что/37 32 21\k 90 ’ 90 ’ 90 /Для сравнения можно сказать, что в примере 1 при wι = 3/55 25 _10\\ 90 ’ 90 ’ 90 / ’Пользуясь слупзм, я хлу пзэлзгэдзрлгь Э. И. Вллказа за соззгы.Вильнюсский Государственный Поступило в редакциюуниверситет им. В. Капсукаса 24.ХП.1968Л итература1. P. С. Fishburn, Decision and Value Theory, New York, Willey, 1964.
INDIVIDUALIŲ VERTINIMO PROFILIŲ REPREZENTATYVINIAI 
NAUDINGUMAIA. Morkeliūnas
{Reziumė)Siūlomas alternatyvų α1, ...»am vertinimo profilio atvaizdavimas į vektorių (x1..........xm)=

≈xeEm, kur x priklauso nuo α1, ...,am vertinimo ir taip pat nuo alternatyvų „sumų“ arba „skir­tumų“ vertinimo, kai tai duota.
THE REPRESENTATIVE UTILITIES OF INDIVIDUAL 
PREFERENCE CHAINA. Morkeliūnas
{Summary)The representation of the preference chain of alternatives alat ... α∏ to vector (x1 ... xn) is proposed. The vector X depends on the preference of alternatives al ... an and also upon the pre­ference of the „sums“ of alternatives or „differences“ of alternatives, if given.


