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УДК-513

О ПОВЕРХНОСТЯХ БИЛИНЕЙНО-МЕТРИЧЕСКОГО 
ПРОЕКТИВНОГО ПРОСТРАНСТВАЛ. СтиклакитеОбобщенным билинейно-метрическим проективным пространством Пл на­зывается проективное пространство Р„ с заданной невырожденной корреля­цией, определенной тензором Haβ (77αβ ≠Hβa).В работе [4] раньше рассматривались некоторые вопросы теории гипер­поверхностей билинейно-метрического проективного пространства, а в этой статье строится теория нормализации m-ных поверхностей [пространства πn.
§ 1. Поверхность билинейно-метрического проективного 
пространстваИнфинитезимальное перемещение репера {Aa} и-мерного проективного пространства Р„ имеет вид:
dAa = ω%Aβ,(a, β, γ, ... =0, 1, ..., п,7, J, К, ... =1, ..., n, (1)a, Ь, с, dt ... =1, ..., т,
i, j, к, 1, ... ≈m + l, ..., n),

где ω⅛ линейные дифференциальные формы, удовлетворяющие структурным уравнениям проективного пространства:Z>ωg = [ωJ, ω⅞].
I Корреляцию в проективном пространстве Р„ определим тензором 77aβ, полагая:

ffaβ = (Aat Aβ), (2)компоненты которого являются решениями следующих дифференциальных уравнений:⅛-¾ωJ-⅛ω⅛ = 0. (3)Поверхность в билинейно-метрическом проективном пространстве задается дифференциальными уравнениямиωz=AJθfl, (4)
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где θ∙fl линейно независимые пфаффовые формы, имеющие структуру: Z)θ-α=[θh, ЭД,2>¾-[⅜, ЭД = [ЭД ЭД],
Dbabe - [ЭД, ЭД + [ЭД, ЭД + [ЭД, ЭД = [ЭД ЭД,], (5) 

причем ЭД] = 0» ЭДл = 0> •••Продолжение системы (4) дает:
dA1a - Л£ЭД - Л' ω00 + Aį ω'=Arab ЭД

— Λ^c θ⅛ — Arcb ЭД + Aζb coj—Arab ωθ — Arc ЭД, —

-AraA{ω°j-AjaAiω°j=Arabc^, (6) 
где Л[оЫ = 0, ΛJff,c] = 0, ...Точки Ao, Ba=A1aA1 определяют касательную плоскость поверхности ∏m, проходящую через Ао. Если Hoo≠O, то тензор

Hab=HljAraAjb, (7)где
H,j=h,j-⅛^ , (8)∙* 3ooбудем называть метрическим тензором на поверхности πm. Компоненты тен­зоров Hab и Hij являются решениями следующих систем:
dHij—Hκj ωf—Hjκ ωjr=НПа ЭД

dHab - Hcb ЭД - Hac % - 2Hab ω° = Habc &, (9)где
£т _ Г (Нко + Нок) Ню Но j Hικ Hoj+Hjk Ню 1 л jγh"' a - L Hξ0 1⅛ J λ° >
Habe = Hlj'' ΛJ XI + H,j X!ac XI+H,j X!a X{c.Продолжая систему (9) получим и
dHabc - Habi θ*  - Hibc ⅛' - Haic - 2Hbbeωj-
-⅛ ⅝-Hm θ⅛ - 2ЯО, Л' ω) = ‰ М (10)Если det∣∣⅛7∣∣≠O, то величины Ha, Hat, определенные равенствами
HuH'κ=Sf, HabHdl = Sca, Hb'Hi' = ⅛, (11)являются решениями систем:
dH'i+Hκl ω'κ+Hjκ ω^=Я" θ-,
dHab+яй »?+Я“ а4+2Я»4 <⅛=∕⅛4 ac,
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где
Hraj= -HιpH°jHpQa, Hacb = -HadH* bHdgc.Поверхность называется нормализованной в смысле А. П. Нордена [3], если каждой точке Ао поверхности ∏rπотнесены: подпространство ∏n-m, про­ходящее через Ао и не имеющее больше ни одной общей точки с касательной плоскостью (нормаль первого рода), и ∏m-1, лежащее в касательной плоскости поверхности, но не проходящее через Ао (нормаль второго рода). Так как ¾j≠±¾t, то выделяются три различные нормализации.В дальнейшем нам понадобиться следующее определение:Матрица

моо W0l • ∙∙ w0n

W10 Иц . •• н1л

wno «л1 unnдопустима, если существует система аналитических точек Fo, F1, ..., Fn, для которой эта матрица является матрицей Грамма, т. е. (Fa, F^t)=ua^.

§ 2. Левосопряженная нормализация поверхности 'Нормаль первого рода *∏ π-m поверхности Пл_т определим точкой Ао и точками Ki (Ki≠A0)∙.

Ki = KfA0 + K[A1. (12)Из условия инвариантности нормали *iz n_OT:
∂Ki≈'<r>lKj∣v>.,,где'<р/некоторые пфаффовые формы с структуройD'φ{-[⅛ ⅛] = [θα, 'φζ],следует, что функции X?, К/являются решениями следующих дифференциаль- . ных уравнений:
dK? + Kf ωθ - К? + К? ωg = ∕⅛ θα,
dK{ + К/ ωrj-'(tfK} = Kja ba.Нор маль*П л_т будем называть левой нормалью первого рода, если точки 

Ki связаны с точками касательной плоскости условиями левой сопряженнос­ти, т. е.
(Ki, Λo)=O,(*.∙,  ⅛)=0, (13)
(Xi, Kj)=Aij,где Aij компоненты невырожденного, несимметрического тензора, являющиеся решениями следующих дифференциальнях уравений:
dAιj-Aa'<tf-Akj'tf=Atj.9∙. (14)
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Так как Hoo≠0, то система (13) эквивалентна системе
KfH00 + KriHjo = 0,

HjjKlΛi=0, (15)
HljK'Kf≈Atj,откуда однозначно определим функции К} и Kį.Так как левая нормаль второго рода *∏ m.1 поверхности ∏m лежит в каса­тельной плоскости точки] Ао, но не проходит через эту точку, то прямые (Ло, Ва) пересекаются с нормалью второго рода в точках
Ea=Ba-vaA<i, (16)которые будем называть опорными точками нормали второго рода. Из условия инвариантности этой нормали
∂Ea = W>aEb,где
∂Ea = dEa∣^o,а ΘJ = S⅛ + δΖωS]инвариантные линейные формы, следует, что компоненты объекта vfl, называ­емого нормализатором, являются решениями дифференциальных уравнений;
dva-vb⅛ba-ΛJaωj = vabbb. ' (17)Оказывается, что функцииv' = ΛJb*Λ} ι1-4 HcbHcba, (18)где

удовлетворяют системе (17), т. е. образуют нормализатор.Независимые между собой аналитические точки Ao, Ea, Ki примем за вер­шины нового репера в би линейно-метрическом проиективном пространстве ∏n. Раскладывая в новом репере пфаффовые производные от этих точек, имею­щие вид:
Ва = Ад Aj,

Eab = {^1ab ~ vα ∙^b) ~ vab ^0»tfia=⅛Λ0+(*∕>ΛJ+⅛M,,получим деривационные уравнения:
Ba = Ea + vaA0,

Eab = F⅛b Ec + γab AQ + γiab Ki*  (19)
Kia = 4faEb + Xia + Eįa Kjt
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где

УаЬ = --------------------------------------+ λz j⅛ ve - v„ vb - 4ab,Но

-1lac = A4HjlKfΛlb,

'⅛ = 8kKf+*Λ'K! a,

-го, (А/’л^+АШял-,А$<л?я*«-^ н«»)]
Y ia Kįa + į? -9

Яоо

P^ = AJ'HrjK'lKL,а
AilAtk = 8k, AjiAk' = δf, *A a,Λ,c≈S°c.Величины γob, γi6, γ⅞, γ,0 на поверхности образуют тензоры, а с другой стороны, системы величинΓ⅛ = Λib*Λj-v ll⅜-vl,δS,
Pja = AfHljKjKf, (20)объекты аффинной связности, которые будем называть объектами левой аф­финной связности.Пфаффовые формы левой аффинной связности, имеющие вид:
*ψo = θo,

*ΨΖ=⅜+Tjcθc.

*ψ∕ = ,φi + ⅛θ,,.связаны структурными уравнениями£>*<?= m *ψsj.P*ΨS-Γ%  *Ψ5]  = *‰[*ΨS  *Ψ dl,P*ψj-[*ψf,  *ψi]  = *∕⅛ d[*Ψ c, *Ψ dLгде величины
*^acd = — Γ‰∙d — fα[c ff∕ld] ,¾=⅛r⅞‰ (21)являются компонентами тензоров левой кривизны.Если через *D aA0, *D bEa, *D aKi обозначим смешанные ковариантные про­изводные от вершин репера относительно левой связности, то левые дерива­ционные уравнения сможем представить в таком виде:
*DaA0 = Ea + vaA0,

*Db Ea = vbEa + γab Ao + γ,ab Ki, (22)
*DaKi = rfaEc + γiaA0.

16. Leid Nr. 10895



678 Л. Стиклаките

При помощи повторного смешанного ковариантного дифференцирования и альтернации по индексам дифференцирования, а также с учетом соотноше­ний:
*D↑b* Da-iA9 = *Sf a*D cAb,

*Dh *D b] Ea = *Λ⅛ c Ed + *S bc *D dE,, (23)
*Dte *D λ К, = *Rl ab Kj + *¾,  *D cKi,где *S⅛ b — тензор левого кручения, получим условия совместности левых деривационных уравнений:*¾, = 0, γ't<,b∣ = O, *⅞⅛  + γ∣lll = 0,
*Rlbc = ‰⅛ ⅜ - Y⅛d Й + γi⅛ γf,∣ ,d.*AeYl<.⅛l + γiteY∣i.d = θ, (24)*¾γf<,lb)+¼γfα1d=°.*¾γfi∣αl+Yf[αV1,) + 8it,,δjl=O,* А» Yu и) + Tib ⅛1 + Y⅛> Yu .»1 = θ.*-R∣oft=γ⅛γ(elb)∙Компоненты тензора Hab строятся из компонент псевдотензора
hu0 (u, vt ... =0, 1, ..., m):

hm=H0Q,

h0a = (A0tEa).

^а0=(^а> Л))>

hab = (Ea,Eb),таким образом:
Hdb = hdb--⅛I*-  . (25)

«00Величины
ki≈(A0, Ki), (26)
kai = (Ea, Ki),в случае левосопряженной нормализации, не равны нулю, ki мы будем назы­вать основным левым ковектором, а kai — основным левым тензором поверх­ности.Неголономные смешанные ковариантные производные от величин hu0 klt 

kai относительно левой аффинной связности имеют такой вид:*2)β hbQ = haQ + h0a 4- 2vβ hbQ,

*Da hob = hab + 2vfl hbb + γftfl Λoo + γ∕fl kj,

* Dс hab — 2vc hab 4- γβc hbb 4- ybc hab 4- ybc kaI t

*Daki = kai + vaki + γffl h0b + γiα Aoo,*-^α kbi = vfl kbi 4*  γba ki 4" γ∕0 Ад 4- γl∙β ftbe 4- γ,fl hbb.

(27)
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Из уравнений (18) и (20) следует:
vo=4-(∣⅛=6‰-¾). <28)а из (25) и (27) видим, что Hab и ковариантные производные от huv, ki, kai вы­ражаются через величины hu0, ki, kal, γab, γ,ab, γ‰, γ1∙β и Aij. Отсюда следует теорема.

Теорема 1. Если в некоторой области точки Ао m-мерного дифферен­
цируемого многообразия заданы тензоры γab, γ⅛,, γ⅛, γia, Aij, kai, псевдотен­
зор hut>, ковектор ki и объекты аффинной связности Γ‰, Pįa без кручения, 
связаны уравнениями (24), (25), (27), (28), то эти величины в п-мернот били­
нейно-метрическом проективном пространстве определяют т-мерную 
поверхность с точностью до проективного преобразования тогда и только 
тогда, когда матрица

⅞0 A0ι .< • A<to kln+ι ... kπ^10 A11 ..∙∙ Aln ^lm + l ... fcln

h∏Λ h т1 ■■ • ^mm+l • ∙ ∙ ^mn0 0 .... 0 ∙^m + l m + l ∙∙∙ ^m + lπ

0 0 .... 0 ∙z‰m + l - ‰
допустима.

§ 3. Сопряженная нормализация поверхностиНормаль первого рода ∏n-rn определим точками Ао и М,-:
Mi=MfA0+M{Aτ, (29)где Mį, Ml — неизвестные функции, удовлетворяющие следующим дифферен­циальным уравнениям:
dMl + М? ωg - М? φ{ + М{ ωθ = М?а θfl,
dM1i- M1jtf+mi<⅛=M1ia θα,а φ{-πφaφφθBbie формы, связанные структурными уравнениями:
βφji-[φf. φfl=Rβ. φLl∙Точки Mi связаны с точками касательной плоскости условиями сопря­женности:Λ∕θG00 + ΛffG0, = 0,G„M'A£=0, (30)
GljDllMf=Bij,где

тт s~i ∕~, Gfθ GqJ<j1j=<J1j------ » 
16∙
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а Blj — компоненты невырожденного тензора, удовлетворяющего системе уравнений:
dBij - Bkj φf - Blk <fį =BtjaТак как ≠0, то из системы (30) однозначно определяются функции 

M?, Mf.Нормаль второго рода определим опорными точками
Fa=Ba-maA0, (31)где mo=Λ'bΛ}-l GcbGcba, (32)а
Gab = GljA'aAjt, Gab ⅛,c = 8⅛, GabG't∙ = ⅛, Kbl=GljGbc Ajc,и Gbck — пфаффовая производная от Gbe, т. е. ma является нормализатором, так как компоненты этого объекта удовлетворяют дифференциальным урав­нениям (17).В пространстве П„ имеем (я+1)-ну независимую точку, которые примем за вершины нового сопровождающего репера {A0, Fat Mi} поверхности. Раз­ложение

Ba = Fa + maA0,

Fab — GcabFc+gab A0+Sab Mi, (33)Λfifl =gfaFc+ Sia Λ0+Q⅛ Mit где
Gcab≈A1abAc1-ma%cb,

Sab
(Λ'ab-maΛ') (G/o—AjAįGjo)

Goo
+ Л{ Aį, mc -mamb- mab,

g'ab=Bii GljA'abMf, 
gck, = ⅛Mf + A'lMIa,ι zθ ι (Af? Aį+M{a) [G/о - Aj (Af G Ko - τnc Goo)] 
Šia = M. ia 4 Gooβ∕fl =Bjk GrjMiM{ai BijB*  = S?,пфаффовых производных от вершин нового репера Ba, Fab, Mia через вершины репера {A0, Fa, Afi} являются деривационными уравнениями поверхности. Оказывается, что

и
Qjia=Bik GrjM{cM{a

Gab = Gab - ⅜ rnb (34)
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образуют объекты аффинной связности, а остальные коэффициенты разло­жения — тензоры. Условия совместности деривационных уравнений имеют следующий вид:¾ = 0, ⅛bj = O, Z¼∕Hfl]+‰] = θ> 
Rabe = Salb ⅛ ~g∖bel 8a + gilb g^i ∣d» 
D[cgι а ιb] 4"gαfo gi f id = θ>Acg∣a id ^b W[5 g∣ β ∣d = θ> (35)
D[b gf j id + gf[a mbl + gi[α ⅜ = 0,
D[b gl i Id + gi[α mb} + gf[a g,c^≈0,

Rιab gi[a g∣ c )d»где R⅛,c, Rįab — тензоры кривизны аффинной связности G'b, Qjia, а % — тен­зор кручения.Так как в общем случаеAχβ = <7αβ + Aαβl,то величины, определенные формулами 
ti = (Λa, Mi)=-(Mi, Ло), 
tai = (Fa, Mi) = -(Mi,Fa),

(36)
(37)не равны нулю и являются тензорами. Тензор ti будем называть основным ковектором, а tai — основным тензором поверхности.Метрический тензор Gab на поверхности можно выразить через компонен­ты псевдотензора zu0, где

zoo — ⅛,

zaO z0a (-^0> 7* ,fl), 
zab = (Fa, ⅞),следующим образом: (38)Неголономные смешанные производные от величины zuv, ti, tai имеют вид:
Da z00 = 2z00 ma+zfl0 + z0α,
Db za0 = 2za0 mb+gab z00+giab ti + zab,
Dc zab = 2zab mc + gac z0b - giac tbi+gbc za0+gibc tai,

D a t i = tai + τnatl+ gįa z0b+gia z00,

-De t ai Mc tai ^+^gac ⅞ 4" gac^ji "b g/c Zab 4“ gic Za0‘

(39)
Из уравнений (32), (34) находим, что 

а из (38) и (39) - что Gab и ковариантные производные от zuv, ti, tai выражаются через величины zuυ, ti, tai, gab, giab, gfa, gia, Bij. Отсюда следует
(39')
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Теорема 2. Если в некоторой области точки Λo m-мерного дифференци­
руемого многообразия заданы тензоры gab, gfa, giab, gia, Bij, tai, ковектор ti, псев­
дотензор zuo и объекты аффинной связности без кручения, удовлетворяющие 
условиям (35), (38), (39), (39'), то эти величины определяют т-мерную 
поверхность в n-мерном билинейно-метрическом проективном простран­
стве П„ с точностью до проективного преобразования тогда . только 
тогда, когда матрица*оо *01 *0m tm+l

*10 *11 *1ш hm+l hn

*mθ *лг1 *mm ^тт+1 t∏m

^m + l Сп+1,1 •• Сл + 1, т B∏t +1 m +1 • • •

~tπ - “ tл! t пт ■®лл| + 1 Bm

допустима.

§ 4. Правосопряженная нормализация поверхностиНормаль первого рода Пл *m, определенную точкой Λo и точками
Nt = NfAβ + N∣Ar, (40)удовлетворяющими условиям
dN?+Я? ωg - N? <f'l + Nl∣ =N∣a θ-,
dNti - N'j ψ∕+N∣ <4 = Nla θ*,будем называть правой нормалью, если
(At,Nl)-0,

(Ba,Ni)=0, (41)
(Nl, Nj) = Cu,где Cij компоненты тензора, удовлетворяющие дифференциальным уравне­ниям: <ZCv — Ckj φk — Cik <fyk = Cija B∙fl,а φfji пфаффовые формы с структурой:Z>q√-[φ*,  φ⅛] = [θ∙α, <j⅛].Система (41) эквивалентна системе
NfHw + N{Hol=O,
HuΛ1aN{=0, (42)
HrjN'N{=Cij,которая, при условии ¾o≠0, определяют функции Nf, Nf.Правая нормаль второго рода ∏* m-1 известна, если известны опорные точки
Са=Вв-ивЛ0.
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Компоненты объекта па, имеющие вид: (43) где
Λ∙l>'=H'iHjlΛ',являются решениями дифференацильных уравнений:
dna→b⅛ + A1aω^nabV>,т. е. образуют так называемый нормализатор.Систему (и+1) независимых между собой аналитических точек {Λ0, Ca,Ni} будем называть правым сопровождающим репером поверхности ∏m. Пфаф- фовые производные '
B.=ΛlAh

Саъ = (ΛJb — na AQ A1—nab Ao,

Nia = NfaΛ0UNfA'a + N!a)A1,при помощи соотношений
Вд = Сд 4” ltg Aq,

Cλ=L⅛ Cc + ∕at А» + Z'6 Ni, (44)
Nla = lξaCc + llaAl, + S^Nj,где ⅛=ΛyΛ4-Λ.⅛, /л j aγ,∕ H,j-∖∙c ΛfBaz \
lat = (∙i⅛ - ∙λW \--------- jį^-------) + Mb А*  пс -”аНь~ "аь .

∕'h=c"⅛zΛM'k,Zj∙,=δS.Np+Λ}'Λ⅛,A⅞ + h°k + ni,Λφ∕) ,
Sia = CkiH,jNjkNIa,ΛfΛ' = δ*,  C,yC*  = δf.раскладывая через вершины сопровождающего репера, получим правые де­ривационные уравнения.Величины lab, Γab, lfa, lia образуют тензоры, а Sjia и
⅛b = L⅛-nb*a (45)— объекты правой аффинной связности. Построенные с их помощью формы ψ**=<H,
Ψt=∙⅜+iL⅛e.
ψr' = φ7+⅛θ-
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имеют следующую структуру:pψ*"  = [ψ*̂ ,  ψjα],2>ψr-[ψJc, <CT = *‰[ψ*S  Ψ* dLM'-[ψr, Ψ^=*‰[Ψ*S  Ψ* dJ,где величины
R ас d = ~La[cd] ~Lla[cL↑l ∣d] ,

RTcd = sjHcd] - Sjk[d S* i ld— тензоры правой кривизны. Таким образом они являются формами правой аффинной связности. Смешанные ковариантные производные относительно правой аффинной связности D*A 0, DfCa, D*  Ni имеют такой вид:
D*  Ao = Ca + na Ао,

Ca = nbCa + labA0 + lab Ni, (46)
DW = ⅛Cc + liaA0.Условия совместности этих уравнений выражаются следующими соотношени­ями: ¾=θ> ‰b]=θ, Abwd÷⅛b] = θ∙
⅝c = L[b ⅝ - ⅛d + lla∖,b ¾ Id»^[Aα∣b] + ⅛Aj1d = θ∙ (47)*̂cAa∣b]  + ⅞, A*□.d  = θ,
D↑b A ci ∣α] ÷ Af[α nb] ÷ ⅛ ⅜] = О,
D[b l> i ∣d + А[о ИЫ + ‰ А с ιb] = О,∕¾> = ⅞Xlbbгде S* b — тензор правого кручения.Компоненты тензора Hab образуются из величин huf,, вида^1oo = ‰= (y40*  Со)»^а0 = (С1» Ад),

⅛ιb = (Ca' Q),следующим образом:⅛rt=⅞rt-⅛ • (48)Ä00Ковектор
P,≈(Nl, А„) (49)и тензор
Pia=(Ki, С.), (50) 
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которые в случае правосопряженной нормализации не равны нулю, назовем соответственно основным правым ковектором и тензором. Величины huo, 
Рь Pta удовлетворяют уравнениям, аналогичным (27). Можно сформулировать следующую теорему, аналогичную теореме 1.

Теорема 3. Если в некоторой области точки Ао, m-мерного дифферен­
цируемого многообразия заданы тензоры lab, Γab, lįa, lia, Cij, pla, псевдотен­
зор huv, ковектор pi и объекты аффинной связности Lcab, Sįa без кручения, 
удовлетворяющие уравнениям (27), (47), (48), то эти величины определяют 
с точностью до проективного преобразования т-ную поверхность в п-мер- 
ном билинейно-метрическом проективном пространстве тогда и только 
тогда, когда матрица

⅞0 Aoi ■■ 0 .. 0 1
¼,0 Ali ■ ∙∙ hlm 0 .. 0
hmQ 3 3 0 . 0
Pm + 1 Pm + 11 • •• Pm + lm ^m + lm+1 Cm + 1л

Pn Pnl •• • Pnm C∏m + 1 ∙∙ Cm

допустима.Вильнюсский Государственный Поступило в редакциюпедагогический институт 13.ХП. 1968
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APIE DVITIESIŠKAI-METRINĖS PROJEKTYVINĖS ERDVĖS 
PAVIRŠIUSL. Stiklakytė
(Reziume)Projektyvinė erdvė P„, kurioje tenzoriumi Ha$ apibrėžta neišsigimusi koreliacija, yra vadinama apibendrinta dvitiesiškai-metrine projektyvine erdve Пл. Kadangi Haβ≠ ±H$a, tai egzistuoja trijų rūšių m-mačio paviršiaus normalizacijos. Surasta objektai, kuriais apibrėžiama pirmo ir antro tipo normalės, derivacinių lygčių analogai, o taip pat objektai, kurie erdvėje ∏π apibrėžia m-matį paviršių (visų trijų normalizacijų atvejais).
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ÜBER DIE FLÄCHE IN BILINEAR-METRISCHEM PROJEKTIVEM 
RAUML. Stiklakytė
{Zusammenfassung)Es sei eine Fläche ∏m in bilinear-metrischem projektivem Raum Пл durch Differentialglei­chungen ω7=Λ'θ"gegeben.In diesem Artikel werden einige geometrische Objekte untersucht, die aus Komponenten fun­damentaler differentialgeometrischer Objekts dritter Ordnung der Fläche und aus Komponenten Tensors Дхз gebildet sind. Mit Hilfe dieser Objekte wird die Normalisierung der Fläche konstruiert Es wird gezeigt, dass im Raum Пя drei verschiedene Ableitungsformeln existieren.


