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1 969УДК-519.21
О СТОХАСТИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЯХД. СургайлисИзвестно, что многие задачи теории случайных процессов (напр., про­верка марковского свойства, вопросы абсолютной непрерывности мер, фильт­рации, управления по неполным данным и т. д.) сравнительно легко реша­ются, когда рассматриваемый процесс является решением стохастического уравнения К. Ито, т. е. когда траектории этого процесса являются опре­деленным образом построенными функционалами от винеровского процесса и пуассоновских случайных мер. Дубом (см. [1], стр. 259) была впервые поставлена обратная задача — какие процессы могут быть представлены как решения этих уравнений. Для непрерывного с вер. 1 одномерного про­цесса ответ был получен самим Дубом ([1], теор. 3.3), а также в марковском случае Маруямой [4], в виде условия на локальное поведение траектории процесса.В последнее время Б. Григелионисом было получено для процесса более общего типа (допускающего разрывы первого рода) разложение в ,»диффу­зионную" и „скачкообразную" части, которое в одном частном случае пре­вращается в уравнение типа Ито [2]. В нашей работе аналогичные результаты получены при вышеупомянутых условиях дубовского типа.Ниже приведены вкратце основные результаты [2]. В дальнейшем будем пользоваться также и обозначениями этой работы, причем некоторые из них даются без определения.Пусть х (r), r∈ [О, Т] — случайный процесс, заданный на вероятностном пространстве (Ω, J, Р), почти все траектории которого непрерывны справа и имеют пределы слева, принимающий значения в ти-мерном эвклидовом пространстве (Rm, Bm), а 5t = ⅛t+0, 0≤∕≤T, где -а-алгебры, порожден­ные случайными величинами х (и), 0≤ u≤t, и пополненные по мере Р. Пусть выполняются следующие предположения.A1. Существует функция П (t, х, Г), В [0, T∖×Bm- измеримая при фик­сированном Γ∈Bm, являющаяся мерой на Вт при любых t, х, такая, что для всех ε>0 и Γ∈Bm∩ Uε

limE< 
∙εlθ I

E∣ f П [и, x(u), C∕ε)dw}<oo,
т
[ [ у2 П (и, x(u), dy}du

О ∣yl≤ε4 (t, Γ) = p(t, Γ)- f ∏(m, x(u), Г) JueTOω,
О



828 Д. Сургайлиспричем с вер. 1<tf(∙ , Γ)>t= f ∏(w, x(u), Γ,)jw о

(
p('. Γ)= 2 χr(x(u)-x(u-0)), другие обозначения см. в [2] 1 .

O≤u≤r /А2. Существуют функция 
а (t, x)=(¾ (t, х)............а„ (t, x)}и симметричная неотрицательно определенная матрица А (t, х) = || alj (t, х) ∣∣7, такие, что функции al (∕, х), aij (t, х), i,j=l............т, В[0, T∖×Bm — измери­мые и
х (t) = X (t)-Pβ (t) -Qf(t)- [ а (и, X (и)] du ∈ 3Jlω,

Опричем г<x1∙, xj>t= f aij{ut x(u)^du с вер. 1, i, j=l, т.о(Определение стохастических интегралов Pg (t) и Qf (t) от функции gC∏)=(gι W, •••, Sm Си)), giW=yi

при I у I > 1 и =0 при ∣y∣≤l, f(y)=y-g(y) по мерам р и q см. в [2].) Доказывается [2], что если матрица A (t, х) имеет ранг г, независящий от t и х, то при сделанных выше предположениях существует r-мерный вине- ровский процесс√r> (0=(x'ι (0. •••> И’г (')),согласованный с gf, такой, что и>(г) (z) — w(r) ($) не зависит от ‰, 0≤s<r≤7ζ, и В [0, 7]×Вт — измеримые функции bk (t, x)∈Km, к = 1, ..., г, что с вер. 1:
X (t) = х (0) + f а (s, х (s) ^ds +о

r t
+ ∑ f (∙r∙ x (∙s)) dwk (s) +ps (,) + β∕(,) ■••(*)•⅛=1 оЕсли жеП (t, х, Γ) = Π (t, Г) для всех х εRm и

т
I" f y2 ∏ (j, dy) ds< оо,θ >⅛то мера р является пуассоновской и независимой от и>(г) (t), и (*)  равенство, таким образом, есть стохастическое уравнение К. Ито, и x(t) является ре­шением этого уравнения.
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Сформулируем ниже основной результат настоящей работы.
Теорема. Пусть вышеопределенный процесс х (t) удовлетворяет сле­

дующим условиям'.(i) E{x2 (∕)}<∞ для всех r∈[0, Т] и для 0≤j<∕≤T с вер. 1 E{x2 (t) ∣ ‰}≤ ≤zs, где z5 при каждом s является случайной величиной, согласованной 
с ‰ независимой от t и £{zs}<oo;(ii) существует ядроП (t, х, Γ)πaBm, определенное для всех (г, x)∈ [О, T]× 
× Rm, такое, что для каждого ε >0 (t, х)е [0, 7] × Rm и V≡Bm ∩ Ue П (t, х, Г) и:

[ y2 П (t, х, dy)

У^т
конечны и непрерывны по совокупности (t,x). Пусть для каждого ε>0 а Γ∈Bm∩ Uz, такой, что

τf п(и, x(u), f)<∕M = θ}=l
(Г — граница области), 0≤r<t+h≤T с вер. 1: ^{χr(*(<+*)-*ω)∣5t}=∏('.  *(f),  γ)λ+(i+x≡(o)7 л/е(Л);(iii) существует непрерывная по (t, х), неотрицательно определенная: 
матрица А (t, x) = || aij (t, х) ∣ff,, ранг которой г не зависит от t,x,4mo- 
дляО^г<t + h^T с вер. 1:

E I (x1 (t + h)- xi (/)) (х, (t + h)- Xj (r)) I 5,} = aij (t, x(t)]h +

+ f yιyj∏(t, х(‘). ⅛,)a + (1 + *2(θ) hf(h)∙,

?eRm(iv) существует непрерывная по (t,x) функция

a(t,x)= (^a1(t,x).............. am (t,x^)} ,

что для 0≤r<t + h≤T с вер. 1£ ∣(xi(r+A)-xj(t))∣ 5,∣ = di(z, x(θ)⅛ + (l+x2ω)w). '=1............m',
(v) существует для каждого ε>0 и Г eBm ∩ Uε константы К и Kr r 

что для всех t e [0, Т]:
∏ (t,x, Г) ≤ Kτ (1 + x2)⅛ ,

ä(r,x)‘+ ∑ aij(∕, x)+ [ y≈Π(z,x,⅛>)≤ΛS(l+x2).∕,∕-ι √¾,
Величины f (h) и f6 (h) в условиях (ii) — (iv) являются монотонно невозрас­
тающими функциями от hu сходятся к нулю, когда h ψ 0 при каждом ε>0. 
Обозначим ä (t, x)=a (t, x)- [ y∏ (t, х, dy). Тогда для а (t, x),∏ (t, х, Г),

l>,∣> 1

A (t, х) и процесса х (t) выполняются условия A1-A2 и соотношение (*).
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Доказательство будет проводиться следующими этапами. Заметим только, что для этого достаточно доказать свойства мартингала для процессов х (t) и q (t, Г) (см. ниже леммы 5 и 6), так как все другие требования, имеющиеся в Л2, обеспечиваются теоремой очевидным образом.Лемма 1. Пусть f (t)ERm, tE [О, Т] и в каждой точке интервала [О, Т] непрерывная справа и имеет предел слева. Пусть Т{п) — последова­
тельность разбиений интервала [0,T] 0=⅛0<tif> < ... <ti^i=T такова, 
что r<o⊂7<∕+υ ∕=0, 1, ... и λn = max (∕j¾-zp0) → 0. Обозначим

0≤,i<n π→αoAr(∕)= 2 Xr(∕(s)-Λs-0)) ■
0≤5≤∕

Тогда для каждого ε>0 и ΓeBm(]Ut такой, что

pΖ(f)≈0, (1)γnξ,(∕)= ∑ χr(∕(⅛⅛,)-∕(⅛,)) → aγ(∕)
0≤r(f>)<r ∏→∞

лри каждом tE [0, Т].Доказательство. Докажем сперва, чтоpF(∕)≤limγΓ,(∕). (2)Обозначимτj= inf { s : se[0, Г], pξ(f) = i}, Nl= ∑ 1.
τ,∙≤rПусть индексы kS,n} таковы, что

/=1, ..., Nt. Допустим, что τj таков, что с некоторого и(у), τj∈T4 т. е. 
τj = tffa) для всех n≥nW. Очевидно, что в этом случае ∕fc‰-1 → τj слева, и в силу существования предела функции слева в точке τj∙.¾w =∕(τ,) -∕(^).1) → ∕(τj) -/(*,  - 0) = xj е Г.Заметим, что так как xj не является пограничной точкой области Г, то •найдется ffl∖ что х}л)еГ для всех и в сумме индикаторов, состав­ляющей по определению γ∏.f(∕), слагаемое ⅛ (∕⅛‰)-∕⅛‰-ι)) = 1 для оовсех п ≥ п(». Если же τj∈ Т(и), то очевидным образом И"£) → τj слева, а 

п = 1⅛‰+ι → τj справа, так что и в этот раз =∕(⅛⅛)+1) -∕⅛oo) сходится к f(τj)~f(τj~θ)> и опять с некоторого пи) х^еГ для всех n≥n^. Так как j=l, ..., Nt<∞, то этим самым (2) доказано. Чтоб доказать лемму, нужна и обратная оценка:iimγrn,r(∕) ≤pΓ(∕)∙ (3)



О стохастических уравнениях 831Обозначим^)=inf{^.∙γnξ,ωι(∕)=Λ ⅛nj<O∙Тогда в интервале [0, 7] можно выделить для каждого п ≥ 1 N (п) = γj t (f) вепересекающихся интервалов (⅛go+1, ⅛oo) таких, чтоЛ'$)+1)-/('$->) ≡ Г, у=1................. N(n).Обозначим для краткости
tn,ι = t^, Φ = ⅛W+1. '=1................. N(n).Последовательности {t~ i } и { ⅛ 1} таковы, что можно выбрать подпосле­довательность, сходящуюся к некоторой точке τ1∈[0, г]. Примем для про­стоты, что lim t~ 1 = lim ∕÷ 1 = τ1.Очевидно, что с некоторого и(1):^ι<λ≤⅛ι (4)для всех n≥√1>. Тогда xj",=∕(⅛ι)-∕(^ι) → ∕(τ1)-∕(τ1-0)=x1, и xj">eΓ, так что x1∈Γ и Г. СлагаемоеXruf(∕(÷1)-∕(÷.-0))=l

очевидно входит в pΓυr(∕), но в силу (1) оно войдет и в pĮ (f).Пусть теперь lim N (и) < ∞, тогда найдется подпоследовательность nk и 
k0t что N (nk) = lim N (и) для всех fc≥fc0, и вышеописанным образом мы найдем точки τi∈[0,T], чтоχr(∕(τi)-∕(÷,-0))=ιи τ, < τy- при i <j в силу (4), i, j= 1, ..., lim N (п), так что (3) верно. Если же lim γξ t (f) = оо, то для некоторой подпоследовательности пк и k0 N(nk)> 
>pf(f) для всех k≥k0. В этом случае мы можем ограничиться первыми 
N(nka) парами интервалов (t~i, t+i), сходящимися к некоторым τf, z=l,..., 
N(nkt). Но это очевидно ведет к противоречию, ибо∑ ι≤^ω∙

τ,∙≤rЛемма доказана.Обозначим далее
Р (t, Γ)=pf,(x(∙)j, γξ,=γξ,(x(∙)j.Ясно, что p(t, Г) суть аддитивный функционал от процесса x(t), согласо­ваний с gf. Кроме того, при доказательствах лемм 3, 4, 5 и 6 для неко­торых фиксированных 0 ≤ 5 < t ≤ Т будем считать, что s и t принадлежат к точкам разбиений интервала, т. е. 5, teTb,> с некоторого п (что является возможным ввиду вспомогательного характера γ∏t∕). Из предыдущей леммы следует следующее предположение.
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Лемма 2. Пусть Г ε Bmn Uε, где ε>0 н P{p(T, Γ) = 0}=∖. Тогда для 
каждого t ∈ [О, Т] γjt t → p (t, Г) с вер. 1.

Лемма 3. Пусть Г ∈Bm∩ Uε, где ε> О и

P I f ∏(s, x(s), γ)λ=o}~1.1 о ,
Тогда для всех O≤s<∕≤T с вер. 1:ад.-яж) → £{/ п(«.*(»),  r)<∕u∣‰}.' JДоказательство. В силу условия (ii) теоремы∣^{(τξ1-γj',i)∣5s}-f∣ f п(и, х(и), г)duI‰}Į≤f<И1≤f{ ∑ J i∏(u, x(u), r)-∏(r,w, x(⅛">), r)ι⅛∣8r,)+ J≤∕^cr tį*+e{ X (ι+x≈(⅛">))i ∆⅛√.(∆⅛>>)∣5,∣=j≤r<">cr= ^{φιl‰} + ^{<Pιl‰}∙Очевидно, что при условиях теоремы φ1+φ2→0 с вер. 1. Заметим, что в послед­нем равенстве можно переходить к пределу под знаком условного мат. ожи­дания. Действительно,Ч>? ≤( f П («, х (и), г) du + 2 ∏(⅛∖ X(⅛>), r)∆⅛">) ≤

V j≤r*' ,><r /

(
' i 1 ∖2

Kr [ (1+x*( u))2 du + Kr ∑ (l+x2(⅛0))2 Δ⅛J ≤
j J≤∕[n><r≤ 2∕⅛ Г> / f (1 +x2 (и)] du+ 2 (1 +* 2 (⅛0)) δ⅛0∖* s<⅛n><tТак что, принимая во внимание условие (i),

Е {ф?|&} ≤4JS⅛Γ≡(1 +¾)∙
Таким же путем для достаточно больших п=п (е):

E {ф! I ‰ } ≤ T*fl  (λπ) (I +¾) ≤ Г> (1 + z,).
Лемма доказана.
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■Лемма 4. Если Г удовлетворяет условиям леммы 3, то существует сл. 

величина z=z(s, t, Г), что Е {z}<∞ и Е {(γj t-γj j)≡ ∣ gs} ≤ z n.βc. равно­
мерно по и = 1,2, ...Доказательство. По определению имеем:(γΓ,,-γξ.)2=∕ ∑ zr(χ(⅛i.)-χ(⅛,)

y^rįn) <t

= Σ xr(χ(⅛+∣)-*($ ”)) +s≤r^<∕
+ 2 Σ Xr(x('J+,ι)-χ('<w)) ∑ Zr(x⅛⅛,ι)-x(⅞w)) •

Так чтоc{ (y£, - .)2 13.}=e { ∑ ∏ (⅛->, X №), г) ∆⅛>+
+ (1 +χ2(⅛>))2 ∆⅛∙>∕.(∆⅛>) 13.} +
+c{2 Σ xr(*('⅛) -*('! ”)) ×

s≤tjπ><t 1 V× ∑ ∏(^∖χ⅛%r)∆^>+(ι+x*(4">)) 2∆4">∕,(∆<j"))∣s,∣.
t>tfπ><tIπ)Так как все слагаемые под знаком мат. ожидания неотрицательны, то (yΓ.,-yΓ.,)5s∣3fs}≤-E,{ (φn+εn)(γJ',r-γξ.+ 1)∣5s}.где φπ= 2 2 ∏(∕∕>, x⅛W),Γ) ∆f}"∖

ε"= Σ (l+χ2⅛w))*  ∆4">∕e(∆z∕>).
По соображениям, аналогичным доказательству леммы 3, имеем:

Е { (φ2 I ‰ } ≤4J⅛ Л (1 + zs), e{ ε2 I ‰ } ≤ Л (1 +z5), поэтому
Е {(φrt+εn) (γj,, ,-γΓ,.+ D13,} ≤ я * {(φ,+ε,)213.} ×
X E~2 { (γξ'.,-γj',s + l)2l‰ } ≤ 2E2^ {cφ2+⅛)l3. } х х£4 {(γξ,-γξs)2+ι ∣S.}.
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и в силу (5):*∙{(‰r,-γJλHδ∙> ¾r,,-γnr√+ι∣M ≤4(jE-{<p≡∣ 5s} + E{4∣‰}),
что окончательно дает

Е {(γnr, 1-γξ,)2l‰} ≤z. где z= 1 + 4Γ≈(1 + z,)(4Kf+ 1). 
Лемма доказана.

Лемма 5. Пусть V≡Bm ∩ C7e, где ε >0. Гогда для всех Q≤s<t≤T с вер. 1:*{(?('. Γ)-P(^. Γ))∣‰} = e{∕ п(и, x(u), r)rfu∣5,} . (6)
Доказательство. Предположим сначала, что для Г выполняются сле­дующие пограничные условия:

(α) p{p(Γ, f) = θ}=l, 
да pj∕ п(д, χ(s), r)<fe=o∣ = ι.1 о jВ этом случае (6) является простым следствием лемм 2, 3 и 4. Обозначим далее

Тπ'(Γ) = E∣p(T, Г)| и π"(Γ) = E∣∫ ∏(s, x(1y), Γpj∣.
Очевидно, что π' и π" являются борелевскими мерами на (Rm, Bm), конеч­ными на всяком замкнутом множестве, не содержащем нуля. Поэтому, для каждого ΓeBm ∩ C7ε и ε > 0 можно найти последовательность монотонновозрастающих множеств Г^, что ∣^J Γ~ = Γ∖Γ таких, что π'(Γ^) =π"(Γ^) = 

л=1= 0. Так как р (г, Γ^)-p(s, Г~) является монотонно неубывающей после­довательностью, ограниченной, как легко заметить, интегрируемой функцией, то существует пределlim£ {(∕>('> Γn-)-,p(s, Γ-)j∣51∣ == E∣lim(∕>(Z, Γ-)-p(∙s, Γ7))]‰∣ .
Таким же образом доказывается существование и равенство:limp I ∫ П (и, x(u), Г„~) <fo∣gs J =

=e {* im f П ("■ x (“)• r^)du I & } •
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Напомним, что для Г~ выполняются (а) и (β), поэтому£ I lim [p, (t, Γ~)-p(s, Γ^)j ∣ ‰ =

= £ I lim f ∏ (u, x(u), Γ^) du ∣ ‰ | . (7)
Подобным образом можно построить последовательность монотонно убыва­ющих множеств Γ+, ∕ι≥l, чтобы ∩ Γ+ = Γ∪ f, πz (Γ+) = πzz(Γ÷) = 0'

л = 1для каждого и ≥ 1 и выполнялось следующее (с вер. 1):f{lim(p(r, Γ÷)-p(i, Γ÷))∣‰} =
= £ I lim f ∏ («, x(u), Γn+) du∖ Js ) . (8)

Ясно, что с вер. 1.lim { (p(Z, Γ+)-p(j, Γ+))- (p(t, Γ-)-p(s, Γ")) j =
= P(t, Г) -p(s, f),а lim I J ∏(w, x(u), Γ+')du- ∫ ∏ (w, x(u), Γ~j du

\ s s

= [ П (и, x(u), r) du,
Sпоэтому (7) и (8) влечет за собойя{ {p(t. f)-£(^ Γ))∣5, ) = £{/ п(«, x(u), ij<fo∣‰}, (9)

Sчто дает нам (6) для произвольного замкнутого или открытого Γ∈Bm∩ Uz. Заметим наконец, что (9) легко можно распространить на случай произволь­ного борелевского подмножества f1⊂f, что дает нам окончательный ре­зультат.Применив к последовательности γξ7 лемму Фату, в связи с оценкой ле м м ι 
4 можно утверждать, что Е {p2 (t, Γ)}<oo, так что из равенства (6) след ует что

q(t, Γ)≈p(t, Г)- f П (и, х (и), Г) du ∈W1'.оНетрудно можно показать, что в таком случае< ?(•» Г) >t= f ∏(w, x(w), Г) du.
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Таким образом, условие A1 оказывается выполненным полностью, так что можно определить стохастические интегралы Pg (t) и Qf(t). Заметим далее, что при условии П (г, х, dy) — интегрируемости в квадрате функции f(y) = 
=f(y)+g W =УЕ^т выполняется п.вс.:

δ∕(0 +Р, (t) = Ö? (0 + f f У ∏ («. X («). dy) duо ∣>∣>1
л поскольку

а (t, x) = a(t, х) — f y∏(t, х, dy) является В [0, T]×Bm изме- I ∕∣ > 1римой, то для доказательства условия А2 достаточно следующего утверждения. 
Лемма 6. Процесс

x(t) = x (t) - Qy (t) - f ä (s, х (s)j ds e Wm, ои с вер. 1:
t

<*,,  xjyt~ f aij(s, x(s)j ds, i,j=l, ...,m. (10)оДоказательство. Так как в определении х (t) все слагаемые интегри­руемы в квадрате, то очевидно Е {x2 (г)} < оо. Далее,
μ {∏→ω)∣ δ, }∣ ≤ >{ (x⅛>1)-.(⅛,)) _

∑ / H*»*ω)-*(⅛,o, *(⅛,j))∣^∣‰}+ 
s≤t^<t r<">

+ ^l X (ι+x>⅛>))≡∆⅛>∕(∆4">)∣gs [ = S≤r^n> <t

= Е { Ψ11 5«}+ Б { ψ21 5.} •
Аналогично, как уже делалось раньше, можно показать, что E{ψi ∣ ‰}→ →0 с вер. 1, ι=l, 2, так что остается проверить (10).Заметим, что x0 (0 = х W + Ö/ W e 5ER(m) и x(t)e 9J⅛"0, в т0 время как 

Q~j(t) eW⅛Sn>. Поэтому х (t) J_ Qj(t) (см. [3]) и
<⅞,∙, Xo√>r=<X,'¾>r + <6⅛ » Qfj >t. (Н)
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Так как

<Qfi . Qfj >t = f f yfyj∏(u, x(u), dy}du, i, j= 1, . . ., m0c вер. 1, то достаточно найти <x0,∙, x0y>,. Заметим, что так как x0 (z)∈5R0πξ то с вер. 1:
E I (λ⅛ (t)-x<>t (s)] [xβj (t)-xaj (j)) I gs J ==£l Σ (χo∣(4+∣)-^o.(4",))(¼(4+∣)-¼(4n*))∣5 s}.s≤r^ <гпоэтому в силу условия (iii):
I E I (¾ (Г)-xm (s)) (λ0j (t)-xv (s)j [ ‰ J -
~£{/ a,j(u' x(u0 du +

S

+ ∫ f ΛJ√∏(". x(u)< ⅛')<∕κl‰}l≤S r≡‰ ⅛⅛l -
≤4 ∑ f i “'•>■(“• χ(4",))∣<*'+

⅛>l
+ f i f yιyj∏(u, X (“). dy)-

Ąn) yERm

- f Λ⅛∏(⅛o, *(⅛ 0)> dy}∖du∖ jl + 
y* Rm+/?{ 2 (ι+*4⅛>))  ×∆4"y(M",)∣gs}=

= f{φιl‰}+f{.φ2∣‰} •
В силу условия (v), так как это делалось Дубом ([1], теор. 3.3), можно показать, что φ1 и φ2 мажорируется интегрируемой функцией, так что можно переходить под знаком мат. ожидания к пределу, когда n→∞. Лемма дока­зана, а тем самым и теорема.Автор благодарит Б. Григелиониса за руководство и внимание.Вильнюсский Государственный Поступило в редакциюуниверситет им. В. Капсукаса 28.III. 1969

9. Lietuvos matematikos rinkinys. IX-4
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APIE STOCHASTINES LYGTISD. Surgailis
(Reziumė)[2] darbo rezultatai gauti, esant sąlygoms, analogiškoms Dubo (žr. jo monografijos teoremą 3.3) sąlygoms tolydinio proceso atveju.
ON STOCHASTIC EQUATIONSD. Surgailis
(Summary)The results of [2] paper are proved under conditions similar to those of Doob for the case of continuous process (see th. 3.3 of his “Stochastic processes“).


