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К ТЕОРИИ МНОГОЗНАЧНЫХ Φ+-OΠEPATOPOB В ТОПОЛОГИЧЕСКИХ ЛИНЕЙНЫХ ПРОСТРАНСТВАХ. IЮ. Н. ВладимирскийЗа последнее время появился ряд работ, посвященных теории фред- гольмовских и „полуфредгольмовских" операторов в топологических линей­ных пространствах (см. библиографию в [8] и [9], см. также [10], [11]). Цель настоящей статьи — распространение ряда результатов на случай много­значных отображений, подобно тому, как это сделано Г. Нейбауэром в [2] и [3] для банаховых пространств*.  Основное внимание в данной статье будет уделено рассмотрению ограниченных возмущений многозначных Ф+-опера­торов**  и доказательству соответствующих теорем устойчивости. В после­дующей статье мы надеемся рассмотреть вопросы, связанные с компактными возмущениями многозначных Ф+-операторов.§ 1. Буквами E, X, Y мы будем обозначать топологические линейные про­странства. Запись φ : X→Y будет обозначать, что φ есть линейное (и одно­значное, если не оговорено противное) отображение из X в Y; при этом через 
Dv, N-, Rv и Γφ будем обозначать область определения, пространство нулей, множество значений и график φ. Несколько слов по поводу определений. Многозначные Ф+ -операторы будут рассматриваться с несколько более общей точки зрения, чем у Г. Нейбауэра. Если точно следовать [2], то следует на­звать многозначное линейное отображение***  φ∙.X→Y многозначным Φ+-oπe- ратором, если Гф замкнуто в X× Y, Rv замкнуто в У, Nv конечномерно и φ открыто. Понятие открытого отображения (в „многозначном" случае) рас­сматривалось Д. А. Райковым [6]. Оно состоит в следующем: для каждой окрестности нуля UcX множество φt∕ = ∣J φ(x) есть окрестность нуля в jcel∕np9
R9. Заметим, что требование открытости φ равносильно следующему: сужение проектора Pγ (проектирующего X× Y на Y параллельно X) на Γφ дает откры­тое отображение. Данное выше определение многозначного Ф+ -оператора нехорошо тем, что оно „привязано" к осям координат, а точнее - к „оси X“,

* Некоторые результаты из [2] и [3] были независимо получены В. И. Параской [15]. 
•*  Г Нейбауэр называет многозначные Ф+ и Ф_-операторы „полуфредгольмовски- 

ми графиками“; мы будем следовать терминологии, принятой в [1].
По поводу определения и основных свойств многозначных линейных отображе­

ний см. [6].

2. Литопский математический сборник X-I.
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потому что открытость Py∣p — все равно, что открытость сквозного отоб- 
фражения πi,.Ух У—5—>Ух У/У

t 
Į i

(где i — каноническое вложение, π - каноническое факторное отображение). От­метим еще, что замкнутость Л.вУ равносильна замкнутости' Гф + У в Ух У; У,= ГфпУ; dim y∕Λφ=dim (Ух У) ∕(Γφ +У). На наш взгляд, естественнее рассматривать в Е пару замкнутых подпространств Γ1 и Г2 и говорить, что Г, „находится в отношении Ф+“ к Г2 (условия этогобудут даны ниже). Будем обозначать это так: Γ1Φ+Γ2. Тогда то, что φ : У->У есть многозначный Ф+- оператор, запишется так: ΓφΦ+y (здесь У можно рассматривать как график нулевого оператора 0 У-+У). Отметим, что такая точка зрения проводится в книге Като (см. [4], глава IV, § 4). В пользу такого более общего подхода говорит то, что нигде в последующем исключительная роль У, как подпро­странства в У х У, использоваться не будет (в частности, не используется то, что У имеет в Ух У топологическое прямое дополнение У).Условимся еще о некоторых обозначениях. Буквами Г, Γ1, Г2 будем обо­значать замкнутые подпространства в £; буквами i, i1, ⅛ — канонические инъ­екции i: Γ→E, i1 Γ1→E, il : Γa→E', буквами π, πl, π2 — канонические фак­торные отображения π : E→E∣Γ, π1: E→E∣Γl, π2 : E→E∕Γ2. Если V—абсолют­но выпуклая окрестность нуля в Е, то через Nu будем обозначать ядро пред- нормы pu. Говоря о размерности dim L векторного пространства L, мы не будем различать бесконечных размерностей. Через L (У, У) будем обозначать совокупность непрерывных и всюду определенных однозначных линейных отображений из У в У.Определение 1.1. Будем говорить, что Γ1, О Γ2 (,,Γ1 находится в отношении открытости с Г2"), если π2i1: Γ1→E∕Γ2 открыто.Замечание. Это определение обобщает понятие многозначного открытого отображения. В самом деле, пусть φ : X→Y- многозначное линейное отобра­жение. Тогда открытость φ равносильна тому, что ГФОУ (в Ух У).Лемма 1.2. Пусть U и V — окрестности нуля в Е. Следующие утвержде­
ния равносильны'.а) π2(C∕∩ Γ1)□π2 K∩ π2Г2;б) I∕∩Γ1 + Γ2⊃ K∩(Γ1 + Γ2).
Если же вдобавок Γ1 ∩ Γ2=0, то а) и б) равносильны утверждениюв) p(r∩(Γ1 + Γ2))⊂U,
где Р: Γ1 + Γ2→Γ1 + Γ2 - проектор с Rf =Γ1 и Mp = Γ2.Следствие 1.3. Пусть Γ1∩ Γ2=0. Тогда условие Γ1OΓ2 равносильно тому, 
что проектор Р : Γ1 + Γ2→Γ1 + Γ2 с Rp= Γ1 и Nr = Γi непрерывен.Замечание. Пользуясь терминологией И. Ц. Гохберга и А. С. Маркуса из [5], можно охарактеризовать ситуацию следствия 1.3 (т.е. случай, когда Γ1∩ Γ2=0 и Р непрерывен) так: „угол между подпространствами Γ1 и Г2 
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положителен". Заметим еще, что из следствия 1.3 вытекает, что если Γ1 ∩ Γa = 0, то из Γ1OΓa следует, что ΓaOΓ1. Оказывается, это верно и в общем случае.Лемма 1.4. Пусть U и V — окрестности нуля в Е. Тогда если U ∩ Γ1 + + Γa⊃ r∩ (Γ1 + Γ2), то (U∩ F)∩ (Γ1 + Γa)⊂(σ+C7)∩ Γa + Γ1.Предложение 1.5. Отношение О симметрично и рефлексивно, но, вообще говоря, не транзитивно.Доказательство. Докажем симметричность. Пусть ΓjOΓa и U — произ­вольная окрестность нуля в Е. Возьмем окрестность нуля Ul<zE такую, что t∕1 + l∕ι⊂ U. По лемме 1.2 найдется окрестность нуля K1⊂Eτaκaπ, что U1 ∩ Γ1 + + Γa⊃ V1 ∩ (Γ1 + Γa) (потому что по условию πai1 открыто). Тогда по лемме 1.4
(Ul ∩ K1) ∩ (Γ1 + Γ2)⊂ (t∕1 + Ul) ∩ Γa+ Γ1⊂ U ∩ Γa+ Γ1.Из леммы 1.2 заключаем, что π1ia открыто, что и требовалось. Рефлексивность 

О очевидна, ибо нулевое отображение открыто. Чтобы доказать последнее утверждение, рассмотрим следующий пример.Пусть X, Y — бесконечномерные банаховы пространства, k X→Y — ком­пактный оператор с dim Rt=∞. Будем рассматривать X, Y и Γt как под­пространства в Хх У. Так κaκfc^1 открыто, то Γ∣tOY (см. замечание к опре­делению 1.1). Далее, YOX по следствию 1.3. Но если бы Γ∣tOX, то это озна­чало бы, что k открыто, чего не может быть ([7], гл. 1, § 2, теорема 3).Примеры. Следствие 1.3 уже дает пример, когда пара подпространств находится в отношении О. Рассмотрим другие примеры. Пусть Е— пространс­тво Фреше. Тогда для того, чтобы ΓιOΓa, необходимо и достаточно, чтобы Γ1 + Γa было замкнуто в Е. (Это следует из теоремы о замкнутом графике.)Вот еще один пример. Будем говорить, что Γ1 является конечномерным возмущением Га, если dim Γ1∕Γ1 и Γa<co (т.е. область значений отображения πai1 конечномерна). В этом случае также Γ1OΓa, поскольку из отделимости £/Га и конечномерности πa (Γ1) следует, что π2i1 открыто (см. [7], гл. 1, §2, следствие 2).Укажем теперь одно применение введенных понятий.Предложение 1.6. Пустыр : У->Уоткрыто, Xl- замкнутое подпространство в X. Для того, чтобы φ ∣a∙, было открыто, достаточно, чтобы X1ONφ. Это усло­вие также и необходимо, если φ∈L (X, У).Доказательство. Рассмотрим диаграмму:
→y!∖ψ !.I \Г

X∣NfЗдесь ψ — каноническое факторное отображение, φ — инъективное открытое отображение, замыкающее диаграмму до коммутативной (при этом Dį = = ψ (-Dφ)). Если ψy1 открыто, то и <p√1 тоже; если же φ непрерывно и />„ = X, то из открытости φΛ = ψΨΛ следует открытость ψ∕1.



20 Ю. Н. Владимирский

Замечание. Для выполнения условия X1ONφ предложения 1.6 достаточно, чтобы Nφ было конечномерным возмущением X1 (т.е. dim Nφ∣X1 ∩ Nφ < оо). В частности, это условие выполнено в каждом из 3-х следующих случаев:
X1=>Nφ, dim Nφ < ∞, codim X1 < оо.Применим теперь имеющиеся у нас сведения к доказательству одной тео­ремы о Ф± — операторах.Теорема 1.7. Пусть (X, t), (У, т) — топологические линейные пространс­

тва, X1 — замкнутое подпространство в X, причем dim X∣X1 < ∞.
Пусть φ : X→Y, а φ1=φlx, : X1→Y*  Тогда:

* T. e. ψl — это сужение <p на Xl.

а) φ замкнуто тогда и только тогда, когда φ1 замкнуто-,б) утверждения ,,φ открыто и Rv замкнуто" и ,,φ1 открыто и Rφ, зам­
кнуто" равносильны:в) φ есть Ф+— (Ф_, Φ)-onepamop в том и только том случае, когда φ1 соответственно Ф+-(Ф_, Φ)-onepamop. Если при этом dim Dφ∣Dφ, = n, 
то indφ = iπdφ1- п.Доказательство. Так как Γφ, = Γφ∩ (X1× У), то из замкнутости Гф сле­дует замкнутость Гф1; а так как Γφ∕Γφl конечномерно, то из замкнутости Γφl следует замкнутость Г„ ([7], гл. 1, § 2, следствие 4). Пусть φ открыто и Rφ замкнуто. Так как codim X1<∞, то Nφ +X1 замкнуто, откуда по лемме 2 в [10]Λφl=φ (ΛΓφ + yj) замкнуто bΛφ и значит в У. А в силу предложения 1.6.*  φ1 открыто. Пусть φ1 открыто и Λφl замкнуто. Покажем, что φ открыто. Пусть С/сУ — произвольная окрестность нуля. Возьмем окрестность нуля K⊂ X такую, что V+ K⊂ U. Так какφr∩Λφ, = φr∩φ(⅛φ+X1)=φ(r∩(⅛φ+X1)] ⊃φ(K∩yι)и φ1 открыто, то φK∩ Rφ, — окрестность нуля в Rφ,. А так как ЛФ1 замкнуто в У, то и подавно замкнуто в Rφ. Пусть N — алгебраическое прямое дополне­ние к Rv, в Лф. Из замкнутости Rv, следует, что (N, τ) отделимо, и, следова­тельно, т мажорируетφ (г) на У ([7], гл. 1, §2, следствие 2). Итак, φK∩ N — окрестность нуля в N. Следовательно, φK∩ Aφl+<pK∩ N — окрестность нуля в Rφ ([7], гл. 1, § 2, предложение 3), и подавно φC∕∩ Rφ — окрестность нуля. Таким образом, φ открыто. А так как dim Rv∣Rv,<∞, то Rv замкнуто. Утверж­дения а) и б) доказаны. Заметим теперь, что Nφ и Nφ, одновременно конечно­мерны или бесконечномерны; то же относится к паре Y∣Rφ и Y∣R4,,. Нам оста­ется доказать формулу, связывающую индексы.Пусть dim Dφ∣Dv, = n, и хотя бы одно из чисел dim У,, codim R, конеч­но. Разобьем Dv в алгебраическую прямую сумму: Dφ = Dvn(Nψ + X^ + N= 
= D,ΛXi + Nl + N, где N1<=Nv и бш1(У1 + У) = я. Так какУФ1 = Nφ ∩ X1, то 
Nφ = Nφ,-i-N1 и dimΛrφ = dim yφl + dim jVį. А так как Λφ = Λφl+ ф(У) и φ∣w инъективно, то codim Λφ = codim Rv, — dim N. Итак, codim Λφ — dim Nφ = = codim Rv, - dim N—dim Nφ, — dim N1 = (codim Rφ, — dim Nφ,) — n, что и тре­бовалось.
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Отметим, что в качестве следствия теоремы 1.7 можно получить теоремы 1 и 2 из [10]. Заметим еще, что предложение 1.6 допускает следующее обоб­щение.Предложение 1.8. Если Γ1OΓa и ΓO(Γ1∩ Г2), то (Γ1∩ Γ)O(Γa ∩ Г).Определение 1.9. Будем говорить, что Γ1ΦΓ2* (Γ1Φ+Γa, Γ1Φ.Γa), если π2i1Φ-(Ф+, Ф_)—оператор. При этом индексом ind (Γ1, Га) назовемте! (π2i1).

• Т. е. Γ1 находится в отношении Ф к Г2.
** Т. е. Г, „находится в отношении В" к Γ1. Заметим, что определение 2.1 и значитель­

ная часть утверждений § 2 сохраняют смысл и для незамкнутых подпространств.

Выясним смысл этого определения. Для того, чтобы π2f1 был Ф — опера­тором, необходимо и достаточно выполнения следующих условий:а) πaι1 открыто, б) 7Jπ,,, замкнуто, в) dim Nπ,ι,<∞, г) codim Λκ,∣1 <оо. А эти условия равносильны следующим: a') Γ1OΓa, б') Γ1 + Γa замкнуто в Е, в') dimΓ1∩Γa<co, г') dim E∣(Γ1 + Γ2) < оо. При этом ind (Γ1, Γa) = = dim EI (Γ1 + Γa) — dim Γ1 ∩ Γa. Соответственно, для того, чтобы Γ1Φ+Γ2(Γ1Φ.Γ2), необходимо и достаточно выполнения условий а', б' и в' (а', б' и г')-Предложение 1.10. Отношения Ф, Ф+ и Ф_ симметричны.Лемма 1.11. (ср. с [2], 1.4.6). Пусть Γ,cΓj и dim Γ2∕Γ1 = n<∞. Тогда Γ1Φ+Γ(Γ1Φ.Γ) в том и только том случае, когда Γ2Φ+Γ (Г2Ф_Г). При 
этом ind (Γ1,Γ)=ind (Γ2, Γ) + n.Доказательство. Лемма следует из теоремы 1.7.Замечание. В заключение параграфа рассмотрим один пример. Пусть 
X, Y - отделимые топологические линейные пространства, Г — замкнутое подпространство в X× Y. Как и всякое подпространство в X× Y, Г является графиком некоторого многозначного линейного отображения φ X→Y. Не­обходимыми и достаточными условиями того, чтобы φ∈L (X, Y), являются сле­дующие: ГФУ, Г ∩ Y=0, ind (Г, У)=0 (иными словами, Г должно быть тополо­гическим прямым дополнением для У в X× У). Действительно, однознач­ность φ означает, что Г ∩ У=0, непрерывность φ равносильна тому, что ГОУ, а условие Z>φ = 2γ равносильно тому, что Г+У=Ух У.§ 2. Перейдем к рассмотрению „ограниченных возмущений" подпро­странств топологического линейного пространства. Основные результаты этого параграфа будут относиться к локально выпуклым пространствам. Мы покажем, что если Γ2Φ+Γ, а Γ1 является ограниченным возмущением Г2, достаточно „близким" к Г2, то и Γ1Φ+Γ (теорема 2.15). Если же Γ1 и Г2 явля­ются ограниченными возмущениями друг друга и при этом „близки" (в смыс­ле некоторого раствора), то вдобавок ind (Γ1, Γ)=ind (Г2, Г) (теорема 2.18).Определение 2.1. Будем говорить, что Γ1BΓ2**,  если π2i1 ограничено.Замечание. Чтобы подчеркнуть, что π2ι1 отображает в ограниченное мно­жество именно окрестность нуля U ∩ Γ1, будем пользоваться обозначением Γ∖i⅛Γ2.Следующее предложение устанавливает связь введенного понятия с по­нятием ограниченного оператора.
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Предложение 2.2. Пусть a<≡L(X, Y). Тогда:а) если а ограничено, то Γφt,α 5Γφ для любого φ : X→Y-,б) если существует φeL (X, Y) такое, что Γφ+i BΓφ, то а ограничено.Доказательство, а) Пусть α(t7) ограничено. Возьмем произвольную окрестность нуля КсК. Найдется ε>0 такое, что λ∙a(l∕)⊂K при ∣λ∣≤ε. Тогда при x<=U∩Dv имеем:
λ∙(x, (φ+a)xj = λ∙(x, φx) + λ∙(0, ax)eΓφ + {0}×Fпри ∣λl≤ε, откуда Γφ+aBΓφ. Обратно, пусть существует φ∈L(X, У) такой, что Γφ+aBΓφ. Тогда найдутся окрестности нуля U<≡X, K⊂ У такие, что для любой пары окрестностей l∕1⊂X, K1⊂ У имеем: LZ1×F1 + Γφ поглощает (C7×F)∩Γφ+a. Так как φ + a непрерывно, то найдется окрестность нуля Ц>с U такая, что (Ua × У) ∩ Γφ+a⊂((7 × V) ∩ Γφ+a. Покажем, что a(J70) огра­ничено. Пусть K1 ⊂ у — произвольная окрестность нуля, и пусть K2⊂ У- окрест­ность нуля такая, что K2+ K2⊂ Vl. Возьмем уравновешенную окрестность нуля 

ÜcX такую, что φ5⊂ Найдется ε> 0 такое, что при ∣λI < ε, хe Uo имеем: 
λ∙(x, (<p+ а)х^е О× V1 + Γφ, откуда λ∙(0,ax)∈ 0× K1 + Γφ.

Это означает, что (θ, λ∙a(x)j = (x', y')+(x", φx"), где x'eŪ, y'eV1. Тогда 
x' e Ū, откуда φx"e∏2 и λ∙a(x)∈ K2+ K2⊂ V1. Итак, V1 поглощает a(tzo), что и требовалось.Аналогом теоремы об ограниченности суммы двух ограниченных операто­ров служит лемма.Лемма 2.3. Пусть Γ1Bσ,Γ2, Γ3Bu,Γ3. И пусть V — уравновешенная 
окрестность нуля такая, что K+K⊂l∕2. Тогда Γ1Bt∕1∩f-Γ3. Если же Ut 
абсолютно выпукла, то Γ1Bt∕,∩σ, Га.Доказательство. Пусть U<^E — произвольная окрестность нуля. Возьмем окрестность нуля U'c∑E такую, что U'+U'<=U. Так как Γ1Bσ,Γ2, то найдется ε>0 такое, что ε∙(K∩ U1) ∩ Γl⊂ V∩ t∕' + Γ2. Отсюда следует, что ε∙(K∩ U1) ∩Γl⊂ Ип t∕' + Γ2 ∩ иг. Так как f∕' + Γs поглощает Γ2 ∩ U2, то (7+Γ3⊃ U'+ J7' + Γ3 поглощает (Уи U1) ∩ Γ1, что и требовалось. Анало­гично рассматривается случай, когда t∕2 абсолютно выпукла.Предложение 2.4. Отношение В рефлексивно и транзитивно, но, вообще говоря, не симметрично.Доказательство. Транзитивность следует из леммы 2.3, рефлексив­ность тривиальна. Если Е — не нормируемо, то „ЕВ {0}“ неверно, но {0}_В£ всегда.Отметим без доказательства еще одно свойство отношения В.Предложение 2.5. Пусть Е — отделимо и локально выпукло. Если Г2 нор­мируемо (метризуемо) и Γ1BΓ2, то Γ1 тоже нормируемо (метризуемо).Основным теоремам данного параграфа предпошлем несколько лемм. В качестве вспомогательного средства нам будет удобно воспользоваться понятием сети (см. [12]*,  гл. 1, §7 и [13], стр. 207).

В [12] вместо термина „сеть" испольэуе тся термин „обобщенная последовательность".
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Лемма 2.6. Пусть (xt)∣ei - есть в Е.
Для того, чтобы сеть (xi) сходилась к х, необходимо и достаточно, чтобы 
для всякой ее подсети (xlj) нашлась подсеть (x∣jk), сходящаяся к х.Доказательство. Необходимость очевидна. Пусть теперь x,→x. Тогда найдется окрестность U точки х такая, что для всякого iel найдется i'>i такой, что κi- φU. Выбирая для каждого iel соответствующее Г, получим ото­бражение α : I→I (где а (i) = i')∙ Так как α (i) > i для всех iel, то (¾i))⅛j — под­сеть (xl)iel. Но так как xaW$U для всех iel, то у (х«(0)и не существует под­сети, сходящейся к х.Определение 2.7. Пусть (х,) — сеть в Е. Будем говорить, что x →x (mod Г), если πxl → πx.Лемма 2.8. Пусть (xi),⅛∕ — сеть в Е. Для того, чтобы xi→x(mod Г), 

необходимо и достаточно, чтобы для всякой ее подсети (xij) нашлись под­
сеть (x⅛*)  и сеть (xk) ⊂ Г такие, что xtj^ + xk→x,

• Нам удобно не исключать и случаи, когда Γ1 + Γ или Г, + Г незамкнуто (см. след­
ствие 2.18).

Доказательство. Достаточность следует из леммы 2.6. Пусть те­перь xl→x (mod Г). Достаточно показать, что найдутся подсеть (xij) и сеть (xj)⊂Γ такие, что xij+xj→x. Пусть cU — фундаментальная система окрест­ностей нуля в Е. Будем рассматривать clt как множество, элементами ко­торого являются окрестности U. Рассмотрим множество I × clt (направленное естественным образом). Каждому j = (i, U)el×clt сопоставим а (Де 7 такой, что a(J)≥i, и при r'>α(∕) имеем: xi.ex+U+Γ (это можно сделать, поль­зуясь тем, 4τoxi→x(modГ)). Ясно, что (xa(j))je√xc∕ - подсеть (xl)⅛∕. Теперь для каждого jel×clt выберем xjeΓ такой, что x^rt + xjex+U. Тогда xa(j)+xj∙→x, что и требовалось.Нам понадобятся еще следующие простые леммы.Лемма 2.9. Пусть U, V — абсолютно выпуклые окрестности нуля в Е, 
причем U замкнута. И пусть NuΓ∣ Γ1∩ Γ2=0. Тогда следующие условия 

равносильны:а) Γ1∩Γ2 = 0 и U ∩ Γ1 + Γ2 ⊃ V ∩ (Γ1 + Г2);б) для любых x1eΓ1, x2eΓ2 pl,(x1 + xa)≥pv(x1).Лемма 2.10. Пусть L — векторное пространство, M и N — его под­
пространства. Если dim L∣M > dim L∣ff, то dim N∣(M ∩ N) > dim M∣(M ∩ N).Лемма 2.11 (ср. с [2]J 2.3.1). Если Γ1BuΓa и π(Γ, ∩ 7∕)≈π(Γ1) ∩ πV, то (Γ1 + Γ)5r(Γ2 + Г). В частности, если Γ1BΓ2 и Γ10 Г, то (Γ1 + + Γ)5(Γ2+Γ)*.Теорема 2.12. Пусть Е — отделимо и локально выпукло, причем или Е 
полно, или E∣Γ2 локально полно. Пусть U и V — абсолютно выпуклые 
окрестности нуля в Е, причем U замкнута. И пусть выполнены условия: а) Γ2Φ+Γ, 6)Γ2∩Γ = 0, B)π(Γ2∩ J∕) = π(Γ2)∩πK, г) Γ1Bt,Γ2, д) π2(Γ1 ∩ U)c ⊂ q ∙ π2 W, где W= U ПК, 0 < q < Тогда: a') Γ1Φ+ Г, б') Γ1 ∩ Г = 0, в') π(Γ1∩ <7)=>(1 -29)π(Γ1) ∩π(F).
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Доказательство. Сначала докажем б') и в'). Заметим, что 
NυCι (Г ∩ Γ1) = 0. Действительно, так как ¾(Γ1 ∩ιVu) = 0, то Γ1∩ ιVt,cΓ,, а Γ2∩Γ = 0 по условию. Таким образом, можно применить лемму 2.9. Пусть x1eΓ1 и хге Г - произвольные элементы. Если pu(x1) = 0, то pr(x1 + x2) > (1 — 2q) pu(x1)ι если же pu(x1)> 0, то без ограничения общности можно считать, что pu(×ι) = 1. Тогда из условия д) следует, что x1 = qx' +.v", где x'eW, x''∈Γ2. Следовательно, pl,(xl+x2)=pl,(qx' + x" +x2)≥py(x" + x2)- 
~Py(tlχ')- Но из условий б), в) и леммы 2.9 следует, что р y(χ" + x2)≥ 
>pu(x")- А pu(x"Y>pυ(x1)-pu(qx')=∖ -pu(qx'). Итак, py(x1 + x2)½∖- 
— pu(qx")-py(qx')≥ I — 2q. Из леммы 2.9 следуют утверждения б') и в').Теперь покажем, что Γ10 Г. Пусть (xi) — сеть в Γ1 такая, что xi→0(modΓ). Из утверждений б') и в') следует, что Pa(x∣)→0. Тогда из условия г) получаем: xi → 0 (mod Γ2). Возьмем любую ее подсеть (xij). По лемме 2.8 найдутся подсеть (x1∙ ) и сеть (¾)⊂Γ такие, что xi +xk→0. Но тогда xt → 0 (mod Γ2), и из условий а) и б) следует, что xk → О, а, значит, и xi^ → 0. Из леммы 2.6 следует, что xi → 0. Итак, Γ1OΓ.Нам осталось показать, что Γ1+ Г замкнуто в Е. Если Е полно, то замкну­тость Γ1+ Г следует из непрерывности проектора Р (см. лемму 1.2) и замкну­тости Γ1 и Г. Рассмотрим случай, когда E∕Γ2 локально полно. Покажем, что π (Γ1) замкнуто. Пусть (xi) — сеть в Γ1, и пусть πxi→πx0. Так как πxi — сеть Коши, то и xi тоже (в силу того, что Γ1OΓ и Γ1∩ Г=0). А так как E∕Γ2 локаль­но полно и Γ1BΓ2, то π2xi→π2x' для некоторого х'еЕ. По лемме 2.8 найдутся подсеть (xlj) и сеть ⅛)⊂Γ2 — такие, что xijxj→x'. Тогда πxj→πx'-r.xa, а так как Γ2Φ+Γh Γ2∩ Γ=0, то πx'-πx0eπ (Г2), причем сеть (xj) сходится к некоторому х". А тогда xij→x'-x"∈Γ1, откуда πx0∈π (Γ1), что и требовалось.Отметим, что аналогичное утверждение справедливо и для общих тополо­гических линейных пространств. Однако в дальнейшем мы будем существенно пользоваться локальной выпуклостью Е (именно, при рассмотрении случая, когда Γ2Φ+Γ, но Γ2∩Γ≠0, и при доказательстве устойчивости индекса). Поэтому приведем формулировку соответствующего утверждения без дока­зательства.Теорема 2.12а. Пусть Е - отделимое, полное топологическое линей­
ное пространство. Пусть U, U', V', V", W — уравновешенные окрестности 
нуля в Е, причем U замкнута и имеются соотношения: U'+U'<∑ U, V+ 
+ V"⊂ V, W-V' ∩ V". И пусть выполнены условия: а) Γ2Φ+ Г, б) Γ2 ∩ Г=0, β) π(Γ2 ∩ U') □π(Γ2) ∩ πV', a)Γ1ΛtzΓ2, д) π2(Γ1∩ U)<= q ■ π2W, где 0 <q <1. 
Тогда: a'∖ Γ1Φ+ Г, б') Γ1 ∩ Γ=0, в') π (Γ1 ∩ V) =>π (Γ1) ∩ π W.Следствие 2.13. Пусть X, Y — отделимые локально выпуклые пространс­
тва, <p∈L (X, Y), Г - замкнутое подпространство в X×Y, U и V — абсо­
лютно выпуклые окрестности нуля в X×Y, причем U замкнута. И пусть 
выполнены условия: Γφ∩t∕+7⊃ E*,ΓB σΓφ,Γ∩ l∕⊂⅞∙ Wz+Γφ (где W=Ufι V, 
0<q<l∣2). Тогда Г — график однозначного и непрерывного отображе­
ния ψ : X→Y (при этом, вообще говоря, D^įX).

• То, что Γφ п 17+ Y — окрестность нуля в X×Y, следует нз того, что φ∈L (X, Y) (см. 
замечание в конце § 1).
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Доказательство. Как замечено в конце § 1, условие φeL (X, Y) равно­сильно тому, что ГфФУ, Γφ ∩ У=0 и ind(Γφ, У)=0. Тогда по теореме 2.12 ГОУ и Γ∩ У=0, что и требовалось (полноту X× Y требовать не нужно: она использовалась в теореме 2.12 лишь при доказательстве замкнутости Γ1 + Γ).Перейдем к рассмотрению случая, когда ΓaΦ+Γ и Γa ∩ Γ≠0. Нам понадо­бится следующая лемма, являющаяся простым следствием леммы Ауэрбаха ([14], стр. 205).Лемма 2.14. Пусть Е—локально выпукло, N— n-мерное подпространство 
в Е. И пусть U — абсолютно выпуклая окрестность нуля в Е. Найдется 
непрерывный проектор Р : E→E с Rp = N такой, что pu(Pll)≤n ■ pu (х) 
для всех хеЕ.Теорема 2.15. Пусть Е — отделимо и локально выпукло, причем или Е 
полно, или E∣Γ2 локально полно. Пусть U и V — абсолютно выпуклые окрест­
ности нуля в Е, причем U замкнута. И пусть выполнены условия: а) ΓaΦ+ Г, б) π(Γ2∩C∕)⊃π(Γ2)∩πK, β) Γ1BuΓa, г) π2 (Γ1 ∩ U)⊂ q ∙ 2^τ π2 W (где W= 
= U ∩ V, 0<<7<j, л = dim Γa ∩ Г). Тогда Γ1 Φ+Γ и dim Γ1(lΓ≤n.Доказательство. Пользуясь леммой 2.14, выберем непрерывный проек­тор Р : E→EcRp = Γ2 ∩ Г такой, что pu(Px)≤n∙pv(x'). Тогда Γ = Γa ∩ Г-i- Г nNp. Обозначим Γ∩Λ⅛=f.Taκ как dim Г/f =л < со, то по лемме 1.11 ΓaΦ+f, причем ind (Γa,Γ) = ind(Γa,Γ) + n и Γ2∩f = 0. Теперь заметим, что

(2л+ 1) C∕∩Γ2 + Γ⊃(Γ2 + Γ)∩ W. (1)
Действительно, пусть х ∈ (Γ2 + Г) ∩ W. Тогда х e V ∩ (Γ2 + Г) ⊂ U ∩ Γa + Г (в силу условия б)). Поэтому x=x1 + x2, где x1∈{∕∩Γ2, x2∈Γ и pσ(x⅛)≤ ≤PσW+Pσ(xι)≤2∙ Но c Другой стороны xs = x, + x", где x'∈Γa∩Γ, х"еГ. Следовательно, pσ(x')≤2∏ и x'e2∏J7∩Γa. Итак, х = (x1 + x')+x''∈(2n + + l)t∕∩Γ2+f, что и требовалось. По лемме 1.2 соотношение (1) можно переписать так:

⅞(C∕∩Γ2)⊃⅛(^π- iγ)∩⅛γ2,

где π : E→E∣Γ — каноническое факторное отображение. Поскольку
w)^u=2^Γw∙

то для тройки подпространств Γ1, Г2 и Г и пары окрестностей U, 2n^1 W выполнены все условия теоремы 2.12. Следовательно, Γ1Ф+ Г, причем Γ1 ∩ Г=0. Применяя теперь лемму 1.11, получаем а') и б'), что и требова­лось.Перейдем к исследованию устойчивости индекса. Нам понадобится об­общение на локально выпуклые пространства одного предложения Μ. Г. Крей­на, Μ. А. Красносельского и Д. П. Мильмана о растворе подпространств банахового пространства (см., например, [1], теорема 1.1).
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Теорема 2.16. Пусть Е — локально выпукло, U — абсолютно выпуклая 
окрестность нуля. И пусть выполнены условия: а) Γ1BuΓ2, б) π2([∕∩ Γ1)<= <=⅞∙πaf∕ (0<^<l). Тогда dimΓ1≤dimΓ2 и dim E∣ Γ1≥dim E∣ Γ2.Доказательство. Докажем, что dim Γ1≤dimΓ2. Мы будем идти от про­тивного. Докажем следующее утверждение.Если Γ1Bt,Γa и dimΓ1>dimΓ2, то π2(C∕∩ Γ1) ≠ ⅞∙π2 U при любом 0< q< 1.Пусть к: Е → E∣Nu — каноническое факторное отображение. Так как Γ1BσΓ2, то Λru∩Γ1⊂Γ2, откуда dim Nu ∩ Γ1 ≤ dim Γ2 < ∞ и dimπ(Γ1) = = dim Γ1 — dim Nu ∩ Γ1 >dimΓ2- dimMt, ∩ Γ1⅞dimΓ2- dimMt,∩ Γ2 = dimπ(Γ2). Рассматривая E∣Nu как нормированное пространство (с нормой 11 πx || =pu (х)), мы можем воспользоваться теоремой 1.1 из [1], на основании которой заклю­чаем, что найдется x∈Γ1 такой, что || πx || = 1 и inf || πx-πy || = 1. Последние >^г,соотношения означают, что ∕⅛(x) = l и infpc, (х—у) = 1. Отсюда следует, что при всяком 0<q< 1 π2 (t∕⊂ Γ1)ςt q ∙π2U, что и требовалось.Теперь докажем, что dim E∣Γ1 > dim E∣Γ2. Будем идти от противного. Дока­жем следующее утверждение.Если Γ1~SσΓ2 и dim E∕Γ1 <dim E∣Γ2, то π2(C∕∩ Γ1)ςt⅞∙π2 U при любом О < q< 1.Пусть π: Е → £/Г\ ∩ Г2 - каноническое факторное отображение. Из усло­вия dim £/Г\ < dim E∣V2 следует, (по лемме 2.10), что dim Γ1∕(Γ1∩Γ2) > > dim Γ21 (Γl ∩ Γ2), а так как π (Γ1) можно отождествить с Γ11 (Γ1 ∩ Г2), а π(Γ2) - с Γ2∕(Γ1∩Γ2), то dimπ(Γ1)>dim π(Γ2). Далее, по лемме 2 в [5] π(Γ1) и π(Γ2) замкнуты. Наконец, π(Γ1)Bπ(t,>π(Γ2). Действительно, из Γ15t,Γ2 следует, что для любой окрестности нуля VcE Γ2+ V поглощает 
V ∩ Γ1, откуда π(Γ2) + πP поглощает π (U ∩ Γ1) = π U ∩ πΓ1 (последнее ра­венство следует из JVπ⊂Γ1). Применяя утверждение, доказанное в первой части теоремы, получаем: πC7∩ πΓ1ςi⅞∙πC∕+πΓ2 при любом 0<?<1. Но это соотношение равносильно такому: π(C∕∩ Γ1)≠π(7C∕+Γ2), а последнее равносильно следующему: С/∩ Γ1<≠qU+T, что и требовалось.Замечание. Условия теоремы 2.16 можно ослабить. Верно следующее утверждение.Пусть (Е, tu) преднормированное пространство (с преднормой pu), Γ1 и Г2 — подпространства в Е (не обязательно замкнутые). И пусть■ π2((∕∩ Γ1)⊂⅞∙πa U(Q<q< 1). Тогда:а) если Γ1 ∩ Nu ⊂ Г2, то dim Γl ≤ dim Г2;б) если Γ1∩(Γ1∩Γa)⊂Γa, то dimΓ1≤dimΓ2 и dim E∣ Γ1 > dimE∕Γa (здесь черта обозначает замыкание в ;(£, rσ)) .Следствие 2.17. Если при сохранении всех условий теоремы 2.12 до­

полнительно потребовать, чтобы 0<g<y, то dim £/(Γ1 + Г) > >dim£/(Γ2 + Γ). Если же вдобавок выполнены условия: е) ΓaBσΓ1, ж) π1(Γa∩ u)czq-πl V, то ind(Γ1, Γ) = ind(Γa, Г).
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Доказательство. Проверим, что для пары пространств Γ1 + Г, Г2 + Г и окрестности нуля V выполнены все условия теоремы 2.16. Так как Γ1Φ+Γ и Γ2Φ+Γ, то Γ1 + Γ и Γ2 + Г замкнуты в Е. Из условия Γ1BσΓ2 и утверждения в') теоремы 2.12заключаем (по лемме 2.11), что (Γ1 +Г)Bk(Γ2 +Г). Комбинируя утверждение в') теоремы 2.12 с ее условием д), получаем: r∩(Γ1+Γ)⊂rb (σ∩r1)+r⊂f-⅛w'+r2+r⊂ = K+Γ2+Γ, где 0 < y-⅛ < 1, ибоО<?< i .
На основании теоремы 2.16 заключаем, что dim E∣(Γ1 + Г) > dim E∣(Γa + Г). Пусть теперь дополнительно выполнены условия е) и ж). Из условий в) и е) сле­дует (по лемме 2.11), что (Γ2 + Γ) By (Γ1 + Γ). А из условия ж) и условия в) следует, что K∩ (Γ2 + Γ)⊂⅞K+Γ1 +Г. По теореме 2.16, dim jE∕(Γ2 + Γ)> dim i,∕Γ1 + Γ, и следовательно,ind (Γ1, Г) = dimE∕(Γ1 + Г) = dim β∕(Γ2+Γ) = ind (Γ2, Г), что и требовалось.Следствие 2.18. Пусть X, Y—отделимые локально выпуклые простран­
ства, φeL(X, У), Г —замкнутое подпространство в X×Y, U и V—абсо­
лютно выпуклые окрестности нуля в X × Y, причем U замкнуто. И пусть 
выполнены условия-. Γφ∩{7+y⊃K, ΓΛuΓφ, Γ∩{7⊂⅞1K+Γφ,

(где W=U(∖V, 0<9<i), Γφ-BσΓ, Γ,∩ UcljF+Γ.
Тогда Г —график однозначного, непрерывного оператора ψιX→y, причем Dφ плотно в X. Если же Y полно, то ψeZ,(Z, У).Доказательство.] Все утверждения,’кроме двух последних, следуют из следствия 2.13. Рассуждая, как в доказательстве следствия 2.17, имеем: dim(Jf× У)/Г+ y≤dim(X× У)/(ГФ+ У) = 0,откуда Г + У плотно в X × У, а, значит, Dψ плотно в X. Если же У полно, то из замкнутости Г следует, что Z>ψ = X.Теорема 2.19 (ср. с предложением [3.3.1 в [2]). Пусть Е—отделимо и 
локально выпукло, причем или Е полно, или E∣Γa локально полно. Пусть 
U и V—абсолютно выпуклые окрестности нуля в Е, причем U замкнута. 
И пусть выполнены условия: а) Γ2Φ+Γ, б) π(Γ2∩ U) => π(Γ2) ∩ πV,

в) Γ15t,Γ2j г) π2(Γ1 ∩ (7)⊂⅞∙ 2b+i π2 W (где W = U∩ V, 0<q< 1/3, n = dim Г2пГ); д) Γ2Bc,Γ1j е) π1(Γ2∩l∕)⊂^. 2⅛ψT πl!Y. Тогда Γ1Φ+Γ, dim Γ1∩Γ≤n, ind(Γ1, Γ) = ind(Γ2, Г).Доказательство. Поскольку выполнены все условия теоремы 2.15, то Γ1Φ+Γ и dimΓ1∩Γ≤n. Осталось доказать равенство индексов. Исполь­зуя обозначения, примененные при доказательстве теоремы 2.15, можно (на основании леммы 1.11) записать: ind(Γ∖, Γ) = ind(Γ1, Г)—л и [ind(Γ2, f) = = ind(Γ2, Г) — п. Таким образом, достаточно показать, что ind(Γ1, f) = = ind(Γ2, Г). Для этого достаточно проверить, что для тройки пространств Γ1, Г2 и Г и пары окрестностей U, 2nIt-l W выполнены все условия следствия 2.17. Выполнение условий теоремы 2.12 уже проверялось при доказатель­
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стве теоремы 2.15; а условия е) и ж) следствия 2.17 — это условия д) и е) доказываемой теоремы. Теорема доказана.Автор благодарит А. С. Маркуса и Д. А. Райкова за постановку задачи и внимание к работе.
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DAUGIAREIKŠMIŲ Φ+-OPERATORIŲ TOPOLOGINĖSE 
TIESINĖSE ERDVĖSE TEORIJOS KLAUSIMU

J. Vladimirskis

(Reziumė)

G. Neibauerio teorema apie daugiareikšmio Φ+-operatoriaus savybių stabilumą, esant 
pakankamai mažiems aprėžtiems sužadinimams, apibendrinama lokaliai iškilos erdvės atvejui.

ON THE THEORY OF SEMI-FREDHOLM GRAPHS IN TOPOLOGICAL LINEAR 
SPACES

J. Vladimirskij

(Summary)

G. Neubauer’s theorem on the stability of properties of semi-Fredholm graphs is genera­
lised to local convex spaces.


