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ЛОКАЛЬНАЯ ПРЕДЕЛЬНАЯ ТЕОРЕМА 
ДЛЯ ЧИСЛА ВОССТАНОВЛЕНИЙА. В. Нагаев
§ 1. Формулировка результатовПусть ζj, J=l, 2, независимые одинаково распределенные неотрица­тельные случайные величины. Образуем последовательность сумм S,o=0, St = ξ1+ + ξt, fc= 1, со. Пусть случайная величина у,определяется следу­ющим образом: v1 = n, если S„<x, а Sn+1>x. Естественно'назвать случайную величину 41 числом восстановлений за промежуток времени х. Пусть далее Λfξi = o и Z>ξi = σa<∞. Хорошо известна интегральная предельная теорема для числа восстановлений (см., например, [1], стр. 322), в которой утверж­дается, чтоН V⅛⅛<ψφω(1+°ω) Wравномерно по | и ∣ < U, гдеФ (и) = f е 2 dυ.√2π JНетрудно показать, что соотношение (1) выполняется равномерно по и, — со < <w<oo. Интегральная теорема подсказывает утверждение локальной пре­дельной теоремы для случайной величины v1.

Теорема. Пусть Dξj = σi<∞. Тогда при x→∞
(n-x∣a)t

p{4χ = n} = 1
V 2πxσ,∕o8

2λo1∕o3 į ] \+0(vτ)е

равномерно по п, — оо < и < оо.Эта теорема доказывалась в работах [3]-[5] для случая решетчатых слагаемых ξy. Следует также заметить, что метод, применяемый в этой работе, позволяет получать и асимптотические разложения.
§ 2. Доказательство теоремыДоказательство опирается на следующую основную лемму.

Основная лемма. В наших условиях при n→∞
(x-πa),

равномерно по xt — αo<x<oo.

(2)
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Доказательство этой леммы мы отложим до § 3. Покажем пока, как, исполь­зуя основную лемму, получить утверждение нашей теоремы. С этой целью рассмотрим по отдельности три случая:1. х —xσ≤nα≤x + xσζ2. na>x+x1∙,3. na<x-xt,3 ,где ^- < a < 1.1. В этом случае покажем прежде всего, что
_ (n-x∣a)∙ _ (n-x∣a)t

е 2"",'°, — е 2xσ,'°1 =o(l).l (3)Если i х—na I < ]/ х In х, тоI (л-х/а)1 _ (л—х/а)1 Į _ (л-х/а)*  | . _ х I = _ ∕ln1x∖1 л х/а I Х/а I ла I у ]∕ * )'Отсюда немедленно следует утверждение (3). В случае, когда ]∕xlnx< 
<∖ x-na∖<xa, соотношение (3) выполняется тривиальным образом. Из ра­венств (2) и (3) сразу получаем

___  (л-ло)1 ___VxP{vj = n} = l∕n∙]∕ P{vjt = n}=-^=e 2"0' ]∕^+o(l) =
_ (n-x∣ai)*  (n-x∣a)*

е +0(l) = -7=L= в +n(l). (4)
V 2πσs∕aβ2. Здесь, ввиду основной леммы, имеемl∕xP{v1 = n} = l∕nP{v1 = n}∙^I∕ ^=θ(]∕Ae 2"°∙ ] = 0(l). (5)3. Наконец, в третьем случае имеем по определению случайной величи­ны vx V xP{v1 = n} = VxP{Sn<x, Sn+1⅛=x}<l∕ xP{Sn+1>x} =

= o(-0⅛r)=o(nχ2 2a)=0(χ2 2*)=°ω∙ (6)
Соотношения (5) и (6) могут быть переписаны следующим образом: при x→∞ 

_ (n-xfa),
r"l''"l->⅛-' ,"+',l> m3равномерно по х, ∖ х — па ∖>xa, y<a<l.
§ 3. Доказательство основной леммы (нерешетчатый случай)Разобьем доказательство основной леммы на несколько частей, каждая из которых будет оформлена в виде отдельной леммы. Следует сказать, что леммы 1-5 представляют собой небольшую модификацию результатов работы [6]. ПустьF„(u)=P{S„<«}, x1=^-.σ ]/ п

_____ 1_____У 2πσa∕fl*

(8)
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Лемма 1. Пусть ξj имеют нерешетчатое распределение, причем 
Λ∕∣ξj. ∣3<oo. Пусть далее функция b (у) абсолютно непрерывна и больше 
того, Ь ( — oo) = ⅛( + oo)=0, а

[ y2∣b'(y)tdy<∞.

Тогда при n→∞ 
® х* во

-У 2πnσi [ b(y)dF„(x-y) = e 2 ( b(y)dy + o(l)
— ® — 00

равномерно по х, — ao <λ<oo.Доказательство. По теореме Крамера — Эссеена (см., например, [2], теорема 2, § 42, гл. 8) имеем равномерно по х и у
Fn(x-y) = Φ^x1--^τ) +

÷⅛∙⅛⅛÷.(i),*1------
________________ ⅛ g
V 2π f/ ягде x1 определяется равенством (8), аeW = ∙⅛(l-"2). α3 = M(ξy-α)3.Интегрируя по частям, в силу свойств функции b (у) получаем

-↑∕ 2πnσ2 [ b(y)dFl,(x-y) = ]∕ 2πnσ2 f b'(y)Fπ(x-y) dy.
— ® —со

(9)

(Ю)Далее, Ф (x1- y-^ ∖=φ(x,)____
σ ]/ л ∕ σ V 2π∏

l θ(y) 

Л * (П)где ∣Θ(y)l≤Q-2, С>0,а
(12)где I Θ1 (у) I < С ∣JZ I, ОО.Из соотношений (9) —(12) получаем

® оо-]∕ 2πnσ2 f δ(y)<∕Fn(x-y) = y 2πnσ2 Φ(x1) ∫ b'{y)dy +
— ф —®

X*  Ф X*  ф

= -e 2 f yb'(y)dy + O (y=-) = e 2 f b(y)dy + O () , 
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где, как легко догадаться,
∣θ2wι<c(∣j'∣+∣j'∣2), с>о.Нелишне также напомнить, что b (-∞) = ⅛( + oo)=0. Лемма доказана.

Лемма 2. Пусть ξ нерешетчатая случайная величина, Mξ=a0, βξ≈ < со, φ (t) = Me''ξ. Пусть далее функция γ (t) непрерывна. Тогда для любого фик­
сированного К>0 при n→oo

f e-"*γ(t)φ l∙(t)dt=^L е 2+o(l)

l'l<4r ∣<l<Xα, ∕n ° где

,,,<κ °∙∙V2π
равномерно по х, — со < х < оо, где

x-naa
ч»У лДоказательство. Прежде всего заметим, что

1
2π√2π (13)Легко видеть что

-ft ⅛ V nφ*(')=*  o* φДалее, как обычно, имея в виду (13), записываем
1

2гс ∕ .e^"x,γ (<⅛) ⅛Γ f e 2jt=
11 < Kat V n ®

=⅛ιιfτ e^,'x∙ [γ (√∏-) й('Н(0)е 2] λ+

+⅛ f f e 'x'2d,+Γ<∣<l<e∕-n ∣'∣>Γ+ 2V _ f e-'w∙γ(-^)φ".ωΛ = Λ + ∕a + ∕3 + ∕1.ε V n< it l<ftrα, У nгде интегралы пронумерованы в порядке их следования. Для оценки интегра­лов Z1 —13 необходимо лишь слегка изменить обычные в таких случаях рассуж­дения (см., например, [2], гл. 8, § 47, теорема 1). При оценке интеграла ∕i сле­дует лишь помнить, что sup ∣<p(r) I <1. Проделывая эти несложные оценки, e < 111 < Кприходим к утверждению леммы. Лемма доказана.
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Лемма 3. Пусть ψ (t) характеристическая функция нерешетчатого рас­
пределения и к тому же ψ (г) >0. Тогда при n→∞ для любого фиксирован­
ного К>0

v- f Ф^ = о(1).
ι>l>κДоказательство. Пусть случайная величина η соответствует характе­ристической функции ψ (t). В условиях леммы распределение случайной ве­личины η симметрично. Положим{η, если I η I ≤ Т,0, если I η I > Т,где Т — выбрано настолько большим, чтобы гарантировать нерешетчатость случайной величины ηr. Пусть далее ψτ (t) = Men'τ. Ввиду симметричности распределения η, а, следовательно, и ηr, получаемψ(r)≤ψr(l). (14)Пусть, далее,W4∫π>∙ (15)— ®

-j-L7 = ∫ e">lb(y)dy. (16)
— СОПоследовательным интегрированием по частям убеждаемся, что функция y2∣⅛'(y)∣ интегрируема. Кроме того, b (- □o) = Z> (+ ∞)=0. Далее, симмет­ричность ⅛ позволяет утверждать, что Λ∕ηr=O. Положим σj∙ = Λ⅛, а

ΨH0 = f e"ydGM-

Поскольку Λ∕jηr]3<co, b (-y) = b (у), то, полагая в лемме 1 х=0, а-0, 
σ = aτ, F„ (y) = G„ (у), получаем

V 2πnσ2τ f b(y)dGπ(y)= f b(y)dy + o(l).
— со —соС другой стороны тождество Парсеваля дает намf b(y)dG,(y) = -^- f

т.е. ввиду (17) и (16)У 2πna} ? Ψr(<)Λ йГ .1 ~Γ+7∙^— а, <х>
[ b(y)dy + o(l)= 1 +о(1).— XПоложим в лемме 2

х = 0, а0 = 0, σ0 = σ7∙, φ(0=Ψr(0, τ(0 = -f4^∙

(17)
(18)
(19)

9. Аитопскии математический сборник Х-1.
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Получаем, что при любом фиксированном К> 0 1/ 2πnai, г Ψτ(*)f ¾κ<*=ι+o(υ∙l∕J<tf (20)
Из (14), (19) и (20) немедленно следует, чтоV» f -∏⅛λ=0<1)∙ι>ι>κЛемма доказана.

Лемма 4. Пусть ξ, имеют нерешетчатое распределение, а функция 
н (у) финитна (т.е. бесконечно дифференцируема всюду и обращается в 
нуль вне некоторого промежутка). Тогда при n→∞ имеет место следу­
ющее асимптотическое представление равномерно по х, — ∞ <x<∞,-]/ 2πnσ2 ∫ g(y)dFn(x-y) = e 2 [ g(y)dy + o(l).— ® — ®Заметим, что в лемме 4, в отличие от леммы 1, не требуется конечности мо­мента третьего порядка.Доказательство. Положим

γ(t)= f ei'xg(y)dy.

Интегрируя по частям, нетрудно установить, что∣Y(')l≤f⅛-. С>0. (21)Запишем тождество Парсеваля
- f g(y)dFπ(x-y)=-^ f y(t)f(t)e-xdt. (22)-® -®Заметим, что
- ∫ ei'ydFπ(x-y) = ei'1f" ( — t).— ®По лемме 2 при любом фиксированном ΛS>O имеем, считая, что φ(f)=∕(O.

0≡0q, σ = <To
У2™— f у (t)f" (l) e~,'xdt = е 2γ(0) + o(l) =111 < к
= e 2 [ g(y)⅛' + o(l)∙— ®Неравенство (21) дает нам

f γω∕"ωe-"'<* ∣<cι∕^n f
∣rι>r ∣n>JC

(23)



Локальная предельная теорема 115
(24)

Положим в лемме 3 ψ (0 = l∕(,) l2∙ Тогда из последнего неравенства полу­чаем 1⅛l / у(Г)/»(Г)е-'“Л = о(1).111 <кСоотношения (22) —(24) приводят нас к утверждению леммы. Лемма доказана. 
Лемма 5. Пусть ξj∙ имеют нерешетчатое распределение. Тогда при лю­

бых фиксированных c1 и c2, c1 <сг при n→∞
_*ĮP{x + c1<Sn<x + ca} = <c≡ - С1) + ° (⅛ )

равномерно по xl — ∞<x<<x>.Доказательство. Выберем ε>0 произвольно малым. Положим далее , 4 I 1. 3,<≡[C1, с2],ek, I о, y⅛[c1, с2].Пусть (у) ≤ e(y) (у), причем ι=l, 2; m=l, 2, финитны,а при m→<x>

f [gS,0')-ffmζO')]⅛' = θ(∙)∙
Выберем т настолько большим, чтобыf tem2) О') - О') ] ⅛, < ≡∙ (25)— ®По лемме 4 можно выбрать п настолько большим, чтобы равномерно по х, — oo<x<oo выполнялось неравенство® χ} QOj-]∕2πHσ2 f g⅛ (у) dFn(x-y]-е 2 f g"> (у) dy j < ε, i= 1, 2. (26)— ® — ®Из (26) получаемjcf ® ®е 2 f gW(y)dy-ε≤-V 2πnσ2 f е (у) dF„ (х - у) ≤— ® — ®

λJ ®≤e 2 f g%,(y)dy + ε— ®или, имея ввиду (25),
® X* ®-(∕2πnσ2 [ e(y)dFn(x-y)-e 2 f e(y)dyl<2ε. (27)— ® — ®Остается лишь вспомнить определение функции е(у) и что ε — произвольно малое число. Лемма доказана.Приступим теперь к собственно доказательству основной леммы. По оп­ределению случайной величины vjt имеем

X
J>{v1 = n}=P{S,,<x, S,,+1≥x}= - f P{ζl,+l>y} dFπ(x-y). (28)О
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Перепишем это равенство следующим образом:
т

P{v, = n}=- f P{^1>y}dFa(x-y)-
О

х
- f P{ζπ+1>y}dFa(x-y) = rl + ∕a, Г>0. (29)

тПусть ε>0 — произвольно малое число, a Г настолько велико, что при у> Т

Такой выбор осуществим, поскольку Λfξj∙+1<co. Используя последнее не­равенство и тождество Парсеваля, получаемΛ<≡ f T⅜¾F=⅛ f f" (t)dt. (30)
Далее, I ⅛- f e-"-'ll∕"ωΛ∣≤⅛- f e-','∣∕ωi"Λ =

— 00 — CD= ⅛ f еЧл + °(1)=^+о(1). (3D
— ®Таким образом, из равенств (30) и (31) получаем для всех достаточно боль­ших п

т.е. равномерно по х, -∞<x<∞,

Оценим теперь интеграл ∕1. Выберемфункций
Gm(y)=l-F{⅛}, кТ

m ≤J><
(32)две последовательности ступенчатых

(⅛+i⅜Γ
m *

где ^ω=-p∣Uι<>'}∙Очевидно, что
Gm(y)½Hm(y)

*L<y< ^+1>r
m "r m

f [Gm(y)-∕fm(y)]dy = -~ ∑ [f( t*t,° r)~f (^~)]≤^~∙ (33)
о /л = 0Лемма 5 дает нам

(⅛+∣)T-V 2πnσa ∫ Gm(y)dFn(x-y) = e 2 [1 -F (-^) ] +o(1)
кТ
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равномерно по kt 0≤fc≤m-1, и х, —∞ <x<αo. Аналогично (⅛+l)Γ

m *J-1∕2^ ∕ Hπ,(y) dFn(x-y) = e 2 [1-f(J*±!1Γ)]  JC-+0(l).
kTСуммируя по k от нуля до m—1, получаем- V 2ππσa ∫ G„(y)dF„(x—y) = e 2 ∫ G⅛(y)⅛>+o(l)

о ои — ]/2πnσa ∫ ffm(y) dFn(x-y) = e 2 ∫ O)φ + o(l)О оравномерно по х, — αo<x<αo.По определению функций Hm (у) и G„ (у) имеем г т-√2πnσa [ ffm(y)dF,(x-y)^ -]∕ 2πnσ2 f [1 -F(y)]dF„(x-j∣)≤6 о
т≤-]∕2πnσs [ Gm(y)dFπ(x-y).

ОСледовательно, при всех достаточно больших п

τ τ
е 2 f ⅛W⅛'-≡≤-1/2πnσa f (l -F(y)} dF,(x-y)≤О о

-⅛ τ
≤e 2 ∕ <≡mθ)⅛, + ε.оили ввиду (33)-č*  τ τ

е 2 f (1 -F(y)j dy- £ -ε≤ -]∕ 2πnσ2 f (1 - F(y)) <ŽF„ (х-у) ≤О 6≤e 2 f (l-F(y))dy + ^- + ε.

оВыбор Т уже сделан. Остается лишь выбрать m достаточно большим. Таким образом, равномерно по х, — оо < х < оо,-у τy"/1 = Vj7^ i(1_F0'))rf-F+o(I)-
‘ оТак как Т произвольно велико, то, следовательно,y^n71=V⅛' ∕ (l-Fω)<⅛ + o(l)• ∩
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равномерно по х, -oo<x<αo. Поскольку случайные величины ξy неотри­цательны, то
[ (∣-F(y)j dy = Mξj = a

Ои, следовательно,7ι^ τ⅛7+0(⅛) (34)равномерно по х, — оо <x<co. Равенства (29), f32) и (34) доиазьп ютоснов­ную лемму.
§ 4. Доказательство основной леммы (решетчатый случай)В случае, когда случайные величины имеют решетчатое распределение, равенство (28) запишется следующим образом, если для удобства считать х целым,

X (35)если ∕(') = 2 e∙'*p{ξ n+1 = fc},

1. В. Феллер, Введение в теорию вероятностей и ее приложения, Μ., 1964.
2. Б. В. Гнеденко, А. Н. Колмогоров, Предельные распределения для сумм независи­

мых случайных величин, Μ.—Л., 1949.
3. С. В. Нагаев, Локальная предельная теорема для счетных цепей Маркова, Сб. Предель­

ные теоремы теории вероятностей, Ташкент, 1963.
4. А. К. Алешкявичене, Локальная предельная теорема для рекуррентных событий, 

Лит. матем. сб., V, Xs 3 (1965), 373 — 380.
5. 3. И. Шар аги на, Локальные предельные теоремы для некоторых схем циклических 

процессов, Кандидатская диссертация.
6. L. A. Shepp, A local limit theorem, Ann. Math. Statist., v, 35, N 1, 1964.

ТО (36)В частности, γ (0)=a. Равенства (35) и (36) дают нам^>{^ = "}= 2l 2 3 4 5 6π f у (t)f" (t) e~ux dt. (37)
— TtОстается лишь повторить доказательство леммы 2. Основная лемма доказана.
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LOKALINĖ RIBINĖ TEOREMA ATSTATYMŲ SKAIČIUI

A. Nagąjevas

{Reziumė)

Įrodoma lokalinė ribinė teorema atstatymų skaičiui, kai laukimo laiko pasiskirstymas 
turi turėti baigtini antrą momentą.

THE LOCAL LIMIT THEOREM FOR THE NUMBER OF RENEWALS

A. Nagaev

{Summary)

The local limit theorem for the number of renewals under condition that the second moment 
of lifetime distribution is finite is proved.




