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ОБ ОСТАТОЧНЫХ ЧЛЕНАХ АСИМПТОТИЧЕСКОГО 
РАЗЛОЖЕНИЯ ФУНКЦИИ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ СУММЫ 
НЕЗАВИСИМЫХ СЛУЧАЙНЫХ ВЕЛИЧИНВ. Пипирас
§ 1. РезультатыМатематическое ожидание некоторой случайной величины ξ обозначим через Mξ, функцию распределения — Ą, характеристическую функцию — Д, £-ый семиинвариант -γkξ.Также обозначимσ∣ = M(ξ- Mξ)a, αkς = Mξft, βtξ = M∣ξ∣t.Будем рассматривать последовательность независимых случайных величин∣⅛, ξ≈.........ξn, (1)при условии Mξi = 0(i=l, 2, , л).Обозначим⅛=Σ⅛∙ 2⅞, = <⅛.

1-1 BkS„

'ω"- Bį ∙
sħ

φ<-'-⅛/'■ и*

I Fzn W - Ф (х) I ≤ Θ2 (г) -p-j-L--- (⅛n + LrSn).

2 du.

л), тоТеорема 1. Если для целого s>3 βiξ. <oo (i=l, 2,

∕∑ f ∣u∣W0 

I r=l Iu∣≤-Sς
∣⅞11(x)-Φ(x)∣≤Θ1(,) у-----------¾jι(l +∣χl)s÷, +£ f lκlj<ZFξl(κ) ∑ [ lu∣∙÷*dF ξι(u)∖l = l lvl>Bς (l + ∣xl) / = 1 (l+lxl) I+___________ ∑2____________________ + ______________2!_______________________/

5⅞ (l + ∣x]H τ B⅝+I (l+∣xl)∙+1 /°лЗдесь Θ1 (j) — константа, зависящая только от аргумента s. Ниже часто будем использовать это обозначение, иногда одинаковое для различных констант.
Теорема 2. Если для любого числа r≤3 β,ζj< oo(i=l, 2, .... л), то
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Это утверждение следует из теоремы 1 при J = [r], если применить не­равенства
f ∣u∣* dF,ι(u)^Bsa{i +∖x∖)},~r f ∣u∣'dFiι(u), (2) 

I и I >Bs (∣ + l х 1) ∣ul>Bc (∣+lx))Ал лп

f iur1^,w≤^sΛi+^∣)y+1^'×
i U I ≤flς> (I + I X ∣)

[ ∣u∣'dFi.(u). (3)
I u l≤By (I + ι x I)Заметим, что этой теоремой обобщается известная оценка для ∖F2a(x)- -Φ(x)∣ А. Бикялиса [1].Обозначим асимптотическое разложение FZll(x) по дробям Ляпунова 

Ltsll через i s~2Φ5zn W = Ф W + у= е 2 2 Q-Sn W l→¾ ⅛ •где [8]
Эмβ⅛W = ∑ a^xm~1,/П= )αmw, = 0, если т и v неодинаковой четности, и

^mvn + 2, Sn

______!___ V 
(т— 1)!

(-l)'(m + 2∕-l)!

130 
+ 2≤m + 2∕≤3v

2'∕! μ!Bj+2' (4)
в противном случае.Пусть Fl(x)-абсолютно непрерывная
ai, т. е. компонента функции Fξj (х) с весом

FĘ/ (х) = ai Fi (х) + (1 - α,) 5,i(x) = ai

4 = F√¾)-Fi(-¾),ч (4^M*).  если χl≈≡∙s⅛ 
⅛i(x)= d'Į 0, если I х I > BSn, di > 0.
pl (х) ≡ 0, если di = 0,
p∣<x)= f P<(χ+y) Pi(y)dy∙

— OP
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9Jl1 = {Δ,v, Ch,, v = I, 2, —любой набор непересекающихся интеграловдлины 1 ∆1∙v 1 и положительных констант Clv ≤ оо,βl, = f min { Civ, pi (х) dx, 
δ∣V

≈W∙^-Σ(1∆i4,‰ct∙ ">0 (≈∙=1-v=l »)•Теорема 3. Если для целого s⅜3 β,ξ,<oo (<=1, 2, . п), то∣¾ω φ⅛w∣≤¾wL1'^ ∑ f 1" ∖,dF^ (и) +
i = I >u ∣>Ag (1 + ∣ x I)

Здесь же заметим, что ⅛n≤ ]/«• Введем условия.Условие А. При n→<x> имеет место соотношение
п

< = ]
w+i⅛l,>cl2 *̂ c°,где а] — дисперсия распределения с плотностью pl (х), а константы Cf≤oo определяются неравенствами pi (x)≤ Ci (ι=l,2, ...).Условие В. Для некоторого числа τ < 1Л∑ ∫ ∣M∣1<∕Fς(κ)→0, когда ⅛n(l+∣x∣)→co.,^' I u∣> (βsn<l + ∣xl))τТеорема 4. Если βsζ,<∞ (s≥3 целое), i=l, 2, 

условия А и В, то п, и имеют место

где положительная функция ε (z)→oo, когда z→oo.Эта теорема следует из теоремы 3. Действительно, если∞< = {∆,ι. Cα}, Δ11 = (-2⅛,, 2σi), Cn=Ci, то
2‰ 1Sn= f P,(x)dx>-^.
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И условие А дает нужную оценку для последнего слагаемого правой сто­роны неравенства (5), причем существенно используется множитель1(1 +1 х ι>s+1Оценка первых двух слагаемых получается согласно условию В.Теорема 5. Если B5ι→∙∞ (n→∞), то в условиях теоремы 4 справедливы 
следующие соотношения'.1) для любого ∕,>y при n→∞ имеем] ι¾ω-φsz,ω∣" dχ=o(L⅛ιy,— ®2) для любого p≥ 1 при n→∞ имеем

9 S
f lFzn(x)-Φ(x)l"dx= f ∣Φ,z>)-Φω∣'<fc+o(Δ⅛∙⅛)!— ® — CD3) для любого р>1 при n→∞ имеем® 2 ® J.

( f i ¾ ω - ф «∖"d×γ = ( f i φ,z0 ω -ф ω ∣' + о (LsSn).— да —даЭта теорема следует из теоремы 4. Отметим только, что при доказатель­стве соотношения второго теоремы применяется неравенство (45) и еще раз условие В.Теорема 6. Если βrξf<∞ (г>3 любое число), i= 1, 2, п, и имеет 
место условие А, то при n→∞ справедливо соотношение1 Fz„ (x) - Φfrizn W I = (l + ∣x∣)r ■Это утверждение следует из теоремы 3 при s = [r], если применить неравен­ства (2) и (3).Следствием теоремы 6 является теорема.Теорема 7. В условиях теоремы 6 при n→∞ имеем:1) для любого р > у

f ∣¾W-ΦnznW∣',⅛c = o(L⅛)ι— да2) для любого р > 1да 1 * 2
( f i ¾ ω - ф ω ∣p rf=( f i φwzn м - ф ω

Заметим, что аналогичные вопросы для одинаково распределенных случайных величин рассмотрел Л. В. Осипов ([5], [6]). Исследованиям асимп­тотического разложения функции распределения суммы независимых случай­ных величин с оценкой остаточного члена относительно аргумента х уделял внимание П. Сурвила [12].
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§ 2. Две леммы для усеченных случайных величинВ этом параграфе предположим, что σfl <co, i=l, 2, и, считая, что некоторые из них отличны от нуля. Введем усеченные случайные величины:если (ξ,∣≤⅞n, если ∣ξi∣>¾,
χ, = ξ,-ηi, i=l, 2 .......... п.Обозначим

ради простоты записи подразумевая, что £ η1 есть сумма любых г различных/ = |случайных величин из набора {η,, i=l, 2, и}.
Лемма 1. Имеет место неравенствоI Fγn (х)-Ф (х) ∣≤Θ (*)  (1+1 х I)-*,  fc=l, 2,Доказательство. Если х>0 и FYn (x)≥ Ф (х), то в силу неравенства Чебышева

[ (1 +1 и i)*  dΦ («)≤^° (1 + ∣x∣j⅞------ = Θ(⅛)(l+∣xl)-*,  ⅛=1,2,Если х>0 и Fγn (x)<Φ (х), то также в силу неравенства ЧебышеваI Ft. W - Ф (х) I = Ф (х) - FYn (х) ≤ 1 - Fγπ (х) + Fγπ (- х) ≤
≤P{! У„| >x} ≤(1 +∣x∣)-*M(l  +1 rπ∣)t = (l +∣x∣)-*  f (1 + u )kdFγn (и),— ® 
k=∖, 2,Отсюда и из таких же рассуждений при х<0 видно, что достаточно дока­зать неравенство
f ∣u∣kdFγιι(u)≤Θ(k), k =1,2,

— ®Методом математической индукции мы докажем более общее неравенство
∫ ∣m∣*<∕F γ,(π)≤Θ(*),  k=l, 2. r = 1, 2, (6)
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Так как
Г г

m^ = ⅛m(Σ 71')2≤⅛- (Σ m^+2 Σ ∣Mηll∣Mηy∣)
" / = 1 s^ ∕ = I I≤∕<y≤rи, согласно равенству Mξi=0,∣Mηi∣ = ∣Mχ1-∣ = ∣ f m¾(u)[≤ f ~dFfl(u)^^ ,= 1

u>B- lu∣>B7 " sn ' ’ ' ’λπ ,in2 ∑ ∣Mηi∣∣Mn,∣≤^- X ⅛σ∣,≤ ζL( ∑ ⅛)2≤,⅞ι,
l≤∕<∕≤r л l≤i<∕≤r я / = 1

ТО MY?= [ u*dF γr(u)≤2.
— ®Отсюда и из неравенства | и |<-Ц— следует неравенство (6) и при fc = l. Так как

M∣η4Γ= f ∣h∣^¾(h)≤¾2 f u*dF ζl(u)≤B^σl, v = 2, 3........... (8)ll∕l<Bc ∣tt∣⅞βc∙snто (6) справедливо при г=1.Следовательно, неравенство (6) достаточно доказать для r≥2 и k = m + l, допуская, что оно имеет место при fc≤m (m>2).Имеемf ∖u∖"<+1dFrr(u)= [ I и ∣m+1 rfFκr(u)+ [ ∖ulm+1dFyr(u) = I1 + I3,
— ф —ф о

It=f lκ∣m+1<7 ∏*F√ h¾) =
0 /=1

= [ f (u1+∙ . .+Ur)"+1<∕fη,(w1¾) dF1, (Ur Bsι) =
ul+ . .. +uf>0

= Σ f"'f (“1+ +u-)""^f⅛("ι¾) dFrι (u, Bsn) =
i = I М| + .. . + ur > 0

= Σ Σ vl(m-v)! f f (“1+ ∙∙∙ + "i-ι + ≈'i + a+∙∙∙+",)ra^X+1× 1=1 V = Q U1+ . ∙ ∙ +Ur>0
× dF„, (u1 BSi) dFτtf (ur Bsj =

= Σ Σ √0⅛v)! ∕ u-+1 f -dFrr,iWdF^uiBs,).
i‘ = l v=0 — ® —Ui
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Согласно индуктивному предположению и неравенству (8) при v> 1 имеем:® ®

I f u'+1( f l≤

— ® — Uj®≤Θ,(m-v) f ∣ui∣'+i dF^(uiBzJ =
— ®

σ∣= Θ1∙(w-v) M∣-^-∣''+l≤Θi(m-v) -у- .
I *¾ I ⅛При v=0 согласно (7), (8) и индуктивному предположению имеем

® ® оI f url(∫ u"~v dFrr~l(u) + f u-dFγ^l(u))dFτ,ι(uiBsπ) j = 
— ® о —ui

= Į ( f dFyr_ 1 (u) j f u, dF,,ι (u, BSn) +

o -®

+ f “i ( ∫ ul"dFrr-l(u)jdFηι(uiBsπ)^

—® —ui

m+1
≤θ1∙W∣m-A ∣ + M∣ ⅛∣ ≤

σ∣ σ∣ σ∣≤Θ.(m) ⅛21 + ^2l = θ.("i) ■
Sn Sn SnСледовательно,

r al
⅛≤∑ Θi(m)-gy-≤Θ(m+1), 

1=1 Snтак как из индуктивных соображений следует, чтоΘf(m)≤Θ(m), f=l, 2,Интеграл Ą оценивается аналогично.Лемма 1 доказана.
Лемма 2. ЕслиМ. ∣ ξf ∣,<∞ (s>2 целое), i=l, 2, я, тоI FZn (х) - Frn (x)∣ ≤ (ßSn (1 +1 х ∣)"' į f I и ∣1 dFiι (и) +1-1 Į и ∣> ⅛sn<∣+∣ * I)

+ Θ(j)(⅛n(l+lx∣))^,'+', 2 f ∣u∣'÷><∕Fξj(u). й I В- <1 и I В„ (1 + 1x1)
■’n дл
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Доказательство. Обозначимβ.= f
bsii<∣ « ,≤bs (i + i •» о

E (и) если u ≤ О, если и > О,
Hl(u) = Friι(u)-βlE(u), i=l, 2,

Сразу отметим, что
β<≤ f (9)% 

ч

Так как композиция распределений коммутативна и ассоциативна E (и)*  
*F1,ι(u) = Fr,ι(u), то

∏⅛)=∏⅛)-∑ βι∏*¾ω+  ∑ βiβ,∏∖ω- 

ι=[ Z=l i = l v-l l<∕<∕≤r v=l
v≠l v≠i,j

г
- Σ ß-ßjß« ∏*¾w+∙∙∙+(-i)'β 1...β^ω. r=ι, 

l≤∕<∕<m≤r v≡l
v ≠ I, J, mОтсюда и согласно (6) при ⅛=0, 1 имеемWI4∏*  ^iMsn)-∙F,r,(")]∣≤

Г Г г
≤Θ(⅛)(∑ β1+ ∑ β,β,+ 2 βiβ>βm+∙∙∙ + ∑ П ß.) = 

∕ = ] l≤f<∕≤r J<∕<y<m⅞r /“I v=1
v≠∕= Θ(k)(∏ (l + β∣)-l-∏ βi)≤Θ(fc)( ∏ (i+β,)-ι)≤

1=1 1-1 1=1

, ∑eι . ' Sβι≤Θ(*)(e'- l - l)≤Θ(fc)∑ β∣e^l ≤Θ(fc)∙e∙ ∑ βi,
1-1 1-1

так как из (9) следует, что ∑ βl≤ 1.
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Окончательно,∫ ∣a∣*jrf(  ∏*  NduBsn)-Fγr(u))∖≤Θ(k) į βi,
— во / = 1 1 = 1fc = 0, 1, 2, г=1, 2,Из (10), при k=s+l, т = п, для x≤0 следует неравенство
∣∏*̂ ⅛)-F rn(x)∣≤

/=1≤(1 + |x|)"<s+1) f (>+∣w∣),+1∣<∕(fl*M(⅛)-Fr nW)∣≤

— ® /=1≤Θω∑βi(Γ+-⅛÷τ∙*=- 1∙0∙
/ = 1Согласно (6) и (10) имеем

J lu∣M∏*N i (uBso)≤

— CD ∕= 1

≤ f M* ∣4∏*̂ ("¾n)- fv,w)(+ f U∣*<ff>>)≤

— ® j=1 —®≤Θ(fc), fc=l, 2, r=l, 2,Положим
.= Į ξi. если lξil≤jBs,(l+∣x∣),η' Į 0, если ∣ξi∣>¾(l + ∣x∣),⅛(a) = P⅛<a},z'=ξ.∙-η'. > = ι, 2,Так как Hi (u)-Nl (и) не убывает, то из равенства

∏*  Hi(u) - ∏*  N,(u) = £ (∏ ΛΓ,W)∙ (Я, (m)-ΛΓ1(u)) + 

i=∣ ∕=I /=1 V=l '
v≠f

+ ∑ (п Я,(«)) » [Hl(u)-Ni(u)∖ . hfj(u)-Nj(u)∖ +.. 
l≤i<J*r  v=l / \ /

v≠∕,∕

+ ∏*  ∣Hi(u)-Ni(u)}

(Ю)

(И)

(12)

.+
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следует, что и
∏*⅛(u)-∏*  Nl(u)1-1 1=1также неубывающая функция.Далее обозначимβoι = β< = f dfζl(u).

flsπcι u ,≤bsii<1 + ∣ χ I)β,∣ = M(∣ηJψ-∣η1∣',)= ∫ ∣w∣vΛ≡ξ(u),
Bsn<[ u ι≤^sn<1+lχ l>

ι = 1, v=l, 2,Очевидно, что βvl⅛≈0,∣M{⅛)',-(ηi)v}∣ = Į [ uMFς(u)∣ ≤β,1, v=l,2,..., (13) 
Bs <ι u l≤⅛⅛(l+∣ X I)

β,1≤-^β,+,.i (V, г=0, 1, ...). (14)⅛Для любой случайной величины ξ имеет место неравенствоM I ξ I’MI ξ∣m≤M I ξ∣,+", (v, m = 0, 1, ...),если только существуют соответствующие моменты. Применяя это неравен­ство к случайной величине с функцией распределенияГ
2 (Я1(и)-М(к))

~r--------------{r=l,2...................п)

Σ βo<
i- 1и опираясь на (9), получаем неравенство

2 ßvi Σ ßmi ≤ 2 βθ∕ 2 βv + m,i βv + m,i≤/-1 /= I /-1 /= I /= I Sn 1 = I
≤∑ β→m,ι (*,  m = 0, 1, r = 1, 2, ...i л). (15)/= IОтметим, что в случае βol=0 соответствующие Hi (и) и Ni (и) можем прос­то вычеркнуть из рассматриваемой последовательности.
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Далее докажем неравенство
® Г г

f I« м( П * я, (⅛) - П*  Я, (∏⅛)) ≤
- ® ∣=l ι=l

(16)
Здесь тоже подразумеваем, что i принимает любые г различные значения из множества {1, 2, и}, и так записываем только ради простоты.Если г=1, то

(17)
Поэтому достаточно доказать неравенство (16) только в случае г >2. Снов применим метод математической индукции.При fc=0 имеем

аз r r г
f <∕(∏*ff,(a⅝,)-  ∏*iy i(u¾,))=l- ∏ Ni(a>) =

-® i=I ι=1 1=1

( = 1

Г г г
≤ ∑ βoi exp{ 2 βω[≤ ∑ β01,

∣=I 1=1 , i = l
(18)

так как согласно (9) У β0i ≤ 1. Тут же отметим, что Nt (oo) = 1 -βoi>0, так
/-1как в противном случае было бы а? >Bj

"*» лПусть ηj — случайная величина с функцией распределения
-WL ( =, 2
M(α>) ’ ’ ’Тогда из неравенств 
/ = 1 i = lи равенств

ОС

/ = 1

10. Литовский математический сборник Х-1.



146 В. ∏unupac

следует, что
а> r г
f I и I rf( ∏*  Hi (uBsι) - ∏*  N, (uBsπ)] =

— ® f=l «=1
г г г

= ⅛(mI∑ tf∣-∏ *1(OO)M∣∑ ηij)≤ 

" ( = 1 1-1 i-l
г г г г г

≤bγ(m∣Σ r>∣~ Σ η,∣+м| Σ ,∣<^∑ 41 ∏ ∙y,(∞)∣)≤ 
n »=1 ∣=1 i=l i = l ;=|>≠'

≤bγ( Σ m(∣4H-⅛I) + (1- ∏ ΛΓ,(co))M∣∑ η,∣) ≤
”\1-1 1=1 1-1 /Σ ⅛

т. е. неравенство (16) при к=\.Из аналогичных рассуждений, согласно неравенствам (6), (7)(13), (14), (18), IM⅜l = ∣Mχf∣⅞ ≤⅛-, /=1............ „, (19)и равенству2 ∑ (Mηf Mη∕-MηjMη7)= ∑(Mη)t-Mη1)∑ (MηJ + Mηv),
l⅝i<y⅞r ∕ = I v=l

v ≠iследует (16) при fc=2:CD Г Г Гp<∕(∏*tf i(H¾,)- ∏‰¾))≤J- ∑ β2i∙
-∞ i=l 1-1 S" 1-1Пусть (16) имеет место при 0, 1, к, где fe⅛≈2. Тогда достаточно дока­зать (16) при fc+l и г>2.Имеем

® r г 0 ®
f ∣u∣"÷>√( ∏*̂ i(u¾))- ∏*ΛΓ>¾,))=  f + f = A> + A∙

— ® i=l ι=l — ® ОСогласно таким же рассуждениям, как при оценке интеграла I2 (см. доказ. леммы 1), только заменив Fη (и) на Hl(u) н Ni (и), получаем
Ii = J ∖uf∙^d ∏*  Я,№„)- f ullt÷1<∕ ∏*  ΛΓi(n⅛) =

О 1=1 0 <■=!
r к ® ® г= ∑ Σ vw→, f u∙+1 P^''∏4⅛)⅛⅛)-

i = I v=0 — ® — ui j— I
i≠i

-∑ Σ √(f⅛ f “?+1 J ut~''d fl*  Nj(uBsι)dNl(uiBs,) = ri + la.

= 1 v=0 — ® — ui y=l
1≠'
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где
r

Z5 = ∑ ∑ v! (⅛-v)! 

i = l v=0

f uj+l f uk~', 
-® — Uj

r

7-1 
j≠i

r
-∏*  Nj(uBsj}dHi(ulBsn), ∕=∣ 

j≠i
r k'.= ΣΣ

i = l v=0

kl
v!(4-v)! x

× f ι√+1 J «*- ’</ ff Nj(uBsιl)d [Hi(ulBsι)-Ni(uiBsιl)]

~ui 7=1
i≠iЕсли v≥l, то согласно индукционному предположению (8) и неравенству Mitfi''÷1 = M∣ηΓ1∣ + *v +ι,Mимеем

-fl ΛΓ>(⅛)) <wi(4¾,))∣≤
}≠i

г≤Θ(* →)⅛Γ Σ ßi
ffsn y=l ik-v,j

оо
f ∣ и ∣',+1 rf∕fj (u¾n) =

7≠∣

гΣ Bt-,.j -√∏- MjηfΓ

7= I sn
j ≠i≤Θ(* →)(⅛ + ⅛) ∑ βt-.,∙

∖β⅛ Bs„ ∕ B^sιι . = l

=Θ(fc-v) -λb4
Если ч=0, то из индукционного предположения (8) и (19) следует, что

® ® г гI f «;+'{ f «*- ’</( ∏*tf,(u⅛,)-∏*tf>⅛,))IdW lfa⅞,)∣ =
-® -И.. 7=1 7=1

j≠i J≠i
ф ® 0 r г

= ' f “■( f+ f ^d{ ∏*^(⅛)- ∏*ΛΓ√H¾))} dHi(ulBsιι)∖ ≤ 
l0 -ui 7=1 7=1 f

J≠∣ i≠i
г ®≤Θ(⅛)^- Σ βw∣ f ^iMs,)∣ +

s^ 7≡∣ -®
7≠∕
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® 0 г г

+1 ∫ «, { J a*<z(  ∏*H j.(u¾) - ∏"4(h¾,)∣ rfK1(1∕i⅛n)i≤
— ® —иг 7=1

J≠i J≠∣
r

- ∏*̂(M⅛ n) ptfi(uj¾n)≤ 
∕=∣ ,

J≠i

sn
⅛ ∑ ь+ (-⅛+⅛⅛) ∑ ⅛

4" 7 = 1 ∖ S" sπ / 7 = 1Следовательно, согласно (14), (15) и последним неравенствам имеем 
к

∣4∣≤ Σ θ(v.⅛) ⅛7 Σ β-∙7 Σ (≠ + ⅛⅛') +
v=l b⅛ 7 = 1 / = 1 ∖ S" Bs„ /

∑ ß. ∑ 4 ÷г+®да ⅛-
S" 7-1 7 = 1÷Σ⅛∑(⅜+^

√= 1 / = 1 \ пИз (12), (14) и (17) следует, что
Sf∣

г к Q(⅛) у д
l2βl⅛ t+1 21 2**+ i.7∙

% 7= 1Интеграл Ą оценивается аналогично. Неравенство (16) доказано.Так как
∏*  ⅛(⅛)-∏*  M(-⅛)
(=1 (=1неубывающая функция, то согласно (16) при х<0 имеем

п п X П * П *
∏*tfi(x⅛,)-∏*ΛΓ,(x⅛1)= f j(∏ tf,(u¾)-∏ λγ.(h¾,))≤ 
∕=l i=l —® i=l ∣=1

∞ л п *
≤ (1 + ∣lljE÷- f (1 +1« I)t÷1 d ( ∏*  H,(uBs)-∏ Ni (uBs,)) ≤

— аз i≡i f= I≤Θ(⅛)(⅛(l+∣x∣))"'t+" į β4+1,1, fc+l=0, 1,/-I (20)
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Согласно неравенству из работы [4], получаем

∑ M∣tfl*< ________
"(⅛(l + ∣χ∣))isup

i=l= (¾(1+ ∣*l))^*  ∑ ∫ 1“1*  <«%(“). * = 0.1.
i≈l ∖ui>Bs (l + ∣x∣)

(21)
Из (11), (20), (21) и неравенства

Л
fX1ω-∏*  "<⅛)

i= I

п
∏* h.(xbsj-
i=l

∣^znW-frn(jc)l ≤
п

∏* N,(xBsπ)-Frn(x)
1=1следует лемма 2 при x≤0. Для доказательства леммы 2 при х>0 достаточно применить полученный результат к последовательности{-ξl. <=1, 2, ..., л}.Лемма 2 доказана.

§ 3. Доказательство теорем 1 и 3Докажем сначала теорему 3.Введем новые обозначения:
Лζi=ηi-Mηi (i=ι, 2.................л), и„= £ ζ,, х„ = Jį ,

∑ β⅛

г i = l-sp-∙
•'n

Σ

*л

i = l

Σ m¼

Имеет место неравенствоI Fz„ (х) - Φιz, (X) I ≤ I Fzn (х) - Fγn (х) I ++1 Fχ. (j>x+ч) - Ф.+1, х„ (рх + 9) I +1 Φ.+1, X. (px + 9)- φ∙zn (х) |. (22)

Σ⅛
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где Φtχπ (и) определяется равенствами (4), с заменой только параметров последовательности {ξh i = 1, 2, .... л} на параметры последовательности {ζi, i=l, 2.......... л}.Лемма 3. Если Λssn<-i, то

∣ΦsznW-Φ>+ι,xn(P->≈ + σ)l≤Θ(5)(Λasιι+ lj+ι,s,)e 4Доказательство. Напишем ряд неравенств:
Л

λ>⅛=Σ f I <*=1...........(23)
f= I I u i >Jfς n

n
⅛=Σ f ∣⅛Γ^√")≤

∕= 1 ml≤Bs 1 "<Σ f
∣^∣2rfΓ (a)≤l (v = 2, 3, ...), (24)

i — 1 [u∖≤Bs

n Л лΣ lα∙'∕l Σ l"⅛ ' Σ ß«<

,^∖ - i= 1 ≤ BS" λi¾≤Λ⅛∙ (25)
n n

∑ (Mξ2-Mχ2)£ Mη2-^ (Mη<)' 

t /= 1

Согласно последнему неравенству при Λajιι< имеем
(26) 
(27)

1“(į)",<®('”)AsSn(m>I)’ (28)Здесь также применено неравенство 1 — uπ,≤m (1 — и), если πι> 1.Так как ⅛π = Llβfl + Λ^n, то при Λs5fι<∣ имеем
(v-2, ... , j). (29)



Об остаточных членах асимптотического разложения 151Из неравенства | a —b ∣v≤2v^1 (∣ а p + ∣ b ∣v) следует, чтоβvζj. = ∫ I« - ≈iηj. I’ dFij (и) +1 αlη. I’ f dFl, (и) ≤I и ∣⅞⅜ I и i >Bs≤ 2v^1 βvηi + 2',^1∣ αlη. ∣v≤ 2’βvηf (v=l, 2, ...).Отсюда и из (24) и (25) получаем неравенство(v = 2. 3. ...). (30)Также отметим, чтоβ<z≤2',^1 βvξ, (∣=1, 2..............п)
L*y„ ≤ 2"+* ∙⅛> 2..............j)∙ POДалее,I ‰5, - ‰ζ, l = l ∫ («’-(«- a17,l)v) d⅛l (и) +I U∣≤flc∙dn
+ f u',jf,ξl(u)-(-aιv)', f Λrξz(")∣ =∣ul>Λς∙ ∣u∣>Λ<rЛл= ∣∑ C<(-l√÷1 <. f u'-'dFi,(u) +

J = l ∣ul⅛Bg

+ (v - 1) (- alη.)v + ∫ и’dFi, (и) [ ≤
I U I>Bc“Л

≤ 2 C<lalη∕,-'β,.j.ιη, + (v-l)∣alηιr+βvχf(v = 3, 4.................s),
≤⅛,+ β2χj (v = 2),= 0 (v=l).Согласно этим неравенствам и неравенствам (2), (3), имеем

(v=l, 2, (32). . ., 5).

Оценивая таким же способом, получаем неравенство
(v = 2, .... J). (33)
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Из (26), (28), (32) и (33) следует, что

β*η∙  β∙fχ,
bΓ÷bΓ <v = 2..............')•

■>л
(34)= 0Выражения семиинвариантов мулой через начальные моменты задаются фор-
(35)

V

где суммирование производится по всем целым неотрицательным решениям уравненияΓι+2ra+ +wv = v и r=r1 + r2 + +гДалее используем следующую лемму [3].
Лемма 4. Если max (∣ ak ∣, ∣ bk ∣) >max (∣ afc+l ∣, ∣ ⅛* +1∣) иm—1

Am= 2 max (∣flιl> ∣¼∣).ι = l 
то

Из леммы 4 и неравенств (24), (26), (30), (34), I αvζ I ≤βvξ следует, что

Согласно (35) и (36), имеем
ч vs∏ Уп -⅜÷⅛) <"2.... ”■= 0 (*=1).

(36)
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Отсюда и из неравенств (24) и (25) следует, что⅛-⅛∣≤θm1 ¾ *k  1 ∕ ∑ ,αiχ∣l∣ ∑ ₽"и 21V"-.«©М-Ч (v = 2, ... , 5),= 0 (v=l). (37)Известно, что
e~'x 1 ∣x i"≤e^mmm (38)!γvel≤(v-l)! βvξ, если Mξ = 0[2]. (39)Согласно (38), лемме 4, (37), (39), (29) и (30) имеем
∣Φszπ(x)-ΦsχnWI≤ 8(∣)V « (40)Из равенств ч л,, ч 1 . . f (*+Θ iQ∞+9-*)) 21Φ(∕w+g)-Φ(*)=  y= (px+q-x) ехр|-------------- 2-----------!
(px+q)me 2 -xme 2 = (px + q-x) Im [x + Θa(px + q~x)j

I л , ,∖m+ιη f (x+Θ1(px + ρ-x))2 Į- (χ∙ + Θa(px + q-x)j ] exp J-------------- j------ ~ ) ’где 0<Θ1, Θ2<l, и неравенствI px+ q—x I ≤Λsjn (1 +1 x ∣),

∣χ∙∣-∣(px + ⅞) -x∣> ∣- ∣x∣-γ , 
∣λ∣-∣≤I∕w +⅛∣≤4 ∣x∣ + 4 ∙

которые следуют из (25), (26) и (28), получаем оценку
I Φaχ0 W - Φsχn (рх + ч) I ≤ © (J) Л^л е * 

Со гласно (39), (30) и неравенству [7]1 17∙vlςι ≤ L1+1 (3 ≤ v ≤ s + 1) 

(41)
(42)
(43)имеем

⅛r, 
+⅛>

v,+ ∙∙∙+vμ-2μ
≤ © (∙s) (7⅛+ι,sn) 1-1
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Отсюда и из (41) следует неравенство
is+ι, (⅛∣05-ιt⅛(p* + 9)∣ е 2 ≤θW4+u,' 4 (44)Здесь же отметим, что из аналогичных рассуждений получается неравен­ство

,-2 -≤ s~2e 2 I Σ SvSπW ^,u + ¾Sn )≤Θ(j) е 4 2 Λr+2,Snf (45)v-l v-lкоторое используем ниже.Из (40), (42), (44) следует лемма 3.Лемма 3 доказана.Для доказательства теоремы 3 при ограничении Λssn < -∣- достаточно оценить второе слагаемое правой стороны неравенства (22), так как нужные оценки первого и третьего слагаемого этого неравенства дают леммы 2 и 3. Для это­го используем лемму 5 из [6].
Лемма 5. Пусть А,Т — положительные числа, k≥2- целое число, G (х) — 

неубывающая функция, П (х) — функция ограниченной вариации.
Если1) G ( — oo) = ∏ ( — со), б(оо) = П(оо);2) функция П (х) имеет производную иI ∏' (х) I <А (1 + | х I)-*  при всех х;а3) f ∣xI* I <∕(g(x)-∏ (x))∣ < оо|,— ф 

то при Т> 1∣G(x)-Π(x)∣≤7^÷ ( į ∖SkW∣-1dt+ ( ∣δ0(r)∣r→Λ+4), v+'jcM 6 о
где δ, (0 = J е'» d(x' (g (х) - П (х)] (/=0, к).

— 9Положим в лемме 5fc=j + l, G(x) = ¾(x), Π(x) = Φ.+1,jr.(x), Γ=Γn=t5-+'2,rn∙Сначала проведем доказательство | при дополнительном ограничении Д + 2, ип < !•Из (43) и неравенства аналогично (45) видно, что тогда условие 2 леммы 5 выполняется с константой, зависящей только от j. Очевидно, что выполненыи остальные условия леммы. Следовательно,I Fχn (Px+g)- Φs+ι, х„ (Рх + Я) I ≤ t~+ ∣X+<,∣7+i 
т„

+ f |8.(01г‘Л+д+1,Кло
∣δ.+ι (z)∣ ∕~1Λ +

(46)



Об остаточных членах асимптотического разложения 155

где 8, (Г) = f e"1 d(xl{Fxn M - Φ.+1,√x)) j (∕= О, 5 + 1).
Сразу отметим, что ввиду (41) множитель (1 + ∣ px+q ∣)-<s+1> в (46) можно заменить множителем (1 +∣ х ∣)~,1+,>.Методом математической индукции легко доказывается, что(->ιr4÷1ω→+ oi ∑ -ЦР1 ⅛-(Λnω-⅛s+ι,xnω), (47)v=0 где A.+ι,xπ(0 = f e"xdΦs+1 xπ(x)∙— ®Поэтому нам достаточно оценить интегралы

т
‰ = f ∣⅛(Aπω-As+ι,xnω)pt-'s+2>A (*  = 0.1...............5+1). (48)

о
_ I

Лемма 6. Если Ls+iι mo при 111 ≤ Lj+32j v имеют место соотно­
шения I/« (/) - ЙОТ, χ* (f) I ≤ Θ(к, 5) e^~3 Ls+κ „„ {∣ 11∙÷≡-<≈ +

+ ∣,∣3<s+*)  j (*  = 0, 1...........5 + 2).Лемма при Ls+2, ∣⅛→0 (n→∙∞) доказана в работе [10], но она справедлива и в таком виде.Согласно записи As+ι,χn (<) в явном виде ([8] или [7]), (43) и ограничению 
Lj+2, yn < 1, имеем⅛'ι. х„ (01 ≤ ® (s) e 4 (*  = 0- 1................. 5+1).Отсюда и из леммы 6 следует, что

τnΨt≤Θ(5)L.+2,^ + f ∣∕⅛>(r)∣^→÷≡>Λ (fc = 0, 1,...,5+1). (49)
L 3j*+2, VnИзвестно ([11], стр. 183), что

∣^(')∣=∑ ∑ ‰....... √*)∑  ∕<"ι',⅛)×

7-1 mv+... +m,7-k ⅛-l
mvy > 0. v — I..... /×Σ^',⅛)∙∙∙ Σ <⅛)×

∕l=l И" ∕,≈1 j Кд⅛≠∕1≠∙∙∙≠∕i-,
∏ Λ,(⅛-) (*= 1-....5+1).

i=l rΛ
∕≠∕l≠.. . ≠∣j (50)



156 В. ∏unupack(⅛)l⅛<v=1.... '+ι>'∙=ι......")• <5»Далее, из неравенств (14) и (20) статьи [9], если взять там Nn≈4Byn Liyπt следует, чтоI/») (t) I ≤ 0 (к) {1 +111*}  е~ * при i 11 ≤ г Li⅛ .
Следовательно,

" z^l

f l∕<*>(,)∣ t*-<≈÷2>  Λ≤Θ(к, s) L,+2,t,,ι (fc = 0, 1...............,+ l). (52)
___1_

г 3sl*+2∙^Остается оценить
φt = ∫ ∣∕<*w*- l'+2>Λ≤

π i 
< 3yn≤ Σ Σ

>≡ I mυ+ . . . +m„:
ΘmlJ....... mJj

к
J

∕.=∣ 
∕.≠∕∣согласно (50) и (51), где

nΣ
,r' ∣j≠ti≠ ∙∙∙ ≠9-ι (53)

τ'
⅛j= f

π 7^1
fl K(⅛)H+2,λ <*= 1... ,+1='='.... fc>∙

1-1 1 ' " '

'≠'1.......... 'jВ обозначениях, использованных в формулировке теоремы 3, легко дока*  зать, что
х

F1,(x) = al ∫ p∣(x)dx + (l-al)Si(x), где al = al di,— ®∣∕wWl≤l-⅛(l-∣Λ(0∣). где Jl (r) = f elupt(x)dx,— ®l∕ηι(2π<)l≤ exp∣ -⅛7i(θ}. где 7)(t) = ∣ (1-∣Z(2π'la)
(см. О], стр. 142-143).
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Отсюда и из равенства |Д( (∕) l = IZ,, (О I следуют неравенства⅛,,≤ 7 't-u+a, π eχp{-*.'√2⅛)}  λ≤π "Tt3Γn i≠∕,......... ∣j⅞,+ ∙∙ +⅞ Г" < ,≤e 2 ∫ ,t''s+2'eχpr∑ ^7<(2⅛)}λ∙

i= I
Согласно лемме 1 [8] или аналогичной лемме 3 [9] имеем

Λ(θ4α(‰√zr)

Тогда
" Т"Ψ*.j≤θ(^.  √)exP∣-∣ ∑ 4виЛзг„)| f tfe~<s+2>Λ≤

∣=I π , — IТ £зи„
≤Θ(j)ln(l+n)exp {-у ∑ ⅛α(OTi, 4ВИл L3k∙n) | , 

t= I

k=l, .... 5+1, так как⅛κπ = r"≤(Vn)i∙Отсюда, из (53) и ограничения Ls+2ι Гл < 1 следует, чтоφt≤Θ(j)ln(l+n)(l+L]+J) exp I - ‘ 2 a,a(aKf, 4ВГл£,Гл)| , (54) 
∕c = 0, 1, , 5+ 1.Теорема 3 при Λιi5n<J- и Д+2 кл<1 следует из (22), леммы 2, леммы 3, (46-49), (52—54), (30), (26), (31) и неравенстваZ⅛≤.⅛(''≡≈ιj∙≥2) (cm∙ (24)) (55)При Λisii < I и Z,j+2 yn > 1 теорема 3 следует из неравенства
I ¾ (х) - Ф.гЛ (х) I ≤ I ¾ (х) - Fγπ (х) I + Fγπ (X) - Ф (х) I ++ ∣Φ∙¾(χ)-Φ(χ)l. (56)леммы 2, леммы 1 и неравенстваI Φ,z,(x)-Ф (х) I ≤Θ(j) Ls+i.s„e i ,которое получается согласно (45), (29), (30) и (55).



158 Об остаточных членах асимптотического разложения

При Λssπ>4. согласно (24) и (23), имеем
l^ιsn = L->sn + Λvsn≤ 1 + Λ,sn≤5Λssn (v = 2, 3, .... s).Поэтому, ввиду (45), получаем∣φ⅛(χ)-φ(χ)∣≤e(j)Λ√'<

Отсюда, из (56), лемм 2 и 1 следует теорема 3 при Assn ≥ 4^ •Теорема 3 доказана.Доказательство теоремы I.Согласно (45), равенству
Fvsπ = ^jvSπ + ΛγSn (v = 1 ’ ••• ’ S) ,55) и (23) имеемI φszn (х) - Ф (х)I ≤ Θ (i) е ~ (⅛ + Ajsjj). (57)Доказательство теоремы 1 при Λs5n< ∙∣- и получим, если в не­равенствеI *z„  (х) - Ф (x) I ≤ I Fz„ (х) - Fr,l (х) i + i Fχa (рх + ?) - Φs+1. х„ (рх + д) | ++ I Φs+1. х„ (рх + ?) - φszn (х) I + Φszn (х) - Ф (х) i == ∆1 (х) + Δ2 (х) + Δ3 (х) + ∆1 (х)∆1 (х) оценим согласно лемме 2, Δ3 (х) - согласно лемме 3, ∆1 (х) - согласно (57), а для оценки Δ2 (х) используем доказательство теоремы 3. Именно, если положим там Fn = ⅜ L~J, то исчезнет интеграл φt и появитсяcιπ⅛* 0π-+⅛ (ввиду (30))Так как при Λsjjι<^, L3f,n> j и при Λs5n≥^- выражения ∣ 7⅛1 (х) - —Φszn (х) I и ∣Φszn(x)-Φ(x)l оцениваются также, как в доказательстве теоремы 3 в аналогичных обстоятельствах, то из неравенства1. Fz,l (х) - Ф (х) I ≤ I Fzιl (х) - Φszn (х) I +1 Φszn (х) - ф (х) Iследует доказательство теоремы 1 и в этих случаях.Теорема 1 доказана.В заключение автор благодарит проф. В. Статулявичуса за постановку задачи.
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APIE NEPRIKLAUSOMŲ ATSITIKTINIŲ DYDŽIŲ SUMOS PASISKIRSTYMO 
FUNKCIJOS ASIMPTOTINIO IŠDĖSTYMO LIEKAMUOSIUS NARIUS

V. Pipiras

(Reziume)

Straipsnyje gauta keletas nepriklausomų atsitiktinių dydžių normuotos sumos Zn pasiskirs­
tymo funkcijos Fzn (x) asimptotinio išdėstymo liekamojo nario įvertinimų. Kai egzistuoja baig­
tiniai 5-ji (j>3) atsitiktinių dydžių absoliutiniai momentai ir tenkinamos kai kurios kitos sąlygos, 
liekamuosiuose nariuose išskiriamas daugiklis (l + lxl)~j.

ÜBER DIE RESTGLIEDER DER ASYMPTOTISCHEN ZERLEGUNG DER 
VERTEILUNGSFUNKTION VON DER SUMME UNABHÄNGIGER 
ZUFALLSVERÄNDERLICHEN

V. Pipiras

(Zusammenfassung)

In dem Artikel wird die einige Abschätzungen des Restgliedes der asymptotischen Zerlegung 
der Verteilungsfunktion Fzn (x) von der normierten Summe Z„ unabhängiger Zufallsveränder­
lichen erhalten. Wenn die Zufallsveränderlichen die endliche j-ten (03) absoluten Momente 
haben und wenn manche andere Bedingungen erfüllt werden, ist in den Restgliedem der Multi­
plikator (1 + 1 x j)^∙,.




