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11. Литовский математический сборник Х-1.

В. А. Статулявичус
§ 4. Доказательство теорем 1 — 12Доказательство теоремы 1 следует из асимптотического разложения Для fz„ (t), полученного в лемме 9, которое при х=3 и ∣ 11 ≤ выгля­дит так:√⅛n(r) = (l+Θ3ir∣3)∕7Действительно, согласно теореме Эссеена ([65], § 39, теорема 1), если F (х) и G (х) — две функции распределения, с характеристическими функциями, 

f (t), g (t) соответственно, существуете' (х) при всех хи ∣ G' (х) ∣≤Λ, то при любом Т>0∣F(x)-G(x)i≤^+^, (4.1)где 
т

-ти для доказательства теоремы достаточно положить√">Bn
2H1Cl">Доказательство теоремы 2 следует из того, что согласно лемме 6 существуют абсолютные константы H1>0, H2>0, такие что

⅛ = 3, 4,Поэтому, применив нашу лемму из [42] при ξ = 5n находим, что для F(x) = 
= Fs (х) имеют место соотношения больших уклонений (1.4) при H=H1, ">=θ. σt = Γk {$„}, σ=Bπ и

Δ = Bn inf
⅛⅞3

∕ k∖ HlB*  ∖⅛-2 σSπ'Bπ
∖∣rΓ{⅛Γ∕ = яаТеорема 2 доказана.



162 В. А. СтатулявичусДоказательство теоремы 3 вполне аналогично доказательству теоремы1, если воспользоваться неравенством (4.1) и доказательством леммы 11. Из (3.103') и (3.101') находим
(4-2)
(4.3)при

где pω=2√2ffl,aVln(l+Lms'2),
α>0 — любое. Я, — абсолютная константа, и, согласно (3.98),

Γr {^}≤r^'0-2BζΛΓ2 , Далее, «= ∑⅛"1J Xk если I Xk I ≤ С(л),= | О при ∣¾∣>C<"∖
сы= *(")д" ■
c рОО

3≤r≤ s. (4.4)

ПоэтомуΓa {S∏ = D {S'}=B2(1 +24Θpтак как
, . s-2 1
<") —5- 7 ) 2 Ls2). (4.5)

16
α(n)c(n)j->

п

fc=lИз (4.2) - (4.5) выводим
t*  Įln∕z.(r)e2 = 1+20Яо(г)Г_г ИЛИ

1|/г.(г)1 = (1+2 0Яо(Г)£/„-2)е ι∙
2 (4-6)если только

. ( P<">
111 ≤ nun < —-7=----- ,1 Į 2 V 2 Я.

LS„S 2
2Я„ }• (47)

Из (4.3) и (4.6) получаем
2^2 + Θ∣t∣ p<">≈-1Z,sn. (4.8)



Предельные теоремы для сумм случайных величин 163

Кроме того, согласно лемме 12,l∕znω∣≤e'- при ∣r∣≤crFr (4.9)где с>0 — абсолютная константа.
____1В (4.1) положим T=cLn,~iТогда (4.7) и (4.9) позволяют утверждать, что

1ε≤C1(L∕n^2 +Pw,7-J
ИЛИ

1 1I FZn (х) - Ф (х) ∣ ≤ ⅞ (Lss~2 + ₽<"” Lsπ) + £ L‘„~2

где C1 — абсолютная константа. Теорема доказана.Доказательство теоремы 4 следует из соотношений (4.1), (4.9), (3.75) и из леммы 17, при s=3. Следует положить T=cL^, так как
Доказательство теоремы 5. После доказательства лемм 1 — 12, доказа­тельство теорем об асимптотических разложениях проводится точно также, как и в [40], [41] для сумм независимых случайных величин. Если обозначитьP(x)=2^ φs-‰nW = <Ps-ι,nW.где Φs~l, „ (х) определено в теореме 6 иΛ(r)= f euxp(x)dx = h,-1,π(t) = e 2 (1 + £ P,(ft)LsΓ2)

— ® v= 1(многочлены P4n(it) определены в лемме 10), то для любых А>Л>0имеет место неравенствоsup! pZn (χ) -р WI ≤ (Л + 4 + 4+А).sup I Fzπ(x)-Ф(х) I ≤(71 + 72 + 7a + ∕1), (4.10)где
I1= [ ∖fz,,(t)-h(t)∖dt, z2= f I h(1)1 Л,

’ I l⅞4 I t l>A

∕3= f ∖fzn(t)∖dt, It= f lfz,(t)∣dt,
Λ<l t [≤X, K<∣ ll<®a ∕i отличается от ∕j только тем, что подынтегральная функция умножается на 111-1. Положим

____ i _ i ____IΛ = min {αln2 (1+Zjn,^2), ZJ„3<’“2’}, a>0, K=c Lsι,s~2Тогда с помощью лемм 10 и 12 находимZ,+∕,+⅛=2π 8, Z...
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АналогичноА + А + /3 = 2πδ' £от.Осталось оценить /4 и li.Для любого набора1 ∕j < ∕g < < ∕jy = лимеем l∕⅛(')l≤∣IA (<.∙)∣l ∏ supl∣∕,∕,+, (t ωp,-)ii∙ (4-11)j,=ι “pПусть 
lp = 2(p+3), p=∖, 2, У-l.Поскольку∣∣∕i,(l, ω,∙)∣∣ = Λf {∣∕⅛k,(ΠΛ×⅛l∣ ξ(*)  = ω}

и при любом b справедливо неравенство Z>≤ 1 — (1 —⅛2), то∣∣∕u(Γ, ω,∙)∣∣≤exp {-∣ (1 - М { ∣∕sa, (f ∣ Fk × Fl) 1’ ( ξ(*)  = ωj)∙ (4.12)
Как уже отмечалось при выводе следствия из леммы 2, 1-^{∣∕st,m×Λ)la ∣ξ(⅛) = ω} = 

= m{d {e'¾∣Ft×F,}∣ξ(fc) = ω}> 
>⅛^{e"⅛∣ξ(*)  = ωI = ⅛-' (l-∣∕stz(z∣ξ(fc) = ω) ∣≡)∙ (4.13)

Учитывая подбор lp и (4.11)-(4.13), находимi/s„(ОI ≤ II/.('■ ’) IIeχP I- J ∑ αa*+.(l-sup∣∕⅛+1('lAj (’)
1 к

9⅞2⅛+l⅞n
ИЛИ

I∕sb(0I≤ ∏ suP I A2i-1('∣Λ.∙-2×Ai)∣exp 4 (⅛)b (4∙14)
1=1 1где Λ,W=y ∑ (1 “SUP ∣∕¾(2πl∣∕t-1) ∣*)  =
Λ=9

п + ®
= inf 2 f sin2πtxPxk(xt⅛-l)dx 

fc=9 — ®отличается от /„ (t), введенного в [40], (5.2), только тем, что вместо плотнос­тей ⅛ (х) берутся плотности
λ⅛(* ∣A-ι)= f P^k(x+y∣Fk.1)pril(ylFk.1)dy.
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Следовательно, для оценки lfzπ(t) I при 11 ∣>cLs√ 2 можем применить результаты статьи [40], полученные при доказательстве аналогичной теоремы 4. Аналогично оценке (6.7) из [40], находим
(л)— —I'i=Bn f ∣A,(')∣Λ≤ 192π√‰α" ¼I°,×∣'∣>-÷-

× ∏ c2-1 (1 + )4 exp {~4r Σ “(m‘* π5°~⅛)}
V 8]∕2¾⅛7 l ' 1Осталось оценить ∣A,ω∣Λ∙

В этом случае, аналогично (6.6) из [40], имеем

6⅞ 

ca<">B"

Поэтому
1A≤ ∣rl≤-•

44

α<-)c>ΖS, r^⅛] 
6 я; ij" fОчевидно Ii = ⅛+∕a. Также оценивается li.Теорема доказана.Доказательство теоремы 6. Эта теорема является в точности таким же обобщением теоремы 2 из [41], как и теорема 5 — теоремы 4 из [40].Доказательство теоремы 7. В неравенстве Эссеена (4.1) положим 

F=Fza, G=<b,-ij,,
f(t)=fz,(tY h(t) = ha-1,π(t), где Φs~ι, „ определено в теореме 6, а Λj-ji n («) — в доказательстве теоремы 5. Выберем Γ=L^l. Имеем

l∕zn(>)-As-ι,»(/) I

K-cLsr t h- J___ i r Я~2 c⅛ < 11 ∣≤bjИз леммы 11 и 12 сразу находим, что при α≡≈2π ]/3 («-2) имеет место оценка-1 ,sn

А + А + А = 2πδ31 L„.
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Для оценки /4 набор (3.105) выберем следующим образом. Положим ⅛ι=J-l. ∕ι=J+l, kl+1=l,+M, Λ∕ = [-^i + l],∕l=⅛i + 2, ι = l, .... N н j какое-нибудь целое число из интервала [1, М+2]. Согласно (3.106) имеем∣∕s,(t)l≤∞pj-∣ ∑ (1 -М ∖fsklll(t∖Ftl×Fl) |*)  +' /-1
N—1 

+ ∑ (1-≡⅛ 

(=1При нашем наборе
n-i n-1∑ (>-«/,⅛,+ ∣)≤ ∑ e^"w(⅛∙+ι-A)≤⅛ ®Ч> {-21nn}≤ i-
1-1 ∕≡1и так как мы можем j выбрать произвольным из интервала [1, Л/+2], то

л .
∣∕sn(Γ)l≤eexp j-47∏⅛ ∑ (1-M∣∕zt (t∣Λ-1×Λ÷ι) |’) •

1 А=1Пользуясь следствием леммы 2, находимl∕⅝(0l⅜e>exp{- 128*7 lnπ> ∑ (l-∣Λ⅛(0ls)j Л=1или ∣∕s,(t)l≤e∙exp {- ∑ ¾ (l-IÄ(OI’)j.
А=1где fk (г) - характеристическая функция случайной величины, имеющей плотность вероятности рХк (х). Согласно лемме 1 из [40]

или ⅛(ι-∣ΛW∣i)>∣
min

Поэтому
<<'∣≤ ~в~7~BnLan

I(1-∣ΛWI,)>4 ≡(n⅛ πBj⅛'^2).

Д.1- ∣∕z.(0∣ Π∣-1Λ≤2e(lnB^≡∕-2B,-l Ь»1) ×f

°п

bπls∏
αω∙xexp{ 192(l+lnn) (πuπB°l2∕-2)}∙ (4.15')∑<4*

А-1
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Остался интеграл74a= ∫ ∣Anω∣ l*l" lΛ∙
⅛'^2 <∣4<⅝⅛^'4 '~2В (4.15) положим k1=m, Z1=zh + Δ, ki+1=li+M, ll=ki+Δ, f=l, 2, где N,

h^÷>]. 4- 
L16,^2 I∏B°zΓ-2 J /

сВ-1 Lm7^ < 111 ≤ В°-1 /£натуральное m выберем позже. Согласно (3.106) и (3.107), находим
l∕‰ WI ≤ exP { - ⅛ ∑ ff (χ~y)3 dpskl ∣l (х i ⅛l × F∣l) ×

I r I

×Λ⅛.,10-∣Λ,x⅛) + 2 (l-α,jt )}∙
⅛ιУчитывая (3.108) и выбор Ми Д, получаем

∣∕√r)≤e∙exp {- 2 (MD {S ∣Fkl×Fl,}-Rk,,,(г))}, (4.16)l i= 1 1где
Rkl ⅝ W ≤ 8 f xa dFsiι 1( (х) ≤ 8 (⅛1∕^2 MI Sk, „ 1’ ≤'*'>2⅛
≤8(^W)s2δ'-≡ 2 M∖Xj∖∙. (4.17)√≡⅛f+ιС помощью неравенства (3.14), что в лемме 10, имеем
MD {Skl,liFkl×Fl,}^^^ а«

''+1Σ U-kt)DXj, 
J-bi+ι так как

//+1Σ 0- 
= fcj+l

)DXj>

(4.18)
е
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1' 3-21/2 aWΔ∙ Ю1 
2πi 512 (1+1пл) " J''

согласно (1.5). Число m мы можем выбрать произвольно, поэтому из (4.16) — (4.18) выводим∣A,W[≤e∙exp{-
≤e∙exp∣-c,α<"> (з + ^тг") l°∙"
cB-' если

c,>0 — абсолютная константа.Отсюда ∕1,a≤⅛ (Bn0Bn-')^ ехр {-c' «<”> (3 + y⅛) ⅛√~7 Į- Теорема доказана.Доказательство теорем 8, 9.Доказательство соотношения (1.10) в теореме 8 в точности совпадает с до­казательством теоремы 7, с заменой Р„ на Р„. Также аналогичны доказатель­ства соотношения (1.11) и теоремы 9. Если выполнены условия теоремы 9, то, как и в (4.10), имеемsup I ∕⅛(*)-⅛  φs-ι,∣1W ∣≤⅛ (Λ + 4+4 + Λ). причем 71 + ⅛ + Ą = 2πδ4sL„In 2 (1+Ls√) согласно леммам И, 12, если положитьΛ = min {aln2(l +£-'), K=cL^J^Интеграл Ii предоставим суммой It,l+Ii,i, где
74,i= f l⅛,(0∣Λ≤
≤e∙exp {-Pn}5,sup f I A, (r I Λ)A. (f IĄ × Λ) I ≤
≤2πe]∕ClCae p" аналогично случаю (4.15') и

, «"2 ⅛ < 1rl<Bπs°-14 s^2
-Г λ Вп у 0 s 
Š С DO L,sn 

°п

⅛ ∫ , <">(3+Σ⅛iехр { — с ас

1
Bπ ro~1 f , <->(3+τ⅛)

≤ e gθ Ls∏ ехр į — c a



Предельные теоремы для сумм случайных величин 169

согласно оценке (4.19), причем, из ([43], 6) следует, что
о-

Lsn s-2 ≤]∕n.Теорема доказана.Доказательство теоремы 11. Sn = (Sθ,, ..., S∙⅛rt) можно представить как сумму Λr1 + ...+Х„ случайных векторов, связанных в цепь Маркова и сво­ими значениями, принимающими единичные векторы e1 = (l, 0, .... 0), es = (0..........0, 1) 5-мерного пространства, а именно Xk(Ej) = ej, fc=l............. и,/=1, ..., j. Повторив доказательство леммы 7, получим, что существуют абсолютные константы Я°>0, ∙ff!>>θ. такие что для любого набора нату­ральных чисел r1, .... rs с r = r1+ +rs
Поэтому, для завершения доказательства теоремы, как известно [66], следует уметь оценить характеристическую функцию вне основного интервала.Аналогом арифметического показателя Р„ в этом случае (см., напр., 29 - 30) будет pw=c" ιi(T‰ Σ α* ≡s c" fidπ⅛ ’ (4 20)
так как αt(α, ^) = minP{(α, Xk) φr (mod q)} = 1.rЗдесь минимум берется по всем таким a=(a1, .... αs~1, 0) и q, чтоио.н.д. (α1, .... αs-1, q) = l. Как мы уже видели доказывая теорему 8, скорость стремления Р(п> к ∞ при n→∞, даваемая оценкой (4.20), вполне достаточна для оценки характеристической функции в четвертом интеграле. Мы, конеч­но, дали только наброски доказательства, но, желая привести полностью все рассуждения, нужные для получения локальной теоремы с учетом боль­ших уклонений, пришлось бы сильно расширить данную работу.




