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ЦЕНТРАЛЬНАЯ ПРЕДЕЛЬНАЯ ТЕОРЕМА ДЛЯ СУММ ПРОЦЕССОВ ВОССТАНОВЛЕНИЯБ. КАМИНСКЕНЕ
Пусть имеется набор последовательностейξ<'>, .............. Z=l, 2,независимых неотрицательных случайных величин, причем величины /-той (/=1, 2, .... л) последовательности распределены одинаково, и их общая функция распределения Fl (х). Будем считать, что ни одна из величин ξ}0, /=1, 2............. и, не равна константе с вероятностью единица.Обозначим

т
Sl,β=0, Sl,m= 2 ξS',. m=l, 2, 1=1, 2,

/=1Случайный процесс
N, (l)=max { т: 5,. „<«}, 1=1, 2, λпринято называть процессом восстановления, а ξ{0(∕=l, 2, ...; 1=1, 2................и)-временем восстановления.Мы будем рассматривать последовательностьМ (0. ^r2 (0. М, (0независимых неодинаково распределенных процессов восстановления.пАсимптотическая нормальность сумм У Nl(t) одинаково распределен- ∕=ιных процессов восстановления рассматривалась в работах [6], [7], [8] и [9]. ЛВ работах [9] и [10] доказана асимптотическая нормальность сумм Nl (t) не- 

∕=ιодинаково распределенных процессов восстановления при условии, что для дискретных процессов восстановления существует шестой момент времени восстановления, а для непрерывных — пятый. В работе [13] доказана асимп­тотическая нормальность сумм Nl (t) для дискретных неодинаково рас- ∕=ιпределенных процессов восстановления при менее жестких ограничениях, а именно в предположении, что М (ξj0)8 < 00∙ Тот же результат для неодинаково распределенных процессов восстановления, распределение времени восста­новления которого имеет абсолютно непрерывную компоненту, получен в настоящей заметке.
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Обозначимμ,.y=M(ξi'ψl 7=1,2, 3; /=1, 2,
A,(r)=MΛT,(r)j⅛,ι μ'∙∣

⅛.,(χ')=P {—į/7 ∑ Wω-Λ,(r)]<χ}
φw=v⅛ ∕e 2 du-

Пусть выполнены условия:(а) μ = mfμzι>0,
I(б) lim -į- σ≡ > О,

n »a>(в) Λ∕ = supμz 3< 00
1и (г) supFz(oo)>0,

Iгде через Fl (х) обозначена абсолютно непрерывная компонента F∣ (х). Теорема. Если выполнены условия (а) —(г), то при достаточно больших 
nut sup ∣Fn,>W-Φ(x)l≤C (y+-4=-),— 0D<X<<D ’ If Kt I 
где С не зависит от 1, n и t.Доказательство. Вместе с величинами ξj', (i=l, 2, /=1, 2, .... и)рассмотрим случайные величины ξj0, i=l, 2, Z=l, 2.............и, опреде­ленные следующим образом:

г« J 0,,..So≤≡V"'•_y-lcVn∕, ξ<'>>cl∕Ht,где c=max (Г, ±)∙ Обозначим
F∣(x)=P {W<x}, 1=1,2,

Sl.m=∑^, m=l,2,

1-1F,.m(x)=P {⅛m<x}l
Nl(t) = max {m∙.S∣ιm<t}, 1=1,2,

Fπ,l(x)=P {-z-yγ ∑ [⅛(r)-Λ,(r)]<x}∙

(1)

(2)
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Нетрудно видеть, что

m∖P {Sl,m<x}-P {Sl,a<x}∖^2 ∫ dFl(x). (3)Γ=*  X>cVntИмеем
m m

при m≤c2nt и достаточно больших л и t. С другой стороны, из условий тео­ремы следует, что при m>c2nt и достаточно больших лиг
p<s,.<1∣-<,1⅛.
г l⅛.««>-■» v⅛∙

у nt
(5)

Здесь и далее через c∣l, к = 1, 2.............. обозначены константы, независящиеот I, t и и.Из (3) —(5) получаем, что для достаточно больших лиг ∣P{¾m<r}-P {⅛m<Γ}∣≤c3-^∙ (6)
у ntВ силу того, что

P{Sl,m<t} = P{Nl(t)>m}и соотношения (6), получаем, l^,rW-Λ,<W∣≤¾-J=r •V лгПоэтому достаточно доказать теорему для Fπι, (х). Пусть

(7)

(8)Из независимости процессов Nl (г) следует, что∕n,1(z) = Mexp{-z-^y į [⅛(r)-Λ,(Γ)]} =
(9)

где φ,ι, (z) — характеристическая функция Nl (t). Далее, из (9) получаем

(Ю)
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Но, ln∕z,,(⅛-) = M[M(r)-Λ,(∕)]
-M[M(0-Λ,(t)p ^+pn∕,,1(z)]-J , ∙⅛5‰- (ll)z=Θ —i— αu']∕(O<Θ<1.Имея в виду (10), выводим, чтоР“Л, г (z)]' = -^г1— [⅛, (z) ⅛, (z) -Φz. t (z)

- з φ^, < (г) φ), r (z) φ,., (z) + 2 ⅛2, (z)]. (12)В дальнейшем мы будем пользоваться следующими преобразованиями Лап­ласа и Лапласа—Стилтьеса:
∕*(s)=  ∫ e~∙xF∣(x)dx,6
fι(3) = f e~"dF∣(x).

Если
Q,(x) = l-F,(x)tТО ?/(z)= f e-sxQ∣(x)dx=^-^-∙6Далее, (7) дает
⅛,.(Z)=∑ e>"P {N,(l) = r)=2 e'22[P{S,.r<l}-P(S1,r+l<t)] =

г-0 г=0

= 1 + 2 e'2<'-1>(e*-l)∙P{⅛.,<r}.  (13)го|Применяя к (13) преобразование Лапласа по t, получаем
ψ∕(j, z) = f e~st φ,ι t (z) dt =6
= A- + ∑ J" e-*'e' r(r_1)(e'r-I)P{⅛r<t}Λ = r=l o= 7 + 7 Σ e'2<2-⅛(e<2-l)^ω = r-l_J_ l-∕l(z) . q∣(,) .“z l-e'7ι∣J) l-eβΛU) (H)
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Нетрудно видеть, что преобразованиями Лапласа по t от функций φz, (z), φ∕il (z) и φ*,  (z) являются соответственно выражения:r.l. /. .w iebfι(s)qι(s) .[ψ∕(∙f. ⅜= [i-e'V∕⅛r ■. '1, i'⅜⅛)¾w , О -aeate∕)(z)¾(z)Л ’ 1,г [1-«W [l-e'V∕(<г, , .vw ιae'2Λ(z)<∏(s) , fi ',e,iVz≈(s)4,ω , c laea'2∕,aM^,(z)lψ∕(J. ZjJz [l-etefiωj∙ [l-ekΛ(s)]∙ + [l-e'V∕(s)F (15)Пусть sl (z) является корнем уравнения1—e0∕1(z)=0. (16)При z=0 уравнение (16) имеет корень zl (0) =0. Так как ∕∫(zz(O)j≠O, то 

sl (0) является простым корнем. Согласно свойствам неявных функций (см., напр., [13] стр. 95—102), существует такое число Δ∞,>0, что уравнение (16) определяет в интервале [—Δ∞,, Δ∞,] однозначную, непрерывную и трех­кратно дифференцируемую функцию s=sl (z), обращающую уравнение (16) в тождество и удовлетворяющую равенству sl (0) = 0. Интервал [—∆<'ι>,, Δ*' ,,] можно заменить интервалом, в котором
11 j, то для каждого Z, 1= 11 2,

[l-e'2∕,(z)E≠0. _Так как f į (z)≠0 для всех ze∣ z: 2 I V nt
п, вместо интервала [-Δ<'∖, ∆<'>r] можно взять интервал [-c'Δπ e, c'∆n l], где c'=4 mi∏ (1, μ)- Тогда для ∣z∣≤c'Δb- , справедливо разложениеz∣ (z) = z∣ (0)+z∫ (0)z+zz (0) ^∙+z7(0) -^+0(∣z∣8).

Для вычисления s,∣ (0), s'į (0) и jf (0) воспользуемся уравнениями 
fι(sl (z))≡e-<*,¾' (z)Zr (j∣(z)J=-j⅛-",
s’i (z).ft (ii (z)) + s)2 (z)// (z, (z)j = (- i)2 e~u

z? (z)Λ' (∙s∣ (z)) + 3 z,” (z) s,l (z) f (z, (z)) +z]3 (z)/f (z, (z) j = (-i)8 e~,'. 
Отсюда при z=0 получаем

f (0) =’’ [fn∣. ι~mι,ιmr.b + 3 ml 2- 3m1, amį 1],zn∣ 1где
">∕.⅛= [ xtdf(x), k=l, 2, 3.
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Следовательноj,∕z) = -⅛-+ '"',a~m'.∣. K≤l +”z.i ">∕3,1 2
+ ^^~l (mli~m'-im∣.t + 3ml*~ 3ml'm∣.J ^-+o(]zp) = 

_ IZ , H(,2-⅛l (zz)∙ , 1 ,14 ........................+ -μr--------- ≡-+⅛7 (⅛1-μ∕,1μ1,3++ 3μz,2-3μι,2μ∕,ι) ⅞-+0 (-⅛^ + ∣z∣3)∙ (17)Воспользуемся тем фактом, что [ψ1 (j, z)]J является преобразованием Лапласа по t функции ∕2φ,ι, (z). Имеемr,!, ,с Г ¾W 1” ⅜''w ,oe'zΛM⅜W,[*'(  ’ )], ll-e''∕zωl l-e'V,ω+2 [l-e'V,ωr +e'V∕,(s)¾M 9 ellV∫2⅛)g,⅛) ...
+ [l-e'Vl ωr+ [1 -e,v, ωr ę ’Далее, так как при ∣ z ∣ ≤ c'Ä„,
l-e<zfl(s) = e'z[∕, (⅛(z))√,(z)] 

и f'l (s∣ (z))≠0 для достаточно больших л и г, то^i----- ≡^7TT=e^0 -----7----- т-----------= e~lz ------7------J----------------l-M,l(z, z), (19)l-e"r,ω ∕,Gz(z))-∕,(5) ∕',(izW)[z,(z)-i]где , х -tt fι W~fι (sι (г>) ~f∣ (sι(г))[J~⅞(z)1 =
w, s, Z e ft (∙sz (z)) [∕∣ (j) -fl {sl (z))] [J-Sl (z)]

Λ ⅛) -Λ Ql (z)) -∕z (¾ (z)) [z - 3Z (z)]

[z-zz(z)]*= e-<z
f i (-s√(z)) ∕z(z)-∕z(zz(z)) 

Z-JZ(z)Покажем, что wl (s, z) является частным двух преобразований от функций из класса L1.Имеем
∕l(s)=f e-≈dFl(x)=fl{sl(z)'j f e-Hw⅛(z,z), О огде <⅞(x, z> = 77⅛W I e~^UdF^-Л (»/(*))  оПусть <41 (х. z)=-77⅛ ∫ [1-Gz(u. z)]Λ∙

(20)
Лапласа

(21)

Тогда
f e^szdGll(x, 
о

-Λ(4(z))[7-⅛ ∫ e→^σ,(z. z)]__________________________ о________________________ /; (j∕(z))
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и отсюда
I e-≈dG,(x, z)= 1 +⅛4⅜ s f e^sxdGl 1(x, z). (22)
„ ∕∕(s∕(z)) 6'Если

i1-g'∙i<w-то, согласно (22),∕ *̂ " λ,'<'∙ ∙-"σ"<-∙ λ <23>
Из (21), (22) и (23) получаем:

fι (s) =fι (s∣ (z)) f e~(s~s, u,) x dGt (x, z) =
0=∕∕(s∣(z))+∕z'(z∣(z)j[z-Z((z)] ∫ e-(1^,'w)∙*<∕σ l.1(x, z),

0∕ι(s)=∕ι(s,(z)]+∕∣' (s∣(z)j (z-z,(z)} +
+ ∣Λ'(s,(z))[s-s,(z)]≈ f e-(-s'^xdGl,,(x. z).

0Далее, если
Fi. i (x, z)=f es< m " dGt, 1 (u, z)

Ои
Fl.i(x. z) = f es>^udG,,i{u, z).оа функции Д j (s, z) и Д 2 (z, z) являются преобразованиями Лапласа—Стилть- еса функций F∣t 1 (х, z) и F∣t 2 (х, z) соответственно, то f∣, 1 (z, z) и f 2 (z, z) являются преобразованиями Лапласа от функций из класса L1.Из соотношений
fι (z) =∕ι (s∣ (z)) +fi («i (z)) [s-sl (z)] Д j (z, z)
fi (s) =∕ι (s∣ (z) j +/; (z∣ (z)) [z-z∣ (z)] +
+1 fi (s∣ (z)) [z-zl (z)F∕,, 2 (z, z)

вытекает, что w∣ (z, z) является частным двух преобразований Лапласа от функций из класса L1.
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Теперь покажем, что wl (s, z) при | z | ≤c'∆, , и Re s>0 является преобра­зованием Лапласа-Стилтьеса функции ограниченного изменения Wl{t,z). Для этой пели введем вспомогательную функцию
<Pλ(") = 1, ∣uj<A,2-⅛1, Λ≤∣a∣≤2А,

О, ∣κ∣>2Λ
для всех действительных и. Положим

и>( (-ιu, z) = ιv∣1 (и, z) + wr a (u, z), где »1, i (и, z)=φx (и) >vl (-iu, z)и w∣, 2 («, z) = [l -<рл (w)] w1 (-/И, z).
Покажем, что при постоянном А обе функции ιv∣ι j (и, z) и w,ι 2 (u, z) яв­ляются преобразованиями Фурье—Стилтьеса от функций ограниченного изменения.Заметим, что

*⅛ι(u, z) = e"'zφx(u)
∕l(-⅛)-∕i(⅞(z))-∕I (z,(z)) [-⅛-zf(z)] (-ιu-s∕(z))2 2'(-ia>→(Mz)) f,~y 

-ιu-sι(z) 4 z

= e-'zφx(w) ⅜ι(~⅛. z)¾1(-iu. z)Так как φx (ы) является преобразованием Фурье от функции из класса 
L1, то и фл (и) gl, i (—ш, z) является преобразованием' Фурье от функции из класса L1. Значит, wλ 1 (j, z) является частным двух функций, каждая из которых является преобразованием Фур’ье от функции из класса. Ll. Зна­менатель этой функции нигде не обращается в нуль, а числитель равен нулю вне конечного интервала. По теореме Винера ([11], стр. 207) ¼χ 1 (z, z), при до­статочно больших n, t и I z I ≤ c'Δb, „ является преобразованием Фурье функ­ции из класса L1, а, следовательно, и преобразованием Фурье-Стилтьеса некоторой функции ограниченного изменения.Имеем, что

42(u∙
= — Г1 — m («11 Λ <~to>~Λ(sι^)-f∣ (.sι<z'i) 1-'h-M*)1Л ∕)(s,(zl) {1-βteT'l(-⅛)(l-'Pj4 (a))}(-⅛-J∣(z))2
1- <рл(ц)_____________l-e,7j(-w)(H>))2

f,9(-w, z)[1-Φλ(")J____________ ’_____________________ 2_______________/; G∕ (z)) { 1 -eizfi (-iu) (1 ~Ф л («)) }2
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Утверждение, что wt 2 (и, z) является преобразованием Фурье—Стилтьеса функции ограниченного изменения будет доказано, если мы докажем это для функции

ф{ 1 - etlft (- iu} [1 - («)] }-χ = ∑ { eltfl (- iu) [1 - (и)] }*  =
2 k=Q 2

®= lim ∑ r*{e'V∕(-⅛)[l-φ, 4 («)]}*
", fc=l T jпри любом 0<r<l. Но, {e,z∕∣ ( — iu) [1 — φyf (и)]}4 является преобразованием 

^2Фурье—Стилтьеса функции ограниченного изменения, кроме того,∣∕,(-⅛)[l-φjl (u)]∣<l. (24)
2Следовательно, ряд® j2 г*  { e'V∕ ( - '«) [ 1 - ф и («)] }*

Аг=] 2сходится, и сумма его{ 1 — J-e⅛Λ(-ft*)[l  — φ^t(w)]}-1 (25)
2является преобразованием Фурье —Стилтьеса от функции ограниченного изменения. Из (24) следует, что в (25) возможен переход к пределу при r→l, т. е. lim V rt { е<г f (— iü) [ 1 — α>, (u)] }t = lim -i-------s7-.—----------rs∙ =

r→ι fctj0 4 ,→ι ,~re Λ(-ω)I1-4,4 (“Л

=_____________ 1_____________
ι-≈isΛ(-⅛)[i-φ^ <и)1 ’

2и этот предел является преобразованием Фурье—Стилтьеса функции ограни­ченного изменения. Значит, wl 2(a, z), а тем самым и w∣(-iu,z) является преобразованием Фурье-Стилтьеса функции ограниченного изменения, т.е.
wl(-iu, z)= f e,u'dWι(t, z), (26)

— фгде Wt (t, z) — функция ограниченного изменения.Соотношение (26) можно переписать в таком виде:
∫ eω<∕0rl(f, z)=- [ e'u,dW∣(t, z) + wl(-iu, z).

—® оЗаметим, что знаменатель wl (s, z) не обращается в нуль при Rej>0, а I h>i (s, z) I — ограничена при Re s≥0. Функция от s
ф

-f e~j,dWl(t, z) + w∣(s, z)

о
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является аналитической и ограниченной в правой полуплоскости от мнимой оси (сама ось исключается), а функцияоf e~s,dWl(ti z)—®- аналитическая и ограниченная в левой полуплоскости без мнимой оси и непрерывная в замкнутой полуплоскости (мнимая ось включается). На мнимой оси эти функции совпадают, следовательно они являются частями одной и той же аналитической функции ([12], стр. 180). Эта функция оказы­вается целой и ограниченной, а поэтому является постоянной. Так какоf e~s'dW∣(t, z)→0 
при j→ — со, то эта постоянная может быть только нулем. Итак,

W((j, z)=J" e^s'dJVl(j, z),огде Wl (t, z) — функция ограниченного изменения. Из (18) и (19) следует, что
[ψ∕(s,z)]" = e + 2e-<l

4'∣ (s) f į (s) +¾ω∕∕ω i2c-i, ⅜ωΛ'2ω l∕,'2 (Si (г)) (г) _ ,]. /;з (ij (г)) [1( (z) - s]+4e-te ⅝)W∕)(0>vf(j. 2) ι2^iz q,(s)fμs)wl(s, z) ι 
∕' (s∣ (z)) Is, (z) - j] f'l (sI (z)) [s, (z) - s]. ., g,W∕)2ω'V,Q. г) ft 4f(s)∕]2(s)⅜(s, z) ιe ∕,'2(s,ω)[s,ω-sF+ fl (s,(z))[s,(z)-5] +

+ 2¾(s)∕,'2(s)h⅛i(s, z) + q"l(s)wt(s, z) +

+ 2q'l(s)f'l(,s)w](s, z) + q'∣ (s)f∣(s)ff (s)wį (s, z). (27)Обозначим
9ι (⅛∕7 (∙2) = ∏ (s).Выражение μ^2qs(s) является преобразованием Лапласа плотности| неотри­цательной случайной величины, обладающей конечным моментом (см. [2], лемма 3). Далее, r∣ (s) является преобразованием’Лапласа функции r, (t). Из класса L1, а также преобразованием Лапласа—Стилтьеса от функции ограниченного изменения, обладающей конечным первым моментом. Нетруд­но видеть, что⅜,'U)∕',M__________ 4'∣(^(z))∕,-2(s,(z))[s-s,(z)]∙ - ∕)(s,ω)[s-s,U)]*

∕j2(s,U))ls-J∣(z)lr1W->∕(⅞U))->∙i(⅞W)t*-⅞(z)]∕,'2(s,(z))[s-s,(z)]∙ (28)
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Последний член в правой части соотношения (38) является преобразованием Лапласа функции7⅛, f'('b÷÷∙∙l,"-

И) -7rt⅛j- [/' ∙∙a"-^t'-Λ ⅛ω*-
- f tes'w <,-"> г, (y)dy+ J е‘ '2> ',-'> у г, (у) dy] =

О о= -7FW / e,'^t-yvr- W4' = o(l)∙ (29)
Далее,

_ 4"l О)______⅜z (zz<z0 _ g∣"(j)~gI (ii(z>) e
S-Sl(z) ~ s-sl(z) S-Sl(z)Второй член правой части последнего равенства является преобразованием Лапласа функции-es'<2,'. Zz5,(r)-,,^(z,(z))e2''2>' =

= - į e∙^'-^y^,(y)dy+ [ e^^y^l(y)dy =

О о

= ∫ e2∕<2><'-'yg,(j)⅛, = 0(l). (30)
t(Преобразованием Лапласа от функции ql (z) является ql (j). Функции с чер­той будут иметь аналогичный смысл и в дальнейшем.)Если q, (s)f,∣ (s)=k∣ (s), то

gl(*)∕,'(z)  gz(zZ<zθΛ'(z∕fzD gi(rz(z))Λ"(1l<z)) + g∕(zZ<z))Λ"(z∕(zO
[51(z)-i]> [5,U)-S]" + Z→,(z) +

*,(j)-⅛i(5,(z))-*I( z,(z))[j-1,(z)]+------------[J=W------------- (31)Последний член правой части (31) является преобразованием Лапласа функ-Ze* , <2) « kl(t)-kl (zz(z)) tes^,-k'l (s,(z)} es^' =

= f e1'W-'>(t-y)kl(y)dy- f te,'<l,<,-γikl(y)dy +
о 6

+ f es∣^f'-^ykl(y)dy= f e2∕<z><'-''(z-y)fc,(y)⅛, = 0(l). (32)
о о
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(33)

(34)

Далее, если q∣ (s)f∣2 (s) = hl (s), то⅜W∕)2W _ ⅝∣ Qf (^))/;2 Qi (z)) _[s1(z)-j]' - [sz(z)-z]a
_ «'i 0; <2>) Λ2 (√2>)+2 it (sι (*>)  Л (sι (*))Λ(⅞<*))[rj(z)-z]a
+ ,sJf(z) [q'i (∙f'(z>)∕J2 (s∣(z)) + 4tf (∙5∕ (z)) fl {st (z)j (j,(z)j + 
+ 2 qt (sl (z)) л2 (∙S∕ (z)) + 2 ql (s∣ (z)} Л (∙⅛ (z)) Л (sl (z)] ] + 

¼M-¼(s∕(z))-A∫ (∙S,(z))[s-z∣(z)]-Ay(zj(z))[z-zl(z)]+ [*-√z)l a 1последний член является преобразованием Лапласа функцииr2 e>w' * Л, (?) - ?2 е‘w' hl {sl (z)j -
- te∣(г)' h't (sl (z) j - e, w, h" (z∣ (z) j = о (1).

Заметим, что, если t≥c]∕nt, то выражения (29), (30), (32) и (34) равны нулю. Обозначим (z, z) = q'l (s)Л (∙s) lvι (s> z)∙ Имеем, что t>∣ (s, z) является пре­образованием Лапласа от функции il (t, z) из класса Ll

q'∣(s∣^'i)fl(s)wl(s, z)_______ 1 ⅜i(jj(z))∕∕(zi(z)) _
Л (sι <20 [∙s∣ W - jl 2 Л2 (sι <z>)[i/ (z> -il

_ vl(s, z)-p,Q,(z), z) _[z-zl(z)]∕',(z,(z))Таким образом, последний член (35) является преобразованием Лапласа функции ограниченного изменения. Аналогичный результат дают и послед­ние три слагаемые равенства (27).Так как
2 ?/ (z)Λ'2 (z) w? (z, z) + q'i (z) w∣ (s, z) + 2 q[ (х)Л (s) wį (s, z) +

q! (ЛЛ Wι (∙s) w∣ (s∙ z) = •гдеП, (z) является преобразованием Лапласа —Стилтьеса функции ограничен­ного изменения ω, (?). Поскольку Ω1 (s)→0 при z→0, то ωl (<)→0 при t→∞.Теперь из соотношений (27) —(35) следует, что [ψ∣ (s, z)]J является преоб­разованием Лапласа от функции-e-aes'w'r2⅛⅛⅜ + λ-('' Z)’Λ(Mz>)где λi (z, z) — функция ограниченного изменения, стремящаяся к нулю при 
t→ со.
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Итак, для I z ∣≤c'∆nι, и достаточно больших лит имеем

'∙'<-'-'-'',", 7⅛SH (л)’ (36)
Приступим к отысканию функций <⅛, (z), φ," r (z) и φ*  r (z). Из (13) имеем:

r, , . 4l(s'∣ , . «|(J)
[ψι(s> z)L- i i-e⅛∕,(j)+' [l-e'*∕,(01 1 ’
[ψ1(z, z)K = 2∕≡ ⅜ι<j) ,/s ¾<,) , ,-a ⅞<,)[l-e'2/,« [l-e'2/,« l-e'2/, (s)-3ι2 4∣(s)

[ψz(s. z)E = 6ι3 M _ 12 ,■> g<w .[l-e'2∕l (s)]∙ ' [l-e'2∕,(z)F *
____________________ .∙3 g∣w[l-ei2∕1(s)], l-eiVιω4l (О (37)

В силу (19) получаем
.-Иг »,(»)[l-ef2∕l(s)]≈ ~e ∕(2(z1(2))[z-zi(z)]∙

-2e^'2 z-,∕'^a'γu' Z>, n + (j) w∣<i∙ z>' ∕,(z,(z))[z-z∣(z)]
9, U) [l-e'2/,« - /;3 (z1 (z)) [s-ji (z)]j +

.0 -2,> z) g, (5) »2 (z, z)+ 3 e 2,2 77/ , .v------- 7V≈ “ 3 e r>< t Ar-------- + 9'Z)∕,'2 (jι (20 lj-5∕ (OI 71 ∖,sι (z)) [j-i∣ (z>1
4∣ W[l-e'V,(014 ~e

, » Qi (s)∏,.($» z)-4r3'-' . *'>  'i----- !—+16e-2'2/,'3(z,(z))[r-z,« g,(z)w2(z, z)∕,'2(z,(z))[z-s1(z)]∙
. (∣W",¾(j. z) ,χ , ,-4 ~f,<- l n.------- TV + 9,m,' (z∙ z>∙∕, (,Mz))[z-s1(z)] (38)Имеем «/« _?1(j,(z)) ⅛',Gz(z)) ?;(s)[z-z,(z)]∙ [z-z,(z)]∙ +^[z-z,(z)]s + 2[j-s,(z)]≈ +

[i-il(z)]4

— г

9/(0

и ?, (О

(39)
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где последний член является преобразованием Лапласа функции
I Z√',','*  5.(r)-⅛ r3es'w,91(¾(z))-J t*e∙"'g' l (s,(z))-
4 te,'w'g,^(s,(z)) = ∣ j (t-yγelι∞v~y>ql(y)dy-

Oc/nr40o
e V nt

ql (y)dy+ζ f e‘w l'~yiy g, (y) dy -

0

eV nt 
f 
о

e1'l2,l'^Vg1W⅛'=
____1_6 e V nt 

f 
t

c V nt
t3es∣i1>V-y>ql(j,)eIy + ^ j t2e,^l'^y,yql(y)dy-

tс/лг
1 f # i “Z J te

tДалее, ⅜∣(z) ⅜(z,(z)) 9',(z,(z)) ¾* ,(z,w)[s-s, (z)]’ [s-s, (z)]’ "f^ [s-s,(z)]*  + 2[s-s∣(z)] +

j e'mι'-,,y3gl(y)dy = clt. 
0

(40)

и [s-s, (z)]’

l ¾ W - ¾ (zf (z)) - ⅝', (sl (z)) [z - s, (z)][S-S,(z)], (41)
Последние члены равенств (41) являются преобразованиями Лапласа от функций соответственно

- te''<2)' 4i (z∣ (z)) - I e''<2>' 9/ (z/ (z)) =
= i- ∕ e'w v~y> (t-y)*  g∣ (j) dy - p f e1>w <'^rt gl (y) dy + 6 6

cVnt cV nt
+ t f e‘ml‘-y)yq,(y)dy--2 f ^>^yiq,(y)dy = oW (42)0 o
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√'w' * ql(t)-teιw'ql (τ∣ (z)j-∕'w'q'∣ (ji(z)) =
= ∕ e^,^(l-y)q,(y)dy-le^, e~s^ql(y)dy + 

о о
+ es'σ,' f e^1'wjJ9ιW⅛, = o (у)1оАналогично получаем, что функции⅞j(j)h,∣(j, z) 
f'∣(yι W)[z-Sl(z)]

q∣(s)wl (s, z) 
f'∣3 (sl(z))[s-sl(z)]a'

ρj(s)w2(z, z)∕∕'2 (z∕(z))μ-z,(z)P,

<71 (s) Wl (z, z)∕}2G,(z))rz-1,(z)P
4,(j)wJ⅛, z) ∕'∣G∣(z))[z-z∣(z)]
⅜(j)^(z. z) ∕z' (z, (z)) (s-s, (z)]являются преобразованиями Лапласа от функций_1_ <7, 0l (z))√^j' Q, (z)) .,σ)r Л2 Z∕3(jj(z)) +°U

2 /;<G, <z>)⅛ «;(^(г))/;(т/(г)) + у 4jO,(z))∕∕O,(z))Ч-------------------------------- --------- г------------------------------ e' + o(l),∙G5(Mz>)1 ,г ⅛(sιW)f"l(slW) √zw',4 Λ5(√z>)I √Mz>)≠7(Mz))+τ ^(j∕<z))Λ"(z∕<z)) , „„
+ 1---------------------------- ... , , .4---------------------------- e' +°(f)>Λ6G∣<z))1 <'l(z∣<z))Λ∙20∣w) >(W<,n Л2 Λ'3Glω) ',1 . 4l(s∣(J)Si,2(sι<z)) .W ,

2 у <∣∣ (ι∣ <z>) /7 (sι <z>) +/; Gi <z>) <ι't Gi <z0 ∕∕(z,(z)) eZ∣(Z)< + o(l).
⅞(z)∕,"3G,(z))Λ'7(Mz))

4. Математический сборник Х-2.
(Į)- (43)
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Функции ql (s) иу (г, z), ql (s) w'į (s, z) и q∣ (s) >v,' (s, z) являются преобра­зованиями Лапласа от функций ограниченного изменения, которые стремя­тся к нулю при t→∞.Из соотношений (37) — (43) получаем, что для ∣z∣≤-c]∕λΓh достаточно больших п и t

-/г
⅛'.∙ω-'--'⅛7V>''"",+('∙-⅛r,!÷∕j2(',ω) 4 ∕,(Mz>)
+ ie-^ 9!⅛⅛-ie-" e',<'>∙ + o (В∕,'20,ω) ∕)3G,ω) J ','⅛', (z) = ∣2 e'w' [ - e~3i-- 4' (''lz*∖ t2 +l ∕∕3 ('l (z>)
+I_2e-3-≈ .⅛ħ<f>). + 3e→1∙z ¾C√z>)Λ"(√z>) _3 2,r √z,U)) ∖ ∕∕30,ω) ∕∕(izω) /;2(W +z ,. 9j'(s,(z)) r, . ⅛ ⅛l0∕W)Λ"(ι<w)+4 s∕^w)Λ"G∕W)+ ∣ — e-a'^ —---------- h6e"2,z------------------------------ -------------------------------------------∖ ∕'3,U<z)) Λ50,ω)3 √Mz))Λ"2(Mz>) , .2,, <G√z)) 1^2* ------3e 7^0 +⅜⅛)l + o(l)

∕)(M√) 'J

∕)5(√z))+3e-,,- √Mz>)Λ"(Mz>)Λ3(1∕W)
φ,', (z)=i[t-4⅞L Λ'<(Mz))
_6e-3,z √Ml>)Λ'⅛z)) -∕,'5(z,ω)

r3+(3e-⅛4-V ∕,-<0,ω)^+6e-3.---⅛M),2 +) Λ'3(λ<z))'/„ ⅛U(--)) ⅛ ¾(i∕<2))Λ'(i∕<z))+2 A"Uw)?'/0/(z))+ (3e→'- 4 yl21 - 24e-3,*'  ----------------------------- ---------------------------------------+' ∕'∕G1(z>) Λ'6(√z))+ 24e^2'≈ *'( j'u,)z'2(1∣w) l i2c-3,-∙ 4'<(s<ω'> _∕J6(√z))_ I8e^2l- Λ⅛z>)z∕'0'w)∕∕j0,(z))В условиях нашей теоремыA'<'’=Hh'+±<k+0(-z)'
*φ,ω-Λ,w)= ιγЧ4ЫХ)'

∕,'30,ω)
— 18e ~2, ’

I∣*ι.ι ∕+^--⅛-2→2m,.l ¼,

(44)

(45)при H≤C2t
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Когда n>c2tм (λγ,(0-λ,(0)=∑ [∕, {Sl,k<t}-P {Sl'k<t}] =A,∙=l= ∑ [Λj')-*b(')]=

Л=1= Σ [ f ^.ι('-^⅛,t-ι(y)-∫ Fl,l(t-y)dFl,k.1(y) = 0.A = l О ОДалее, m(⅛i(∕)-λ,(∕))s=-^∙<-⅛i / +
, 15 ⅛ 2-8 Н|. 3 ∏Z, l-θ ∏Z. 2 ∏Z, I , .,n+------------------ 12μzι--------------------- + o(∙).

7∕(∙S∕(z)) = μ∕.ι + o (,,7) + 0 (∣zi)'
fl (∙5z(z))= -I⅛,l+o ( ) + 0 (∣z∣)-
q; (мф-4 μ,.2 + o(y=r) + O (lz∣),

(46)

(47)

(48)
?/"(^(z))= į μ∕.s+o(i) + o (iz∣),
Mj'(⅛μ'∙≡+o(v,,,)+o(lz)
fl (¾⅛)) = -μ, 3 + o(l) + O (lzl)∙

При I z ∣≤ , где Z — любое конечное число, и достаточно больших n и г
с ynfиз соотношений (12), (44) и (48) имеем

(lo∕√(z)) =(3e 2,* 9;(з,(г))r,'20√z))¾0√z))3 e-2.-- fl(s∣ω) _ 9 g-2iz fL⅛tz⅛⅛ωl +2 Λ'4j∕<z>) 2 Λ1(j∕(z∙)¾(s∕<2>)23 e_iz Λ"20,ω) _3е й ∕,--(^(z))2 Λ'5(1∕<z*)  Λ3(Mz*)-e~'"- 7f(⅛)'+0<'>+0M=
Į3⅛2_⅛3

' ∏z, 1 ∏z. I
⅛+Hz7)' + °w + 0('lzi)∙ (49)
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Из (И), (12) и (45)-(49) получаем⅛ 2 V⅛, 1∣∣3 п. 1
, 15 V-l 2-8 ⅛ 3 ⅛ 1 - 6 ⅛ 2 ⅛ I12 ⅛ I, ⅜ ⅛> 3⅛2 1 )+ ' μ∕5.1 μZ∣ μz,ι μz,J 6⅛Vz
+ 0и

lzlσnπ 1/ t

∣zla
-4V^>

lnΛ,1(z) = gtaΛ<(τyτ)=-y +
+Σ/=1 15⅛2~8⅜.3⅛1~6⅞2⅛ I^12⅛ι Za2 σ2 zЛV ∕3⅛2 ⅛3 3 μZ, 2 1 ∖ Qzj" ' ⅛l μZ,l ⅛1 μz,ι' 6⅛V<

Значит,/,, (z) - e“ ≤ e” (с. ½ + с, + cβ ∙

По лемме Эссеена ([5], стр. 211) имеем sup ∣Λ,,(x)-Φ(x)l≤c,8 + Cι0 ψ, 
-<n<χ< ® 1

(50)
(51)где

Здесь φ (z) — характеристическая функция нормального распределения. Величина Т будет выбрана позднее.Оценим 8:
т8= [■ IΛ,<(z)-φ(z)∣

dz = I1 + Ii
—т

z 8*'l= f ∣A<ω-z 2
z

- dzt
-z l

k=
J ∣Λ>,z(z)- ^'<∕z.Z≤∣z КГИз (50) имеем, что
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Оценим /2 при Γ=πσπ]∕ t.Вспомнив выражение

замечаем, что нам достаточно оценитьЛ
ZВернемся к выражениюl-∕.(s)ψ1 (j, z) = —-.-------:--------- г-ι(l-e,V,(s))и покажем, что оно является преобразованием Лапласа от функции ограничен­ного изменения.Имеем:

l-e,2∕)(s) 1-е‘г , l~flW s(l+s), +e J ' (l+s),где (I* jy — преобразование Лапласа от функции (1— t)e~', ■ ||+įj, — преоб­разование Лапласа от функции te~'.Далее,

где Z>∣ιι ( — iu, z) и blt 2 ( — iu, z) обозначены первое и второе слагаемые, соот­ветственно. Выше упоминалось, что ⅛l,2(-iu, z) является преобразованием Фурье-Стилтьеса функции ограниченного изменения. Величина ⅛ll ( — iu, z) является частным двух функций из класса L1 и обращается в нуль лишь в тех случаях, когда функция в числителе превращается в нуль. По теории Вине­ра (см. [II]) следует, чтой(> 1 ( — iu, z) является преобразованием Фурье — Стилтьеса от функции из класса Ll, L тем самым и преобразованием Фурье — Стилтьеса от функции ограниченного изменения. Аналогично тому, как это де­лалось для h>1 (s, z), получаем, что при Res > 0 и для каждого I, 1=1,2............п,

где γ∣ (t, z) — функция ограниченного изменения, которая стремится к нулю при Z→oo. Итак,ψ∣(-y. z)=∫ e~s'fι(t, z)dt.

О
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Когда I z I∈Γ 2,

Поскольку ψf (5, z) является преобразованием Лапласа от функции z2γ, (/, z), применим к ψ]' (5, z) следующую теорему ([15] стр. 38).Условиеsup f ∕*(σ  + ιτ) rfτ<∞О >0 — 50является необходимым и достаточным для того, чтобы аналитическая в полу­плоскости Rep> р функция f*  (р) была преобразованием Лапласа от функции 
f (t), для которой

j" i∕(0 2 e-2p' dt < 00.о -, πj и фиксировано, аналитическая на полуплоскостиRe s>0 функция ψ∕ (3, z) удовлетворяет условию
sup f ψ,' (σ + iτ, z)∖2dτ< 00.0>0 ■'Следовательно,
f l'2Y∕('. z)12Λ<∞.оТак κaκγ∣ (t, z) является функцией ограниченного изменения, то для доста­точно больших t при I z |е Гπl получаем, чтоL⅛ V ‘ JY/ ('. г) = С12 р- •Значит,
l2~caVn,Окончательно получаемsup Fn.,(x)-φ(x)[≤cf-'-+—v V«//где С — максимальная из констант c11 и см. Теорема доказана.В заключение выражаю глубокую благодарность научному руководителю А. Алешкявичене за постановку задачи и ценные указания при выполнении этой работы.Институт физики и математики Поступило в редакциюАкадемии наук Литовской ССР 23.IX.1969ЛИТЕРАТУРА1. W. Feller, Fluctuation theory of Recurrent Events. Trans. Amer. Math. Soc., 67, 98—119.2. W. L. Smith, Asymptotic Renewal Theorems, Proc. Roy. Soc. Edi∏b., A, 64, 9 — 48.3. W. L. Smith, Renewal theory and its ramifications, J. Roy. Stat. Soc., Ser. B, 20, 2, 243 — 302.4. W. L. Smith, On the comulants of renewal processes, Biometrica, 46, 1—2, 1—29.5. Б. В. Гнеденко, Λ. H. Колмогоров, Предельные распределения для сумм неза­висимых случайных величин, Μ. —Л., 1949.
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CENTRINĖ RIBINĖ TEOREMA ATSTATYMO PROCESŲ SUMOMSB. KAMINSKIENĖ
(Reziumė)Sakykime, turime aibę neneigiamų nepriklausomų atsitiktinių dydžių sekų
Vl0∙ ¾n- /=1- 2,Atsitiktinis procesas

m

N∣(t)=ma× (m: ξ∣,,<∕
l ∣∙=lpaprastai vadinamas atstatymo procesu.Darbe nagrinėjama seka nepriklausomų nevienodai pasiskirsčiusių atstatymo procesų

NΛDt Ni(j), .... Nn(t).Žymima
F∣(x) = P {ξj')<χ}, /=|, 2,

F∣(x) — pasiskirstymo F∣(x) tolydinė komponentė;
ΣR∕ a P-i i-⅛--

/ = 1 '■ 1Λ,(∕)=MM(r)!Λ,,1ω=∙f{ r y- ∑ (M(∕)-Λ,(<)<xJ
Φ(x) = 1√2π f e 2 du.— x
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Parodome: jeiμ=infμ.->0, lim — σ2>0, Λf=sup μ. β < oo ir sup F⅛(∞)>0,I ∙ι 1 —— П л i h ≡ ∕
, Π→X ' ,tai, esant pakankamai dideliems л ir t,sup ∣J⅛,,(x)-Φ(x)∣≤C (-J∙+τrτ=7V — x<j<x ∖ * v nt Jkur C nepriklauso nuo Z, n ir t.

THE CENTRAL LIMIT THEOREM FOR THE SUMS OF RENEWAL 
PROCESSESВ. KAMINSKIENĖ
(Summary)

; П)
Let ξ<'>, ⅛θ,be a series of sequences of independent non-negative random variables. The stochastic process

mΛΓ∕(0=max∣m : £ ξf"><r },l i-ι ,is called the renewal process.In the paper a sequence (N∣ (O} of the independent nonequally distributed renewal processes in e amined.Let F∕(x)=P{ξfO<x},
F∣(x) — the absolutely continuous component of distribution F∣(x),t

Z=l, 2,

Λ∕(f) = MM(r)!
and f"∙'w^p{ ⅛r> ∑ [M(∕)-Λ∕(∕)]<x I∕=ι ,

X 
φw=√⅛ _f 

We prove that if
u,

~~2 . e du.

inf μ. , >0; lim — σ2>0, Λf=supμ, a<∞ and supF∕(∞)>0, ∕ '> 1 --- n n I t∙ » Į• n→X *then for n and t large enough∣Fn,,W-ΦWl≤c(} + -j⅛-).sup— X < X < ®The constant C is independent of Z, n and t.


