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ОЦЕНКА ОСТАТОЧНЫХ ЧЛЕНОВ В ПРЕДЕЛЬНЫХ ТЕОРЕМАХ ДЛЯ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ФУНКЦИЙ ОТ ЭЛЕМЕНТОВ ЦЕПНЫХ ДРОБЕЙ
Г. А. МИСЯВИЧУС
Формулировка результатовРазложение числа t в цепную дробь будем обозначать, как обычно, r=[⅛(l)l¾(∕),¾(f) ],в случае /е (О, 1)< = [01¾W, <¾W ] = [¾(0.¾(*)  ]■Подходящую дробь порядка к обозначим^ = [<⅞lθι ∙.. αj.

Символ Е { } означает множество тех re(O, 1), для которых выполненысоотношения, указанные в фигурных скобках. Иногда скобки будем опус­кать.И. А. Ибрагимовым [3] получен следующий результат о предельном распределении знаменателей q„(t): существуют такие постоянные σ>0 и а, что при n→∞

F„ (z)=mE {'°gζ,,ff-~',a < z j→Φ (z),где
φω= y⅛ Λо— фИ. А. Ибрагимов log qn выразил суммой величин Z>j=log -^-=Iog[¾ι ⅞∙-ι... α1]. С целью получить скорость сходимости для распределения дру­гих параметров цепных дробей к нормальному закону, будем исследовать суммы ¾ = 5n(0=⅛∕([⅞ι⅞-ι...a1]). (2)

)-1Теорема 1. Пусть f (^-измеримая по Лебегу функция, удовлетворяю­
щая условиям-.a)∕(t)=BltU,l (г>1), (3)
где В — число, не всегда одно и то же, огран иченное по модулю константой-.
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б) для какого-нибудь α>0 справедливо неравенство∖f(t+h)-f(t)∖ ≤Ah*-, (4)в)
здесь

DS,→co, (5)
DS.= [ (SπW-MSn)2⅛0 MS,= ( Sn(t)dt.

b

Тогда существуют константы, σ>0, а и C1, для которых справедливо 
неравенство

suxp H{¾r4-φ⅜cι • (6)Наш метод применим также для последовательностей f(T>t), где Т — со­храняющее меру преобразование отрезка (0, 1) в себя, связанное со стацио­нарной последовательностью α1 (t), a2 (г)
Tt=T[a1(t), ai(t) ]=[⅞(f), a3(t) ].Как известно, последовательность a1 (t), a2 (t) ... стационарна по отношению к мере Гаусса∣x^)=i⅛2 ∕ 1Т7

АБудем обозначать[Λω=MW')∣σ1+s. ∙. <⅛+s}. (8)(fc=l, 2..............s=0,l , ...).Справедлива следующая теорема. Теорема 2. Пусть функция f (t) удовлетворяет условияма) ∕(r) = ∙81n |у|, /е(0,1);
б) f ∣9.∣<1.О

Обозначим∫∕ωμ(Λ)=⅛ ∕ {¾Λ=-
о

Тогда sup[Fn(x)-Φ(x)!≤⅛^-,
х V п

здесь ∑ (Λ7*r)- o) IК„(х)=т£

(9)
(Ю)
(Н)
(12)
(13)
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Сделаем несколько замечаний по поводу наших теорем.1. По сути дела, нами доказана справедливость теоремы несколько более общей формы, чем теорема 1, из которой видна зависимость остаточного чле­на от роста функции.Теорема1*.  Пустьфункция\/^) ∣≥c>0 удовлетворяет условиям теоре­

мы 1. Тогда имеет место соотношениеsupli∙∕ ¾^<xl-Φ(x)∣≤Cf '=⅛⅛-".Л I I σ V n I V П

2. В предположении, что исследуемая функция зависит от конечного числа коэффициентов ak, можно отбросить требование б теоремы 1.Обозначим за t i-мерный вектор (⅛, ⅛),
лS, У f(aj' aJ÷l aJ + k)t

!= 1Теорема 3. Пусть для измеримой функции f (t) выполняются условия а) i∕(l)∣=B max log ∣ ti∣;
l≤⅛fc6) DS* →∞, (n→oo).

Tогда справедливо соотношение

S*-ап 
σ ^]∕n

C3ln п1/лТеорема доказывается аналогично теореме 1, с очевидными изменениями. В случае ограниченной последовательности остаточный член получается порядка О чт0 Дает улучшение результата Леблина [9].
§ 1. Слабая зависимость последовательности {aj}Докажем, что последовательность коэффициентов {¾} удовлетворяет условию сильного перемешивания с коэффициентом A0e~7j,.Как известно, коэффициенты ¾ есть случайные величины, определенные в вероятностном пространстве {U, F, т}, где U — интервал (0, 1), F — о-ал- гебра лебеговских множеств и т (Л) — мера Лебега. Условие сильного пе­ремешивания означает: для всех Λ∈9)lf,∣m (А ∩ В) — m (А) т (В) ∣ ≤ A0e~λ" т (А), (1.1)где A0λ - константы, - минимальная п-алгебра, порожденная событи­ями E{a,1(r) = i1, ¾(r) = ⅛, als(t) = is}, a≤∕1≤∕2≤ .. . ≤∕,≤⅛.Для доказательства нам понадобится теорема.Теорема (П. Сюс, [6]). Пусть дифференцируемая функция g0 (х), опреде­

ленная в интервале (0, 1) с помощью рекуррентной формулы

g"* 1 М = ∑ Sn (-⅛7jΓΓ) (⅛+x) (⅛+l+x) •Ä=1 1.2)
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определяет последовательность gk(x), g2(x) Пусть, кроме того, ga(x) 
удовлетворяет одному из неравенств-Mo≤⅛(x)≤O (1.3)
или O≤gJ(x)≤Λ‰. (1.4)
Тогда справедливо неравенство

g'n(x) = O (q"), ∣⅞∣<1.
(Оценка в символе „О" зависит только от Af0.)Условиям этой тетремы удовлетворяют функции g„ (х), получаемые с по­мощью равенства 
где т„ (х) есть мера тех ∕e(0, 1), для которых zn(t^)<x, z„ = rn-a„, г„ = [а„; απ+1 ]. Из этой теоремы следуетzn-W=τ⅛ τ⅛ + o⅛")∙
Для наших целей необходимо получить аналогичное соотношение для функ­ций χn(x)-------- (х\ - , гдеm e (∣i∙.∙⅛J

Mn(x) = mE {¾(r) = i1, ak(t) = ik, zk+n(t)<x}.Функции g„ (х), получаемые из равенств
= n=l,2...,

удовлетворяют условию теоремы Сюса (1.2), но условия (1.3) или (1.4), вооб­ще говоря, не выполняются. Поэтому поступим следующим образом.Как известно, [7],/ 1 ...fc∖ 1
мЕ\ . . Į — —;-------- г , qk— akqk-1 + qk.2t∖l1-- lk∕ 4k(βk+<lk-∂ ’ 4k k4поэтому . _ ⅜⅛-(1+j)⅜⅜-1~(2+χ)⅜ ⅜-l
g°'∙x ~ (βk+βk-ιx)'При ai = l-5≤gJι (x)≤0,при at>3θ≤goι W≤2.Действительно, в первом случае qk = qk-ι + qk-e,, , 4 0*(-(2  + 2x)⅛-1+(l-x)⅛-ι⅜-1 + <⅛-2)^n
g°1 W--------------------------- (9k+ik-,)∙
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Во втором случае, т. е. при σk≥3

gθk W = 9k (⅛-<⅛-2-xa*-x)+g*- 1⅛*- 1(2<⅛-(l+x))+ρ2 2(?*  + ?*-!*)'В этих случаях по теореме Сюса, имея ввидуZ∏(l) = l. χ,(0)=0,получаем соотношениеxiW=T⅛- -i⅛ + o⅛")∙ (1.6)
В случае ak=2 функция

gw (х) =
Чк (Чк-l (~3x> + 4*-ι  Чк-а (3-x)+ «į_2 ) ⅛⅛+W-ιX)aменяет знак в интервале (0, 1). Поэтому будем рассматривать функции 

g*(x)=gm(x)+gnj(x),где gπ2 и gnt отличаются только значением коэффициента ак (для второй функ­ции ak=f), а ak-1 a1, тем самым ⅛t~1 для обоих функций одинаковые.Фиксируя qk~1 и устремляя ак в бесконечность, получим, что g'↑j стремится к единице равномерно относительно х. Подбирая j таким, чтоg⅛>ι-≡.будем иметь
g*  (*)>∙fo 2 + l-≡ =_ (-3χ)+0*-ι0*-B(3- χ)+⅛-2)+fa*+W-ι χ)'(1-ε)
~ (Чк + Чк-аХ?9λ( ( ~3x + 4 (1 —ε)))--------------------------------------------

<4k + 4k-ιX),
>0 при 0 < ε < -į-

Тем самым0≤g*'  W≤g∙Так как для суммы функций, удовлетворяющих рекуррентному соотно­шению (1.2), оно также выполнено, g*  удовлетворяет всем условиям теоремы Сюса. По теореме получаем
7-2"+ '∕√" = log 2 1 + х +°(⅛")∙ 0∙8)(Здесь χS, = -⅛r , ⅛=1⅛.)Из соотношений (1.6) и (1.8) заключаем, что (1.6) выполнено во всех случаях.
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/ 1 5 \Интегрируя соотношение (1.6) по множеству £( . )и, рас-
\ J к + n ■ ■ J к + л + s /суждая аналогично [1] (стр. 481-482), получаем

Je(1 k ‰E(k + n ∙ * + "+Λ∖ =∖ ∖'ι∙∙∙'⅛∕ ∖Λ + n∙∙∙Λ + π + s ///1 . .. /к + п . . .k + n + s∖
= mE( . . ) μE( . . ) +

∕l...k∖ /к + п . . k+n+s∖
+ K1mE ( . . ) mE{ . )e-λ".\ г1 ■ ■ ∙ ,k / \ Jft + π • • • Л + л + s /Для того, чтобы заменить в формуле (1.9) в правой части меру μ мерой 

т, воспользуемся леммой.Лемма. Если множество B∈(0, 1) измеримо относительно а-алгебры ЗВ" , порожденной aj(t), j½n, тоI μ (В) - m (В) I ≤ КуГ^т (В).Доказательство. Применим теорему Сюса для функций
χ,

т

(1-9)

(1-Ю)
<)’

где М„ (x)≈mE {t : a1(t) = i1, zn+1(t) <х] и рассуждаем аналогично лемме 19.4.2 в [1].
/к + п .. k + n + s∖Взяв в оценке (1.10) В=Е ( . . )из (1.9) и (1.10), полу-\ Л + л ∙ ∙ ‘Jk+n+s /чаем

(1.10*)

Je(1 k∖∏E(k + n--∙k + n + s∖∖ = 
∖ \*1  - ∙ ∙*k  / ∖ Jk + n ■ ■ ∙ Jk + n+s ///1 £\ /к + п ... k + n+s∖

=mE ( . , \ тЕ\ . ) +

/1 fc∖ /к + п ... k+fl + j∖
+ QK3mE I . ... ) mE[ . )e~ln

Так как любое множество, измеримое относительно 5RJ можно с любой степенью точности аппроксимировать множествами
из (1.10)*  заключаем, что справедлива теорема.Теорема 4. П оследовательность {α,∙} удовлетворяет условию сильного 
перемешивания

∖P(AB)-P(A)P(B)∖ . , ∩, ,sup , ,∖ =φ(τ)→0(τ→co),Λe<Dij. B≡∞"+-
где φ (τ) ≤ K3e~λπ.

>М)
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Для наших целей используется условие сильного перемешивания и для величин {αj∙} в вероятностном пространстве {u, F, μ}, μ-Mepa Гаусса. Анало­гично доказывается теорема.Теорема 4*.  Для всех β<¾fflχ+n∣μ(Λ∩^)-μ(Λ)μ(^) ∣≤¾e-"1μ(Λ)μ(B). (1.11)Доказательство. В этом случае возьмем‰W =

М„ (x}=y-E {г: a1 (t) = i1,Так как zt+ „<*}.ak (,l) = ik.

21n 2 qk(qk+qk-ι)"
η≤_____ -_____
ik / log2⅛⅛t+⅛-1) ’

h'<s (х) =

® (ql+qkpk-qk^γχ,-qk-kPk-ιχ,-χ ql-i-χqk-ιpk-ι-2qk4k- ι-qkqk-ι 
(qk÷xqk-1'fi (qk+Pk + (Pk-t + qk-ι)x)-

+ -ql-∖ x~4k-ιPk-ιχ-qk-ιPk) qk(qk+qk-l) _ 
(qk+χqk-ι)i (qk+Pk + (pk-ι + qk-ι)x)1

(a%-2ak-x,-x) + qk-tpk-ι (al~2ak хг-x) + qk-τ qk-k(2ak-2)

(qk+χ qk-if (qk+pk+(pk-i+qk-k) χ )*
qk_iPk-i(ak-V)+qk-kpk-k+ql_2 ln , . 1 „ .+ T7Z----------vr х х,------- х \ \ + **→>' 2 < ® < 1 ■

(qk + xqk-1)∖qk+Pk + (Pk-k + qk-i)x) J zФункция Л„ (х), получаемая из равенства
удовлетворяет рекуррентному соотношению (1.2) в теореме Сюса. Как видно из выражения ∕⅛ (х), при ak=l

-12≤¾ (x)≤0,а при αt≥30≤∕⅛ (x)≤24.Здесь имелось в виду — ≤1 для всех r∈(0, 1).
qkФиксируя a1 ak~1 и устремляя a∣l в бесконечность, получаем 

равномерно для всех xe(0, 1).
') Упомянутый результат вытекает из теорем 1 и 3 в [10].
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Беря ah таким, что соответствующий ⅛ W>-g- -е, и обозначив hnl, полу­чаем, что для функцииА„ = *л2  (χ} +10‰ (×)выполнено неравенство0≤⅞ (x)≤42и, очевидно, рекуррентное соотношение (1.2).Доказательство завершается аналогичными рассуждениями, как в теоре­ме 4.
§ 2. Доказательство теоремы 1Для оценки скорости сходимости воспользуемся результатами В. А. Ста- тулявичуса ([4], теорема 28, аналогичный результат в [5]).Лемма 2.1. Пусть случайные величины с нулевыми математическими 

ожиданиями удовлетворяют условию сильного перемешивания с коэффи­
циентом <р„ (τ) =Λe^%τ Пусть для jt,≥l

s+jt
∑ι>

J- S
0≤ s≤n. (2.1)

Тогда существует абсолютная константа Cπ, для которой выполнено 
неравенствоsup∣Fn(x)-Φ(x)∣≤^

х n
(2.2)

Здесь F„ (x') — функция распределения нормированной суммы случай­
ных величин {ξ,},

v7b∙λТеорема доказывается при помощи неравенства для семиинвариантов сум­мы S„, полученного в 27 теореме в [4]:
k∖H1Hk-, C*-2σ>( n)∣Γt{Sn}l≤— fc = 3,4 (2.3)

Для того, чтобы воспользоваться упомянутыми результатами, величины 
ξj заменим, как это делается в [3], величинами ξjs, и „урежем" сверху, чтоб полученные величины удовлетворяли условию (2.1) леммы.Обозначим ξ>=∕([⅞i oj∙-ι α1]) и введем новые величины

ξ,∕> при ∣ξjrt∣≤p log и, 0 в противном случае.
(2.4)
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Величины ηt", удовлетворяют условию равномерного сильного перемеши­вания с коэффициентом φs (и), который по неравенству (1.7) удовлетворяет( 1, τ ≤ Jφs(τ)≤∣ 50e-×<"-≈)j τ>j, (2∙4*)

и ограничены plog и. Поэтому по лемме 2.1 получаем
где sup y,E 

X I I CgSinnГ ]∕DS"

S"π=∑

Здесь и в дальнейшем Mμ, Dμ есть дисперсия и математическое ожидание по мере Гаусса, Mm,Dm - соответствующие величины по мере Лебега.Мерой Гаусса мы пользуемся вследствие стационарности последователь­ности {<zj} по отношению к ней (теорема 19.4.1 в [1]).Лемма 2.2. Справедливы равенства

MvSπ = an + rπ, ∣r.∣<c1j (2.4Mμ(Sn-θ∏)2 = σ2π+Θn, ∣Θπ∣<c1*.  (2.5)Условие а теоремы 1 обеспечивает существование моментов любого по­рядка. Как в [3], использовав условие б, получим неравенство| Mμξj-+1-Mμξj∙ ∣≤8 ∙ 2-∙z,из которого следует (2.4).По теореме 17.23 в [1] получимI Mμ ξ<∕> ξ‰ - Mμ ξ<J> Mv ξ<∕>lc I ≤ 21/Ą е~ 2 
kпри S<-g Затем, воспользовавшись условием б теоремы 1 и вычисляя аналогично [3], получимI Mμ ξ<p ξy‰ - Mμ Mμ ⅛⅛>t I ≤ 2c2 ]∕Fo e~t*k (2.6)для всех s.Заметим, далее, что из условия в теоремы 1 следует DμSn→∙oo. Это вытекает из неравенства
d-5"⅛ ∕ (S,-MμSn)*Λ>c 0DmSμ.6Следуя рассуждениям лемм 7 в [3], получим

л — IMμ(Sn-Mμ5n)2 = πr0 + 2 2 (n~k)rt + Θπ, (2.7)fc = lгде rt = lim Γj.t, I Θn I ≤ ci,
J→O3

rjk = ^įL (ζ> Muζj) (ζj + ⅛ Mtlζj + lc).
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Благодаря (2.6), справедливы оценкиI rjk I ≤<⅛ e-",t. ∣rtl<cβe-κ,t,
Ir,fc-r* i ≤min (c7e^l'^l*, 2cβe~r'k).

(2.8)
Выразим (11.7) следующим образом:

со ® л— 1
DμSπ = Λf0 + 2n 2 rk-2n 2 r<∙~∑ ∕crk + Θπ- 

к=I А = л+1 к = IИз оценок (2.8) следует
∑ irJ≤ 

к — I I
∑krk

k = I

поэтому
DllSn = n ^r0 + 2 2 rt'j + Θk, i ©„ I < c'

Обозначив
σ2 = η> + 2 ∑ rk,

k = tвследствие неограниченности дисперсии Dμ ($„), получаем σ>0. Наконец из условия (2.4) следует, чтоMμ (Sπ-Λ∕μSn)2 = Mμ (Sπ-αn)≡ + c10.Лемма полностью доказана.Сейчас мы займемся оценкой разности между суммами величин ηt", и ξj∙. Нетрудно убедиться, что
M11( ∑ (W-MllWtf = J,n + cll

Обозначив⅛) = lim (Mμ Vp ξ∕⅛ - Л/ ξω М ¾%),∕→coбудем иметьI rk - ⅛, I ≤ min (⅛2^'. ⅛ e-κ, *).Последнее неравенство дает∣σ-σs∣≤⅛ e-*∙ sОбозначив разность⅛ = Sπ-⅛,
(2.9)
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где

∑ (ζj-Milε,j) s"~ У7, '
немедленно убедимся, что Mμ∣⅛∣2≤c15e-×∙s, а тем самым иDml⅛∣2≤cf5e-χ∙'.Перейдем к оценке разности

S'tl = S"-Ssπ.Так как по [7] mE ( ” ) < ,

п∑ (ξ<∕)-ΛM⅛>) ς,j _ ŽZ-L o∏--------- σj ]/л

(2.10)

то
m Е { ηW ≠ ξ<∕>} ≤ m Е {a1 > n"} ≤ 2

Таким образом,Dm∣¾'l2≤-⅛,/Г , pl^p-4и ΛJ∙S"∣≡≤ -⅛.
Кроме того,Dμ5J = σ2n + c14e-×≈sn + Θ,, ∣Θn∣<⅛.Разность между распределениями ⅛ по отношению к мерам m и μ целе­сообразно оценить сразу для характеристических функций. Пусть1φ<s> (τ) = Mμ ехр {i τ Ssπ } = f exp {i τS,π(t)}μ (dl)о

(2.11)

1⅛1 (τ) = Mm ехр {iτ Ssn } = ∫ ехр {i - Ss„ (t) } Л.оВыразим разность
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В последнем интеграле подынтегральная функция измерима относительно а-алгебры 9Л®, j>m-s. Воспользовавшись неравенством (1.10), получим
f eχp {'τ ∑6 1 тПервые два члена оцениваем тривиальным образом, использовав лемму 4.7 из} [2]. Таким образом,I <ftf, (τ) - ΨJ,s, (τ) I ≤ (с1в vп e~l <m-s, I τ I + cltl -ψ=- ∣ τ ∣ jσ^∣.

Обозначив характеристические функции сумм S% (по мере μ) и S„ (по мере т) соответственно φ<"> и φ, (τ), будем иметьI ⅛", (τ) - ψn (τ) I ≤ I φ'", - φ's' I + I φ's, + Ψ's, I + I ψ<', - ψn I. (2.12)Для оценки членов справа получим, используя лемму 4.7 в [2], а также (2.11) и (2.10): I ф?’ (τ) - ψn (τ) I = f exp {iτ ⅛>} (exp {(τ (Sπ-⅛,) }-1) Λ6 ≤
I φi", (τ) - Φ∏s, (τ)∣ = f exp {i τ ⅛>} (exp { h (ty - ⅛j)} - 1 ) μ « ≤ ∣0 !< Cal I T 1Pi

Взяв s = 2*пл , m = (√^ + 4) 1°”’ ПОЛУЧИМ
∣φ("j(τ)-ψn(τ)∣≤c22∣τl (2.13)УлНам остается оценить разность между φ<n, и характеристической функцией нормального закона. Непосредственно воспользоваться леммой 2.1 мы не можем, поэтому будем пользоваться неравенством (2.3) и воспроизведем рассуждения теоремы 28 в [4] для нашего случая.Вспоминая определение ξ,"', в неравенстве (2.3) положим √0=l,Cln = Cn=plogH, ≈n = 7 = (^⅛v)>
σ(n) = σ ]∕n + Θπ, I 0„ I < c23,таким образомд σ Į/7." Я1п*л  ’∣rt {sn"}i≤ ⅛!tf1(σ]Λι)t Д*-2 л
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Последнее неравенство дает нам сходимость рядал- ∕.∙1 v г*л  .к (®Ул z)’ Z i , Θff1σy∏∣z∣ \
при I z I <-p=∙ 0τcι°Aa получается аналитичность функции φ (z)=Mexp {zSJ} δ Δв круге I z I ≤ и равенство log <р„ (z) = К„ (z).

σyn δ ΔРазлагая logφ (z) в ряд Тейлора в окрестности [ 11 < ” , будем иметь• σ упlnφi(τ) = lnφn(ιτ) = (σ]∕n +ΘJ2+ ( In φ(z) s, =

( l∏φ(z)ξ lσ "r θЯ1 2 ⅛(⅛-D(⅛-2)z*-4σy n)t-a _ ’ t=ι Д"6(σV∏)≈Θff1 6Θff1(σV√)∙Дл (1-8)*'41-⅛4Возвращаясь к характеристической функции нормированной суммы, по­лучим mφω(τ)=ιπφi (-i7J+g- ) = -⅛+,s⅛¾⅞ .I Т I ≤ δ2 д„. δ ΔТак как Kn(z) аналитическая в круге ∣z∣≤ " , ∣ К„ (z) |<ё, тем самымσ V пφn (г)>е_г>0, значит, ψ<"> (τ)>e-j>0 при ∣ τ ∣ <3∆n. Неравенство (2.13) дает I '⅛γ-l∣≤c24 ∣τ∣ -⅛, [In ψn (τ) - lnφ<n> (τ) ∣ ≤ c25 ∣τ∣ .I фл СО I l/п упОкончательно получим1“ Ψn (τ)-------⅛- при
Следуют стандартные рассужденияτ, τ, ∕ I τ Is Я. In л \2 l≤e 2 (е д» ∕J -1)≤

τ∣∙ln, лЯ4 ct11 т I In л ∖ τ, „~ΓΓ~ + /л - 1) ≤ e~ Т lτ.l 1" лЯ* + ⅛'τ∣ln∏∖\ Ул Ул )Ул6. Математический сборник Х_2.



306 Г А. Мисявичус

при I τ I ≤______ Li_______41палЯ4смДля завершения доказательства остается применить лемму Эссеена ([8], стр. 299).
§ 3. Доказательство теоремы 2Обозначим ξj=∕(Pz) и аналогично теореме 1 введем вспомогательные величиныξω=M{ξj}∣¾..............⅞+,}=[∕vωи 0,)l¾ll∙ I ¾s, I <р lo≡"'I 0 в противном случае.Величины η,", удовлетворяют условиям леммы 1.1: они ограничены вели­чиной pin л и, будучи измеримыми относительно о-алгебры 9JI∙,7+i удовлетво­ряют условию сильного перемешивания с коэффициентом φ5 (л) ≤B0e^κt,,-s>. Поэтому займемся оценкой разности между суммами Š„ и S% нормированных и центрированных величин Ę„ и ηj">.Вычисляя аналогично [1] (теорема 18.61), получимI Mμ (ξ0 - ξ0ω) (ξj - ξ<f>) I ⅛ Л + Bo e"κ ⅛ ≤ c↑e~ (3.1)

Имея ввиду, что M{M {ξ | )Dl} } = Λ∕ξ иMμ∣(ξ0-ξ^>)(ξj-ξf) ∣≤Λ 9’, (3.2)последнее получается из условия б теоремы и неравенства Гельдера; получим Mμ (S„ - S<’>) 2 ≤ ⅛ (п Mμ I ξ - ⅛> |2 + 2 ⅛' (Л -у) Λ∕μ (ξ - ⅛>) (ξj∙ - ξf) ≤
≤2(W+ 1) qs+Ce~c'fl.

Положив S=Zlnn, N=— In и, будем |иметьСем„ i s„ - ⅛, ∣2 ≤ v ■значит- м™ I s- - ∣2 ≤ ⅛ •Далее следует неравенствоМ I (ξ0 - Mμ ξ0) (ξj - Mμ ζ,) - (#> - Mμ ⅛>) (ξjf> - Mμ ξf)! =
= MI ξ0 ξj - ⅛, Vf I ≤ min (А д’, e~ctj),из которого получаем 

где σ4=Mμlζ{T>∣a+X M11(⅛>-α) (ζJ->-a).J=ι
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ζ<5,=L∕r]'(r) = —μf f f(t)μ-(dt),

-÷≈ )
-,J + S /

Из выражения для ζ⅛, ([1] стр. 485):1__________
j...j+s \ 6',,'0'+y* f^∣

неравенства μf (y)< и условия а теоремы убеждаемся, что 
μ Е { η<J,> ≠ ξ<∕>} ≤ с, Ц- .

Последнее неравенство влечетD11Sn" = ⅛π+-^
Перечисленные оценки дают, как и в первой теореме, оценки для разности характеристических функций ψ)) и <р„ (сумм соответственно S" и S„):IΨSn,(τ)-φn(τ)∣≤cβ∣τ∣Теорема завершается дословным повторением рассуждений теоремы 1.Автор выражает глубокую благодарность проф. Й. Кубилюсу за указа­ние настоящей задачи и постоянное внимание к работе и проф. В. Статуля- вичусу за ряд ценных советов.
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LIEKAMOJO NARIO ĮVERTINIMAS RIBINĖSE TEOREMOSE APIE 
GRANDININIŲ TRUPMENŲ PARAMETRŲ PASISKIRSTYMO KONVERGENCIJĄ G. MISEVIČIUS
(Reziumė)Skaičiaus re (0, 1) skleidimą grandinine trupmena žymėsime
t=[aι(t),ai(t) ].
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T žymime atkarpos (0, 1) atvaizdavimą į save, nusakomą lygybeτ(o=r[βlω, α2<∕)... ]=M), мо... i.Simboliu E { } žymime aibę tų ∕e(0, 1), kurie tenkina skliaustuose nurodytas sąlygas.Darbe įrodyti du teiginiai.
1 teorema. Sakykime, f (t) išmatuojama Lebego prasme funkcija, tenkinanti sąlygas (3), (4) ir 

(5). Tuomet egzistuoja konstantos σ > 0, a ir Ci, kurioms galioja (6) nelygybė.
2 teorema. Sakykime, išmatuojama funkcija f (t), Z∈(0, 1) tenkina sąlygas (9) ir (10). Tuomet 

teisinga priklausomybė, Cβlπ2∕ιsup |Г„(л)-Ф(л| I ≤~√τ=— .
X v л

Čia Fπ(x) nusakoma (13), kurioje konstanta a gaunama iš (12) lygybės, μ (A) — Gauso matas.

THE EVALUATION OF THE REMAINED TERM IN THE LIMIT 
THEOREM FOR THE FUNCTIONS OF THE ELEMENTS OF THE CONTINUED 
FRACTIONG. MISEVIČIUS
(Summary)Every number Ze(O, 1) may be represented by a continued fraction∕=[0jαι(z), ... ] = [θι(Z), oa(z) ]∙Let us define in (0, 1) measure-preserving transformation Tr≈={÷!

where (α} denotes the fractional part of α, or else
T [α1 (z), fl8 (01 ... = [<⅞(z), ^3(z) ... ].The symbol E{ } signifies the set of numbers z∈(0, 1), for which the brae ed conditions are sa­tisfied.We prove two statements.

Theorem 1. Let for a measurable function f(t) the conditions (3), (4) and (5) are satisfied. Then 
there are such constants α, σ>0 and Cl, thatI ( Sn-an 1 _ , , I λ lnβn3ip Hb7Γ^ΓφwΓcι17T ∙
Ą fa given by (2), В in (3) denotes a bounded function, DSn is a dispersion of the sum Sn (5∙). 

Theorem 2. Letf(t) be a measurable function for which the conditions (9) and (10) are satisfied.
Then

Ci lna nsup I Fπ (x)- φ (x) I ≤ y- .
where

n— 1∑ ∕(7*f)- βF"W=m£{ fc-° σy= <x

the constant a is given by (12), μ (A) is the Gaussian measure.


