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КЛАСС ПРЕДЕЛЬНЫХ РАСПРЕДЕЛЕНИЙ ДЛЯ СУММ /л ЗНЛЧНЫХ НЕЗАВИСИМЫХ СЛУЧАЙНЫХ ВЕЛИЧИНФ. МИШЕЙ КИСЛ. Кубик [1, 2] рассмотрел класс распределений, к которым сходятся суммы соответствующим образом нормированных независимых случайных величин, принимающих лишь два значения. Цель настоящей заметки — обоб­щить эти результаты на случайные [величины, принимающие m≥2 зна­чений.Рассмотрим последовательность независимых случайных величин Si, ξ2, где случайная величина ξt (fc= 1, 2, ...) принимает значения αt∣ (ι=l, 2, .... 

m) с вероятностями pti>0, p∣a + +∕‰=1∙ Для сокращения записи вве­дем обозначения:
<⅛-⅛ = 4', 0, (4'∙0),∕'hAi=^,°
(fc=l, 2, l≤Z<i≤771).

Тогда математическое ожидание и дисперсию случайной величины ξfc можем записать в виде
т

Mξk=∑ atiptl, Dξ,k = 2 М"’П-

Λ=l l⅝Z<∕⅞∕nПоложим далее
>f∙=∑⅛∙ ζrt = ⅛g-t, r-=Σ^∙

Обозначим через £ класс предельных распределений, к которым могут сходиться распределения последовательности случайных величин F1, Y2, при следующих предположениях:а) Λfn→∞ при n→∞∖б) Ad→Γd(<∕=l, 2, т) при k→∞∙,в) ςk∣Mn (к=1, п) являются бесконечно малыми случайными вели­чинами;г) для любой положительной неубывающей целоэначной функции ⅛(n)≤n существуют пределыlim ⅛⅛il (l≤∕<i≤m).
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Возьмем любые фиксированные числа-γd≥0 {d=2, 3..................т), + γd>0(<∕=l, 2...................т-1),Λd≤0(rf=2, 3..................т), Bd≥0 (<Z=1, 2, т-1),причем
X (^Y<r+ι + +T<∕)= >,<∕=ι и введем функцию

m — 1
K(u) = 2 (^Ka+1(M)++JCd (и)) ,

d≈l
(1)где

+Kd(u) =

О, если u≤Ad,-T<∕(l--⅛), если Λd<u≤0, 
~γd, если и>0,О, если u≤O,

ut
+fd~ξ, если 0≤π<Bd, +γd, если u≥Bd.Обозначим через 91 класс безгранично делимых законов, которые определя­ются функцией Колмогорова указанного выше типа.Теперь можем сформулировать доказываемый в этой работе результат. Теорема. Классы законов распределения S. и 91 совпадают. Доказательство. 1. Докажем сначала, что β⊂9l.Положим

= ( ∑ √jwF¾)=⅛ω, (2)
*М" J-d+l 7-1

Не теряя общности, можем считать, что⅛>id≤ ≤bnsi<O≤bn, ,+ι, d≤ ≤⅛nπd Р)(n = l, 2, d=l, 2..............т).В дальнейшем все выражения, связанные с отрицательными ⅛,td, будем от­мечать символом (-), а связанные с неотрицательными ⅛nld — символом (+). Полагая n-s=t, можем (3) записать в виде-6,sd≤ ≤-⅛,u<0≤ + *πld≤ ≤+⅛n,d- (4)Пусть
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Из наших предположений следует существование пределов

slim У ^ωn,lf=-γj≥0,
n→tθ ,

f=l

lim У +ωz,ω=+γjS≈0,*-ιlim ^bπsd=Ad≤O,
n→tolim-¼wd (l≤g≤s),
Λ→Dlim s~b"sj i-=-Ad.

g= iПоследний предел существует в случае ^γd>0. В результате имеем
“fd Ad Ad.Аналогично, существуют пределыlim +bπ,d=Bd≥0,

n→vlim +bnhd (l≤h≤t),
∏→tBlim , +b"'j , = +⅛.^(∑÷ωn√

Λ=lПоследний предел существует в случае +γd>0. В результате
+γ∙∣∙+Bd=Bd.Сопоставляя (2) и (4), видим, что^Tι=0, +Ym=0, Λ1=θ. ∙Bn=0∙Из равенства
m-t s г
Σ ( Σ ~ωn,gd+x+ Σ + ωπh<f) = 1
rf=l g=l Л=1следует, что
m— 1∑ (^γ<∣+ι + +γ<∕)=i∙
d=lИспользуя теорему ([3], §21), которую удовлетворяют независимые слу­чайные величины ζn,..............ζnπ (и = 1, 2, ...), видим, что предельное распре­деление для последовательности случайных величин Jį, Уг, совпадает
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с предельным распределением безгранично делимых законов, логарифмы характеристических функций которых выражаются формулой
ψn(0 = ∫(e"u-l)⅛^π(u).

где
KM=∑bM

k=}

К„М= ∕ xidFnt(x),

(п = 1, 2, fc= 1, 2, т),

0, если x≤* ntm,
F„t (х) = ∑ ⅛. если ⅛nω<x≤* ntli-ι, l=d 1, если x>bπn.

Обозначив 0, если u≤^⅛na,,
∑ ⅛W = ' 2 ^ωnvrf, если -⅛βa<M≤-⅛,β-lιd, (5)

2 ^<⅛a. если u>~bπld

»-1

(rf=2, 3, т-1),
0, если u≤+¼,ιd,

н+ ∑ Й(»)= k2 +ωmd, если +⅛nω<u≤+Z>n,λ+ld, v=>lГX +ωmrf, если u> +b„d

(d=l, 2, т-1),

(6)
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κn(u)= 2 Σ ⅛w=∑ (^∑⅛+lW + + ∑ ⅛W)∙

имеем 
л m m—1 л л

Λ = l d=l d=l k=∖ к = \Перейдем к пределу в равенстве (4). Пусть g n→m → оо(в случае конечного предела из-за условия в получаем, чтоUm 4‰=θ)∙
л—хх>Исследуем случай Ai<0. Обозначив
( į vλ∕<^>-λ-⅛'vλ∕<λ^. ) =с<

j=d+l j= 1можем записать
Pgd

agd cgd (7)
Σгде

Из-за 
имеем 
где

Um
n→<x>

10⅛< n→∞
1 Psi

~Ad ~°W

lim ^βs⅛ = 0,тем самым ■0.

(8)
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Используя (7) и (8), получаем
lim

gΣ ~ω"'<*  -
r=l

ωngd
~Ad ~Pχ<tΣ-ton'd

. ' ^d α-gd cgd'= lim—- ----------------------------------------—n→β —2j <"W
r=l

gΛ ^ωwj0( max β ’.), l≤J≤m «*-------------------------------------0.sΣ ^ω""*
r=l

(9)
При помощи (9) в пределе получаем

1 — limΛ→β
gΣ ^ω"'<'r=l

= ^Yd( 1---- ⅛ UmV Aį n→<m
to∏gd
s

Pgd ∑ fdnrd

r=l

s

= ^y√i-⅛ Um -√^-∖=X -ωπrrf J
r=]

-4'-⅞)- -41→≡-)Таким образом, в случае Λd<0 получаем lim "į Λ⅛(u) = -X-'(u) =t-1 0, если и ≤ Ad,-γ<f(l—если Λ,<u≤0, 
^γd, если и>0.
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В случае Ad = 0 сразу получаем

{
О, если u≤0, 
-γd, если и > О.Покажем, что в случае Ad=-∞ предельного распределения из класса безгранично делимых законов не существует.lim -⅛j= со

может быть только в случаяхa) lim ~b⅛dpsd=a>0-,
n→x6) lim-⅛rfpsd = 0.π→α>В случае а может быть только сингулярное распределение. Если это не так, то должно быть

но тогда 
m m d— IΣ( Σ + Σ VMn⅛-lip∏ + ι,j'}Л/л + 1   i . <∕≈1 J = d+l________________________ j = 1__________________________

Mπ ~ + Мп что противоречит а.В случае б должно быть
m d— 1( Σ VSFV -Σ j=a+ι_____________J°ι_______________

М„Также должна существовать такая последовательность чисел g≤ п, что Пш -bl,,d=a,
∏→X> но тогда 

s lim У ^b>πrd= "→,° ,-ι
= lim -P'ä ∑ ( ∑ √Λ∕<*>⅛-∑V4 υ∙‰t,

—-'÷J j-d+'------------------------------------------------------⅛=0α≡=0.( ∑ Vw⅛-∑VM<'∙'>ft∫√∙4+i √=1Из этого следует, что только функцией предельное распределение может характеризоваться1 0∙'*"4  -Г. если u≤α,если и>а,
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но это противоречит тому, что для всякого безгранично делимого закона функция Колмогорова К (и) непрерывна для и ≠ 0.После аналогичных рассуждений для равенства (6), мы получаем
∏m + ∑⅛(u) = +K"(u)."-~, *≡ιТем самым доказали β⊂9i.2. Докажем, что 9i⊂fi.Обозначим¾=^γ2...............∙sm-ι = -γn, sm = + Yι, ⅛n-2= + γm-ι∙Разобьем множество D (л) = {1, 2..............и} на непересекающиеся подмножестваD1(π)=-D2(n), Dm.1(n) = -I>m(n),
T>m(n)=+T>1{n), D2n.2(H)=÷Dm.1(n).Пусть множества D1 (л)..................T>t,(n) уже выделили. Обозначим множествоD-(π) = D(π)∖(jD1.(π)),/=1которое проиндексируем в возрастающем порядке41 < <4y< <4t>(n)∙где
V (и) = л - 2 ?.• («)i- 1 и где φ1∙ (и) — число элементов в множестве Di (л). Обозначим

• V
'-ΣsJJ = 1Пусть s? - первый не равен нулю из последовательности ⅛+l, ⅛-2∙Тогда множества D„+i (и), ..., X>,.1(π) берем пустыми. В случае s?=l берем Dr (n) = T>v (л), а остальные множества пустыми. Остался случай 0< <s" < 1. Будем считать, что элемент Ivj множества Т)” (и) есть также элемент 

kri множества 3)r (и), если
j= min {√1},

где [<х] — целая часть числа α, а φr (л) вычисляется по формулеф, (л) = [г> (nW-Заметив, что2т —2Σ ф. («)=”■
]im Φ±L=jj, (10)n→β> л
lim
n→∙a>

krφr(n)
П
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получаемlim =

Сконструируем последовательность ти-значных независимых случайных величин с предельной функцией распределения, характеризуемой функцией Колмогорова (1).Берем не пустое множество
÷¾⅛H‰ ‰ +fc<Γ⅛,1)} 

и в случае Bd>0 конструируем m-значные независимые случайные величины следующим образом.Существует такое число i0, что в случае i>⅛, Bd+kdl> 1. Берем
•<л »> ’+*

(B2d ⅛)252+* d,-l ’ если i>i0,

если ∕≤⅛
(7=1,2, d; h = d+∖, ..., т),

0, если 1 = 1,1
B2d+kdi' еСЛИ1

P+k.d ='dι

еСЛИap⅛-ι
(m-d)B⅜ +keti ’⅛+¼-1 (m-J)B2+⅛,

2, .. ., <7-1,/=<7; i > ia,

l=d∖ i≤i0.

если l = d+l, , m∖ i>i0,

если l = d+∖, m∖ i≤i9.

В случае Bd=0

z<i. Л> _ т
*kd! Vd(m-d)

(7=1, 2...................<7; h = d+ 1, m).

p+k<tr1m- (/=1’2—т)-
Аналогично, в случае не пустого множества -¾(λ) = {-* λ ⅛ -⅛a^φj⅛}, если Ad<G,

m-эначные независимые случайные величины конструируем следующим об­разом.
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Найдется i0, такое что в случае i>ι0, j4J-⅛j1>1. Берем э(4^⅛)ζ
A2rl~kdl-l ’ если i>i0,

Z<J- » = 
^lcdl з(4^4>2^

(У=1. 2..............rf-1;
⅛-⅛- 

(d-l)^2

a'⅛ ^k<∣l>
[d-l)A2'

P-k J = ----- !____-⅛ -⅛ ’
1

Ą ^k⅛О, если l = d+l, .... т.

если i ≤ ⅛

<Z+1, .... т),h = dt

в„„„ , 1
kdl ’ ,,-1̂⅛d, если 1=1,

если l=d; i>i<>>

если l = d∖ i ≤ ⅛.

... , d- 1; ι≤⅛,
d- 1; i>ι0,

В случае Ad=0

Z<J. Ä) _____
^kdl -σ=ι. 2,

p kdi' ~ т Из ТОГО, ЧТО

т
V(<∕- 1) (m-d+ 1)

d— 1; h = d, .... m),(∕= 1, 2...................m).

И

*о¾+4-* + '5j('0
+ Σ

i-⅛+l
⅞⅞-∣ =0(1ПП)

/о
A2d ⅛>-*

l≈⅛Γ = θW'
получаем

Mn = n + O (In n).В случае Bd>0 получаем следующую функцию:
О (In л) λ - d 1 ∕ +kdl—⅛—если O<w≤¾ I/-------5-

М„ ’ V М„ '

¾y2⅛<.<⅝y¾Ξo<ln',⅛∖ если Лад
+Kfc) = если

Λf∏

О (In n)++φj(n) 
М„

если u>Bj j∕ —d φ,,w
м„
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а в случае Bd=0 - следующую:

+⅛) =
0, если и ≤ - 1/ 7—d ,

V ∖m-d)Mn

+9d(n)<∕ 1 ∕ d ^'l∕m~d
т Mn k (m-d)Mπ k dMπ

+Φd(n) 1/ m —d~M∑' ecjl∏ w> ∣∕ dMe
Аналогично, в случае Ad<0 получаем следующую функцию:

„ , 1 ∕ ⅛^φd(")0, если u≤Ad Į/ ——

-κfc) = 9d^ , если aΛ∣ -⅛,<u≤0, 
м- v м„

Φrf (л) + О (In п)ra' '—-—,, если u→ ∞, Л«ли в случае Ad = 0 — следующую:
-κdM =

0, если κ⅜~ytm,ιj,υ^
если <u⅞1∕^7~,^

mMn v (m-d-l)Mπ k (d-i)Mn
d-l

<Pd(n) 1 / /п—</+1
м„ I {d-∖)Mπ

</— 1

Докажем, чтоlim +Kd(u) = +Kd(u),n→α>lim ~Kd(uj = ~Kd(u).
n→toВ случае Bd>0 из формул (10) следует о (∣n л) _0 

м„

(И)
(12)

limn→s
ljm о (In n)+⅛(n)∏→co м„ +Ya∙
lim Bdl∕ 

n→a> kОбозначим
8. Математический сборник Х-2.
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Если h-→rJj, из (10) следует
(в случае lim h<∞ будем иметь ∖ n→α>

⅛=θ)∙lim ,, Л- Тогда
limn→β /_Л------ ⅛⅛∖ hm

\ м„ м„ I ΛfnЭто значит, чтоlimn→≡> п _ + u 
Mπ ~ Т</ Д2Тем самым равенство (11) доказано. В случае Bd=0 имеем

n⅛( V(m-d)Mn) °’

^V⅛=0-

И равенство (11) тоже следует.В случаях Ad<0 и Ad = 0 аналогично можем доказать равенство (12). Теорема доказана.В заключение автор благодарит доктора физико-математических наук профессора Й. П. Кубилюса за полезные замечания и оказанную помощь. Вильнюсский Государственный Поступило в редакциюуниверситет им. В. Капсукаса 22.1X1969ЛИТЕРАТУРА1. L. Kubik, The limiting distributions of cumulative sums of independent two valued random variables, Studia mathematics, 1958, 18, 295 — 301.2. L, Kubik, Remarks to the paper of L. Kubik ’’The limiting distributions of cumulative sums of independent two valued random variables, Studia mathematics, 1958, 18“, Studia mathe- matica, 1960, 19.3 Б.В. Гнеденко и A. H. Колмогоров, Предельные распределения для сумм неза­висимых случайных величин, Μ., 1949.
NEPRIKLAUSOMŲ m-REIKŠMIŲ ATSITIKTINIŲ DYDŽIŲ 
SUMŲ RIBINIŲ PASISKIRSTYMŲ KLASĖF. MIŠEIKIS
{Reziumė)Šiame straipsnyje nagrinėjami nepriklausomi m-reikšmiai (m >2) atsitiktiniai dydžiai, tenkiną sąlygas а, б, в, r. Parodoma, kad ribinių pasiskirstymų klasė yra apibūdinama Kolmogo rovo (1) funkcija.
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THE LIMITING CLASS OF DISTRIBUTIONS CUMULATIVE SUMS
FOR INDEPENDENT ///-VALUED RANDOM VARIABLESF. MIŠEIKIS
(Summary)In this paper are considered independent ///-valued (m>2) random variables which satisfy the ∞nditions а, б, в, г. It is shown, that the limiting class of distributions is characterized by the function of Kolmogorov (1).




