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АСИМПТОТИЧЕСКОЕ РАЗЛОЖЕНИЕ ДЛЯ ВЕРОЯТНОСТЕЙ 
БОЛЬШИХ УКЛОНЕНИЙ СУММ СЛУЧАЙНЫХ ВЕЛИЧИН, 
СВЯЗАННЫХ В ЦЕПЬ МАРКОВА

Л. И. САУЛИС, В. А. СТАТУЛЯВИЧУСРассматриваются случайные величиныX1, ×2, х„. (1)связанные в цепь Маркова {ξ (r), Г=1, n} с л моментами времени, про­странствами состояний Ωt в /с-ый момент времени с выделенными на них с-алгебрами Fk подмножеств множества Ωt, переходными вероятностями 
Pk (ω, А) из ω∈Ωt.1 в множество AeFk, к=1..............л, начальным распределе­нием вероятностей F (А), AeF1, и коэффициентом эргодичностиαw=l-max sup ∣Ps (ω, А)— Pk (ω,A) ] l<≈t≤" ω.ω,ΛОсновное пространство исходов процесса Ę (г) обозначим Ω = (Ω1 × × Ωn),а-алгебру состояний F=(F1× × F„) и а-алгебру состояний процессав fc-ый момент времени, состоящую из множеств видаΛt=Ω1x ×Ωt-1 × Ak ×Ωt+1 × ×Ωn, AkeFk, обозначим Fk. Будем предполагать, что Хк обладают конечными дисперсиями D⅛ а MIi=0, fc=l, л.Положим

S, = ∑⅛ B*=DS a, Zn=^-,

k≈∖
Fzn (x) = P{Zn<x},

У*
P1(у)=

φw= v⅛ _/е 2 dy'
J ,

[ е 2 dy
X о у <х ,

μ,,*=  f ykpΛy)dy.

ωt(x)=∑ (- 1)' (∕) x' μ>, к -I-1= о
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Теорема 1. Если с вероятностью 1 случайные величины ∣ Λrt∣≤ C,"1 <∞, ⅛ = 1, .... п, α,">>0, существуют условные плотности pχk (x∖Fk~1) и с 
вероятностью 1

px. (х| Fi-1×∕i+1)≤ Ci<oo, i=l, 3, 5, 7,
Pxk (х| Ft-ι)≤ Ct≤∞, fc=9,

и

тогда в интервале 1 ≤x=O(Δn) при n→∞ для любого целогоимеет мес- 
то соотношение:

-⅛SMζλ½))(,÷

÷'∑ ÷o(⅛Γ,)). <3>
Здесь я c<"> ’ H2>0- абсолютная константа,

∑ -įr ∏ (-cλωn)* ,ω,W = O(1) 

λw+...+λw>.., ' р=1Для
v=2, ..., 5—3, Nυ,(x) = 0,, [4]
K∙m(×)=∑ ∑ ⅛v.,.nxv-'ω3,-2m(x) +

/=1 т=о

v-2 v [т!+ Σ Σ Σ Σ ⅛ ∏(-Cλ⅛)n)⅛v-<,n^''+,ω3Z-2m+,ω. 

√= 1 /=*  я»=о χ<1)+..i+χW>=vcχ⅛)ιr и cm∣^-l, „ — коэффициенты, зависящие от семиинвариантов случай­ной величины S„ и ограниченные относительно л,λ(∕) = ^ λktk степенной ряд Крамера, сходящийся при достаточно *-омалых значениях 111.Теорема 2. Если с вероятностью 1 случайные величины ∣ Xk ∣ ≤ С" <со, fc=l, 2, .... л, существуют условные плотности Pχk (x∖ Fk-ι) и с веро­

ятностью 1⅛(*l∙F∣-ι×^+ l)≤C,<oot i=l, 3, 5, 7,
Pxk (х I Λ-ι)≤ Ck≤ ∞. *=9 ..................«. >θ.
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δ Δ — —

тогдав интервале! ≤x ≤-j-1, δ<S∏,, для любого целого j>3 имеет место

соотношение:

'÷√½Γ)÷

(-⅛iM+
4

п/=1 QÄi eχP
Здесь n 1— л⅛02(Λ) = inf∑ D{jrk(A)lA-ι}≡≈-tτ^- ∑

k = l k=9О <δ < min (у , 8wJ определяется из уравнения
»_ 8(1+8) . 6Я, 8 s __ ____________________6 2 p (l-8)a ’ 2

8н, — действительный корень уравнения р = 1, ff1 и Н2 — абсолютные поло­жительные константы, 
⅛Jl+⅛)

λ(z) = ^ λktk — степенной ряд Крамера, сходящийся при ∣r∣<δκ1, при-
k=0 чем ∣λ4∣≤Заметим, что8«, S≈ 1

1 + 14,55max { Hu H?}Пусть φ5n (z)=Me⅛, Γ4 {Sn} — семиинвариант порядка k случайной вели­чины S„.Следуя Г. Крамеру [2], для любого 0≤A<^i (Д„определим позже) имеем∙O∏1 -Fzιι (X) = е’"Ч,4)-АМ"(4) [ rW> dFZnW ω ,Огде функция распределения ⅛π(⅛) (j) случайной величины
⅛(A)=∑ ⅛(*),7=17 (h∖ __ M∏(h)

п[ i Bπ(h) B2Ah) = DSπ(h)
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x=t⅛r∙ = ∑

k =2

д2 (lt∖ _ ιn m ∕L∖ _ ∖^, Γ⅛ {-^n} a
5"W d∣i3 lnψsn (я) 2j (⅛-2)!

Ar=2Для получения асимптотического разложения

определяется соотношением
ehydFz (у) 

dFZnW(y)=Здесь Γ⅜(sn}⅛t-1
(4)

для вероятностей боль*  ших уклонений необходимо иметь асимптотическое разложение функции распределения ∕⅛n(A> (у).

Лемма 1. Если, с вероятностью 1I Xk ∣≤ Cω, fc = l, 2..............и, α<">>0,
то существуют абсолютные константы Hl>0, H2>0 такие, что

∣rfc{sn}∣≤ к'. И, H2~2 Ci">k 
α(√r^1 δ!Γ2 (5)

где ot<">⅞, Jt = 2,3,
Доказательство леммы см. [7], стр. 200. 

Лемма 2. Если с вероятностью 1I Xk ∣≤ C<">, к=1, и, α<">>0, 
то для любого целого sįie интервале∣∕!≤(y-δ) ∆n, 0<δ<min , 8Н, ) 
имеет место следующее асимптотическое разложение'.

Pι,v-i,l,(it)xv~l ,
Δ*

где

S—3 v
2 2 μl→∙<x∙-■
v= 1 I =I

ΔS-2
Л

))•
/

Λv-∕.n(<∙')=∑ ⅛.,-∕,π('∙')'+2r
r= 1

— многочлены степени 31 с равномер-

но относительно п ограниченными коэффициентами drlt4^hn.
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Доказательство. Для характеристической функции fz^h-l (t) функции распределения Fz*m (у) имеем
∕ it \ _ м„ w, ЧГ Bπ(h) ) . "⅛(*>Д,<*>  W--------------- ---------------- eТогда ln∕zn(*)  W= -»

--⅜÷∑z⅛β (≡)^+(⅛,Ä = 3Вспомнив (5), имеем:

2‰F+ In t∣4 (ä + - In <psπ (A) =
I lf I*

≤Σk = s
k∖H1Bkn 

Δ*~2  
п

∆s-
п

со

∑k{k-i) k=s
Д.-2 

Л
при

Пусть в дальнейшем ∣ z ∣ ≤ ⅛ Δ2
в„

lnφz,ι(z)∣≤ 5’ 2'+,K1B*δj-2 (6)
rsWA)}i = ∣∑ ⅛⅞zii

k=s
ΘHl5I

Δ*-2  Х
л

Γ⅛ {⅞}zt~-
(i-s)!

≤

×∑*(M.  .(fc-(-D)(¾T- θh's'b°
k=sпри 0≤Λ≤8 , 0<δ< j Отсюда

(1-8)∙+iΔ'^2 (7)
I r⅛⅛(*)}  I < k'.H1Bk 1
I Bknih} I" (1—8)fc+1B*(Λ)  Δ*-∙ 2 ’

«w-š ⅛⅝pk =2
= Д2 , V r⅛<¾}⅞t- " ^,^ Zj (*-2)!

(8)

= Bn2(l+Θp), ∣Θ∣≤ I.
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Пусть δ∏l действительный корень уравнения р = 1. Тогда 0<δ<minИмея оценки (6), (7) и (8) и дословно повторяя выкладки леммы 1 получаем, что
(-∣.⅛)∙(см. [5]),

(8')
при ∣τ∣≤(-* -8) Δ., где

Λ⅛,('0=∑ ¾nW ('<)v+2'.

v п 4'"w∕! Ь v,t д’>-2
. ........ vj>3 1=1 n 

v1+... +vj=v-i-2∕

Д’С'™ (А) - p fr,+2l (/,) Σ

V>......V∕≥3
vl + ...+v∕=v+2∕

∖n(Λ) = rt{¾ В‘(Л) д*-2 (9)
Заметим, что (см. [3])

Ль. (<■>) = λ⅛+a, л (½) (v+2)! ω→2 +

г-1Далее,
λw(*)  =

0Σ Γ⅜⅛}⅛t-' (*-v)!
r⅜{⅛)⅛t-1 (⅛-2)!

Раскладывая λjn (А) в ряд по степеням į-, получаем, что
7 ®

Λb,(ω)=Λo,(ω)+∑ Λb,(ω) (⅛)i+ ∑ ΛU<∙>) (£)
Л=1 π k=J + lИмея оценку (8) и выражение (9), находим, что

k∖H1I λAn (/0 1 ≤ (1 _δ)⅛+i (l +Θp)ftТогда У v
Λb.(ω) = Λ0.(ω) + ∑ Λtn(ω) (£)‘ + 0, (v, 8,ЯГ) £ i ω |’+^

А=1 " г-1
∆J
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Подставляя последнее равенство в (8'), окончательно получаем
P∣.,-∣.n(it)x, ' ,

∆v +
/I

∕zn(Λ) (t) = e

при I t l≤(-g∙ —8 j ∆n. Здесь под символом О понимается постоянная,зависящая от s, 8 и H1.Лемма 3. Пусть существуют условные плотности pχk (х ∣ Fl-1) и с ве­

роятностью 1
рх. (х I ∙Fi-ι × Fi+ι) ≤ Ci < со, ι = l, 3, 5, 7,
Pxk(x I Λ-1)≤Ct≤co, fc=9, α,">>0
_1_ αt">, у _1_
In д„ см‘ ⅛ ci

Q К
00 (m→∞).

fc= 9 *

Тогда для любого целого $>3
Здесь FzπW W = φ W + y= У*  s-3 V^ ΣΣ

v≈l/=[

Q1.∙,-∣.nωχ',-' 1 ∕ χ,-3∖δ≈ + ‰≈J
Ql, V- l,ι

у/
M=]∕2πe2 Pl, -φ(y)) — многочлены от j,, а

2 е

λ,-i,,(-φw)=∑-i)i÷≈'⅛.,-i,. φω∙

r= IДоказательство леммы см. в [9].Имея асимптотическое разложение для Fz (л) (>’) и дословно следуя до­казательству (см. [8]) получаем утверждение теоремы 1.
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ATSITIKTINIŲ DYDŽIŲ, SURIŠTŲ Į MARKOVO GRANDINĘ, 
DIDŽIŲJŲ NUKRYPIMŲ ASIMPTOTINIS DĖSTINYS

L. SAULIS, V. STATULEVIČIUS

(Reziumė)

Straipsnyje nagrinėjami atsitiktiniai dydžiai, surišti į Markovo grandinę, ir gaunamas didžių­
jų nukrypimų asimptotinis išdėstymas.

ASYMPTOTIC EXPANSIONS FOR THE PROBABILITIES OF LARGE DEVIA­
TIONS FOR SUMS OF RANDOM VARIABLES RELATED] TO A MARKOV 
CHAIN

L. SAULIS, V. STATULEVIČIUS

(Summary)

The paper deals with the sequence of random variables

X1, Xi, Xπ

related to a Markov chain {ξ (∕), ∕ = 0, 1, ..., n} with (λ+ 1) moments of time, Ωk ∣is∙ the state space 
at the⅛-th moment with σ-algebra of subsets Fk; Pk (ω, A) is the {transition probability^ the ⅛-th 
moment, P (A), AeF0 initial distribution and

α(")=l- maχ sup lP⅛(ω, Λ)-P⅛(ω, Λ)l
I ≤k≤n ω, ω, A

arc ergodicity coefficients.
Let

⅛=Σ¾∙ ⅛=DSn. Z„=£,

>≈ 1

X ,tF, (λ)=P{Z,,<,v}, Φ(.v)=-L_ f e 2 dl.
" l∕2π ■'

The asymptotic expansions for the quotient
1-Fz (x)

----------- -----  are obtained.
1-Φ(x)


