
X LIETUVOS MATEMATIKOS RINKINYS 
ЛИТОВСКИЙ МАТЕМАТИЧЕСКИЙ СБОРНИК 

19 7 0УДК - 512.25 + 519.3 30.115

БЕСКОНЕЧНОШАГОВЫЙ ДИХОТОМИЧЕСКИЙ ПРОЦЕСС 
РЕШЕНИЯ ДИНАМИЧЕСКОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ

В. БистрицкасБолее общая задача о „золотодобыче" приводит к рассмотрению функцио­нального уравнения
A.ax + by +p1f(r1 х, r2y), ^∣
В .cx + dy+p2f(t1x, t2y) J’где параметры a, b, с, d, pi, ri∙, i=l, 2 удовлетворяют неравенствам 0≤∕>1r1∙, 

p2 ti< 1; 0≤pi, I а ∣, | b j, ] с ∣, ∣ d∖, x, y< co. P. Веллманом (см. [1] стр. 91) найдено решение уравнения (1), когда 6 = c=0, r2 = ∕1=l, 0≤r1, Γ2≤l. Ранее автором [2 — 3] изучались дихотомические процессы решения имеющие вид
∕(x, y) = max A '.A(x) +p1f(r1 х, у), "j

B∙.B(y)+pif(x, r2y) J’ 0≤pi, ri < 1,когда функции А (х) и В (у) являются, либо монотонными, либо выпуклыми. Здесь доказывается теорема существования и единственности для уравне­ния (1) и дается его решение в пространстве политик.Теорема 1. Существует единственное решение уравнения (1) ограни­

ченное в любом прямоугольнике 0≤x≤X, 0≤y≤ Y.
Это решение непрерывно и может быть получено как предел последо­

вательности ff, (х, у), определенной следующим образом:

∕n+i (*,
А : ах + by+plfri(rlx, r2y), 3
В : ex+ dy+p2frl (t1 х, t2y) J’ (2)

где ΛT>O, fa (х, у) - ограниченная функция в любой конечной части об­

ласти х, у>0.Доказательство. Сначала докажем теорему в случае, когда функция /о (a'∙ у) = const. Обозначим
Tι(fN) = ax + by+plffl(r1x, r2y),

T2(fn) = cx + dy + p2fκ(t1x, t2y),

N≥∖. Тогда уравнение (2) примет вид∕n + i(x, у) = max [Ti (Zv), 7,2(∕jv)]∙Пусть ι = ι (N) = i (N. х, у) - индекс, при котором достигается максимум в выражении max Ti (/«(*■  У>). Тогда
∕n+1 (*>  j)= (N + 1) (In) ≥ Т, {N4rz)(fn)
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∕lV + 2 (x< у) — Tj (N + 2>(Zv+l) ≥ Ti <W + 1) (∕n+1)∙Поэтомуl/k + 2(x> y)~fN+l(x> у) I ≤ ma× I Tl (fn)— Tl (f∣4 + ι) I ≤
ΓPιlΛ(rι*.  riy)-ffltι(rtx, r2^)∣,T , n≤max , , . . х , . х, . ЛГ> 0.L Pi ∖fκ ('i x∙ ∣iy)-fN+ι(∣ιχ, ∣ty)∖ JВ силу однородности функций fN (х, у) получаем, чтоIΛ + 8-/»+1 I ≤ Γ* r /я (у

Pi t Л (у x∙ γ J')-Λ+ι ( χ, у y)-fn+ι ( 
где r = max (r1, r2), t=max (t1, t2). Обозначим

≤max
⅝+ι(*.  y) = max ∣Λ+2(M, v)-∕n+1(u, и);.

O≤n≤x0≤ι>≤>'Тогда из последнего неравенства следует, что
uN + L (χ, y)^quN(x, у),где <? = max (p1 г, p2t). Далее теорема доказывается аналогично теореме Р. Веллмана (см. [1], стр. 87).Остается рассмотреть случай, когда функция ft (x, у) ≠ const, но является ограниченной в любой конечной части области х, y≥0. Тогда существуют такие две константы K1 и К2, что функции f'N (х, у) nf1tl (х, -μ), полученные из рекуррентного соотношения (2) при соответствующих начальных функциях 

Kl и К2, удовлетворяют неравенствам∕k(∙>r, J,)≤Zv(*,  J)≤∕⅛U, j), N> I.При помощи доказанной части получаем доказательство теоремы. Обозначим∕tsm(x, j) - доход бесконечношагового процесса решения с фикси­рованной политикой А1 В'" на первых т + 1 шагах и оптимальной на следую­щих.Теорема 2. Пусть р, q>0, где 
p = a(∖ -p2∕1)-c(l -p1r1), <7 = rf(l - p1 r2) - b (I -p2l2).

Тогда:а) если r1≤r2 и r1≥∕2, то

у) для qy⅛px,Х’ У _L/b(*.  J) для qyζpχ-,б) если r1⅛ r2 и t1 ≤ t2, то

Γf,∞(χ, у) для 0ξy≤Mx, 
f(x< У) ~^∕β≈ (∙v, J,) для y≥Mx,

(3)
(4)
(5)
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где

м - 7,(l ~Рг ⅛Ml ~j,∙r<). 

9(1 -A'1)(1 -P>r∂'

в) если r1≥r2 и tl^½t2, то

где

∕λ∞(x, У) для Q≤y≤Lx,
f(x∙ У) Į_yB(Xi у') для у į: Lx, (6)
£ p(i-Pι>∙1) .

4(>-Pi'∙ι) ’г) если r1≤r2 и ∕1≤z2, тп
где

fix ιO = Γ≠'<t*, для Q^Lx> j' ’ У L∕s≈(*,  у) для y≥Lx, (7)
г .p(∣-J⅛'a)

j(1-λM'

Если р, q<0, то выборы А и В, параметры pl и р2, а и c, b и d, ri и ti 
меняются местами в соотношениях (4 — 7).

Если p≥0, <j≤0, то

f(x, у)=/лъ(х, у) для всех х, y≥0. (8)

Если ∕a≤0, <7≥0, то

f(χ, y)=fs≈(χ, У) для всех х, y≥0. (9)Теорему докажем при помощи следующих лемм.
Лемма 1. Если р и q>0, то∕λb(*.  y)>fBκ(χ, y)≈qy<Pχ, 

fab(χ. т)<faκ(.χ, у}-»qy>pχ

∕λb(x. У)=/ва(х. y)≈qy=pχ-

(Ю)(И)(12)Доказательство. Из определения fλa и fBA имеем, что 
/лв(х, y) = aχ + by+p1r1cx+p1r2dy+p1p1f(r1t1x, r2t2y)

∕bλ(x, y) = cx + dy+p2t1ax+p2t2by+plp2f(r1tlx, r2t2y).Согласно (3) на прямой qy=px имеет место равенство

fΛβ(χ, ^>fβA{χ, 0)∙Таким образом, ввиду линейности функции fAB (x,y)—fBA {χ, у) ∏θ х и у по­лучаем соотношения (10—12).Обозначим
AlВт (х, у) - доход 1+т шагового процесса решения при фиксированной политике AlB", в точке (х, у).Аналогично лемме 1 доказывается следующая.
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Лемма 2. Если р>0 и <?>0, то
BkA∞(x, y)≤Bk + 1Ax∙(x, y)≈y½{-,-}k Lx,l

У,-*  k>°)

BkA∞(x,y)>Bk+1Ar^(x, y)<>y≤l', I Lx J
(13)

A∞ (х, y)≥ B∞ (х, y}∙≈∙y≤Mx. (14)
Лемма 3. Пусть р>0 и q>0. Тсгда при достатсчно большом N удовле­

творяются следующие соотношения'.

An(x, y)^BN(x, у) ∙≠>0≤J,≤Λ∕nx (15)
An(x, y)≤B^'(x, y)∙≈∙y≥ Mllx, 

где Mn — коэффициент прямой

An(x, y) = B'v(x, у).Доказательство. По определениюλn(1, 0) = ≤l ^^-r*vι

(16)

z1 N
Bn(∖, 0) = - \ p, ÷T

' ’ ' 1-РгЦИспользуя предположение р>0, имеем, чтоΛw(l, 0)>β^'(l, 0) достаточно большом N. Аналогично из предположения q>0 следует,при что Λn(0, 1)<Bw(0, I).как на прямой y = Λfrfx,

A^r(x, y) = B"(x, у),то в силу линейности функций Afl (х, у) и Bn (х, у) по х и у получаем соот­ношения (15) и (16).
Лемма 4. Пусть функция fn (.г, у) удовлетворяет рекуррентному соот­

ношению
Г А '.ax + by+p1f,(r1x, r2y), Т

Л+1("’5') = тах1/<:- + ^+Р2/.(/1х, ^) J’

Так

(17)
где

>ι≥0∙, f0(x, >') = max [Λλ,(x, j), Bn(x, j>)].
Тогда при достаточно большом

f,(x, 0) = ∕l'v+"(-v, 0)
f,(x. 0) = Bn*"( x, 0) при

при

N имеют место равенства 
р>0,

p<0 (.v ≥ 0) (18)
q>0, 
q < 0.при

при

A(0, y) = Bn+"(0, у)

f,(P< y) = A^'+"(0, у)Доказательство. Докажем соотношение (18). Согласно лемме 3∕0(λ∙, 0) = max [∕f'v(x, 0), Bn(x, 0)] = >4λ,(jc, 0).
(19)
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Таким образом, в силу (17) имеем, что∕1(x, 0) = max [Λw+1(x, 0), BAn(x, 0)] =x, cx+ p=-.o-⅛ J.L l-Pi'i 1-P1Π JТак как Λ"+1(x, 0)-BAn(x, 0)⅜ i xp ^ [α(l -p√1)(l -p"<)-c(l -plrl)], то по предположению р>0

f1(x, 0) = An+1(x, 0) при достаточно большом N. Отсюда, итерируя, получаем равенство (18).Остальные соотношения леммы доказываются аналогично.Доказательство теоремы. Предположим, что x≠0 и y≠0, ибо в случае х = 0 или у=0 утверждение теоремы тривиально следует из леммы 4. Пока­жем, что
f(x. У)=/л(х, У) Для ЧУ^РХ (20)в случае, когда t1>t2 и р, q>0. Допустим противное, что найдется такая точка (λ∙', у°), что qy°≤px° и
f(*>,  yβ)=fβ(xβ, y°)>fΛχ°. У0)- (21)В силу неравенства (10) леммы 1 имеем, что
f(x°. yQ')=fB'(xQ, У)-Так как
/в'(х”, ya) = cχy + dya+p2fa(t1χy, t2yf>)и qt2y°<ptix°, то по той же самой лемме следует, чтоΛr(⅛x0, ∕2j'0)=Λ∙(fιX0, ι2yf,).Итерируя, находим, что∕(x0, y>) =fgc (х», y≈) = a.√,+⅛y0+ +pπ2f^(t↑χy, Γjy").Следовательно, для всех точек (x', >■') типа (t"x°, r2y0)

f(χ,∙ y')=fg∞(χ,, у')>/л*(х',  у')- Подставляя выражения fA„ и получаем, чтоex' + W > °x' + ⅛'1 -Р2 '1 1 -p∙. tt 1 -Pl r1 ^r 1 -p1 r.Полученное неравенство при достаточно большом л противоречит предпо ложению р>0. Поэтому верно соотношение (20).Аналогично доказывается, что
f(x, У)=/в(х, У) Для qy≥px (22)при r1<r2 и р, q>0. Итак, получаем утверждение теоремы в случае, когда r1<r2, t1>t2 и р, q>0.
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Рассмотрим случай, когда r1>ri> 0, t1 <ti и р, q>0. Методом приближения в пространстве функций дохода (см. [1], стр. 111) докажем, что
f(x, J,)=∕4≈(χ. jf), когда 0≤y≤Λfx. (23)Согласно теореме 1 функция f(x.y) является пределом последовательности функций fN(x,y), удовлетворяющих уравнению (2), при начальной функции∕0(x, j) = maxH'v(x, д’), Bn(x, д-)].Следовательно,∕1(x, j,) = Mλ,+1. Bn+1, ABn, BAn]. (24)СравниваяB"+1(x, y) = cx + dy+p1Bf,{t1x, t2y)

BAn(x, y') = cx + dy+p2Arl(tlx, t,ly),ввиду леммы 3 получаем, что
Bn*1(x, y)≥BA^'(x, y)≈y≥ г Mnx (25)*tпри достаточно большом N. По той же самой лемме следует, что
An+1{x, y)>ABf,(x, >>)<≈.>'≤-'i Mkx

f"i

An+1(x, y)>BN*'(x,  y)≈y≤Mlt + 1x. (26)Так как при достаточно большом N

~ Mn≥Mn + 1,
•2то из последних двух неравенств следует, что"4λ,+1(∙x. Д') > шах [ЛЯ"(х. Д'), 5λγ+1(x, д’)], (27)когда y≤Mκtlx. Кроме того, при достаточно большом NΛ∕∕√≤Λ≠jv + ι∙
*2Поэтому из неравенств (26) и (25) имеем, чтоΛ"+1 (.v, y)>Bf,*1(x, y)>BA" (Л-, у),когда ~ Mrl x≤y≤Mln,1x. Отсюда и из (27) и (24) получаем•2
f1(x, y) = Arf+l(x, Д') для М fl х <ζy ≤ Mf∣+1x.'8Так как функция fl (х.у) линейна по х и у, то, используя (18), из последнего соотношения получаем, что
f1(x, y) = An+1 (х, у) для 0≤j≤Λ∕λγ+1x.Итерируя, имеем
fΛx> y) = 4w+" (х, у) для y^MN + „x.
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Аналогично доказывается, что

f,(χ. y)=BN+"(x, у) для yζMrl + ,tx.Переходя к пределу, когда n→oo, в последних двух равенствах на основании теоремы 1 получаем (5) в случае r1>r2, tl<t2 и р, q>0.Пусть r1>r2, t1>t2 и р, q>0. Тогда в силу (20)
f(χ. y)=fΛx∙ y}=ax + by+p1f(r1x. r2y),когда qy=px. Так как r1>r2, то qr2y≤pr1x и∕(∏x. r2y)=∕1 (r1x, r2y).Итерируя, находим, что
f(χ, y)=fjt∞ (x∙ У) Аля qy≤px. (28)Кроме того, согласно лемме 1 при qy>px

f(χ. У)*/лв( х, j)∙Таким образом, ввиду (28) следует, что, если qy>px я f(x,y)=fλ(x,y), то
f(χ, y)=fλ (χ, У)- (29)Следовательно,
f(χ, у) = тах[/л„, fa≈, fBAv, ∕b∙λ∞, .] (30)для всех х, y≥0. Так как t2<t1, то
L<L ⅛ = M1 -pi tιи при помощи леммы 2 имеем, что
fλ∞ (χ, у) > max [∕b≈. /вл®. ∕b∙ л«, • • • ]при yζLx. Используя (15), получаем, что
fi∞(χ. Т) ≤∕2m≈ (х, У) Для y>Lx.Последние два неравенства и равенство (30) дают соотношение (6) дляг^г, и t1>t2.Случай, когда r1<r2, ∕1<z2h р, q>0 аналогичен предыдущему.Пусть р>0 и q<0. Тогда согласно лемме 4Λ(x,0) = Λ"÷-(x, 0)/„(0, у) = Л^"(0, у)для n> I и при достаточно большом N. Так как функция f„ (х, у) линейна по 

х и у, то имеем/„ (х. y) = Aw+" (х, у) для всех х, y≥0.Переходя к пределу, когда n→oo, получаем (8).Случаи, когда, либо р<0 и q<0, либо р<0 и q>0 аналогичны соответству­ющим случаям р, q>0 и p>0, q<0.
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Если хотя бы один из параметров r1-η>, tl-t2 равен нулю, то рассматриваем новое функциональное уравнение с параметрами ri = rj±ε, ri = ∕j+ε, где ε - положительное достаточно малое число, при котором удовлетворяются ог­раничения p1ri< 1, p2tι< 1 и новые p, q >0. Так как функции fN (х, у) являются непрерывными по t∣, rl и равномерно сходятся к функции f (х, у), когда N→oo, то функция f(x, у) является непрерывной по tl и г,. Таким образом, переходя к пределу, когда ε→0, в соответствующих соотношениях (4-7) получаем доказательство теоремы в случае, когда, либо rl = r2, либо tl = t2, либо r1 = r2, 
t1 = t2.Если хотя бы один из p, q равен нулю, то рассматриваем процесс решения с такими параметрами r, = r, + ε, r, = z1 + ε, чтобы былоp≠0 и q≠0. Для нового процесса применяем доказаную часть теоремы и переходим к пределу, когда ε→0.Теорема доказана.Институт физики и математики Поступило в редакциюАкадемии наук Литовской ССР 20. VIII. 1969
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DICHOTOMIES DINAMINIO PROGRAMAVIMO SPRENDIMO 
PROCESAS SU BEGALINIU ŽINGSNIŲ SKAIČIUMIV. Bistrickas
(Reziumė)Darbe įrodoma (1) funkcionalinės lygties sprendinio egzistencijos ir vienatinumo teorema. Surandamas politikos funkcijų erdvėje minėtos lygties sprendinys.
TWO-CHOICE PROBLEM OF DYNAMIC PROGRAMMING FOR 
INFINITE STAGE PROCESSV. Bistrickas
(Summary)E×istance and unique theorem is proved for the (1) functional equation. A solution is given in the political space for this equation.


