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В. Пипирас
§ 1. РезультатыПустьξ1, ξ2, (1)независимые случайные величины с математическими ожиданиями Mξi = 0, <=1, 2, и. Будем считать, что случайная величина ξi принимает только значения вида ai + hik (fc=0, ±1, ±2, ...), где Ai>0 — максимальный шаг 

распределения. Ради сохранения решетчатости случайной величины S„ = £ ξ1∙( = 1 приходится потребовать: существует число h такое, что Λ, = hli, при некоторомцелом числе ∕i, i= 1, 2, .... и. Очевидно, без ограничения общности можемпринять, что 1 al ∣ ≤Bn, i=l, и.Пусть:βπ2= £ Mξ2,/ = 1 βvn=2 Miξi.∣Λi= 1 L,„=B‘" (O∣),
7 __ S„

в„ '

Fi - функция распределения случайной величины ξ, ξ - симметризо- ванная случайная величина с функцией распределения
fξ(×)=f F^(x+y)dFi(y),

— во[а] — целая часть а,

4⅛,W = Φω + y1-e 2 ∑ β⅛Wb→≈,sn

(см. [7] или [9])
‰.w-Σ>.(⅛H'r-⅜÷

+ [⅛]) S
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где
4.= ∑ «1.

!-∣ если ч = 4m + 1, если v = 4m, 4m + 2,4m + 3,
s«W= ∑ -

т= 1

cos 2τmx2>'^1(πm)s' ’ ‘1=1, 2,
'-**2∕  + l (Х) = 2 

m— 1

sin 2πmx 2"'(πm)≈'+l /=0, 1,
Θi(7', ...), /=1, — константы, зависящие только от аргументов j,Далее нам потребуются следующие условия:1) lim Bπ = ω,

n→oo

2) при некотором α>0 имеем jim ~"<oo,
3) lim B„L,„ < со,

n→∞4) для любого 2≤<∕≤ имеет место соотношениеЛfn'⅛ Σ p { ∣,≠0 (mod 9> J_> 00 <n*̂∞)'
5) для некоторой положительной функции 5 (и)=о(и) (при u→oo) имеем

-į - 2 f ∣u∣r<∕Fξl. (w)→0, когда Bπ(l+∣λ∙∣)
'^l I и ι>δ(Bn(l+ иг I ))

00.

Здесь же отметим, что условия в21 и 2 следуют из условия lim > О
следуют, например, из ограничений и).(всегда I∙ln≤]∕ п), а условия 1-3 Mξ⅛m>0 и M I ξ1∙ ∣3≤M<oo (ι=l,

Теорема 1. Если случайные величины (1) удовлетворяют условиям 1—4 
и M I ξ, ∣r< оо (i= 1, и; r≥3 — любое число), то при n→∞ имеем■ Fzπ (х) - Φw. г„ (х) - Plrl, z, М' - О ( + -[г'н r ) (1 + ∣jr Г

ап
(2)

а если выполняется еще и условие 5, то

I Fz„ (Х) - ®ы, z„ (х) - Ari, z„ W I ≤ θι W ()w 1 × 

где положительная функция εj (w)→0, когда u→∞.

(3)
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Замечание 1. В оценке остаточного члена соотношений (2) и (3) слагаемые с множителем Bn1~W исчезают, если lim BjB∕nl <оо. Такой цели достигнем

Λ→Iвсегда, заменив в теореме
Ari. Z„W На ^∣r) + 2, Z„ (λ')∙

Для доказательства теоремы 1 приходится интеграл (20) оценивать анало­гично обоснованию замечания к теореме 1 из [1]. После этого условия 1—4 и неравенства (2) [9], (3) [9] дают оценку (2). Здесь также следует иметь в виду, что условия 1 и 3 при достаточно большом п позволяют урезанные случайные величины p,- заменить через ξj, 1=1, Если дополнительно применимусловие 5 и неравенствоЛ-U ∑ ∫ u'÷*<ff⅛W≤i = l I и I≤ ω
X Λ∏ (δ(ω))

(-⅛ψ1-'+^÷-----х к„ (0)
, i = 1

j = [γ], 0<δ (ω) <ω,где обозначеноΛri(") = ∫ I х ∖rdFξj(x)t u≥0,I х I >и

л2 J'r, (0)1=0 ωr (4)

/ = 1, с ω = Bn (1 + I х I),
то получим оценку (3).Заметим, что неравенство (4) следует из соотношений(1)

f I и ∣s+1 dFζj(u) = — f us+1~'dRri(u) =’ u■≤ω о
= — ωs+1-r Λri (ω) + (j+ 1 -г) ∣^ R,i(u) us~'du ≤оδ (ω) ω≤(s+l-r)f f Rri(u)us~rdu+ f Rr! (и) us^'duj ≤0 S(ω)
≤ R,, (0) (8 (ω))s+1^r + R,i (δ (ω)) (ω-÷>-'- (δ (ω))s+1^ ' ≤ 
≤ R,l (0) (8 (ω))≈÷>-' + Rrl (δ (ω)) ω'÷ι-'.
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Следствие 1. В теореме 1 условие 4 можно заменить более сильным 
условием:4') общий наибольший делитель множества А всех целых чисел т, для 
которых

ln*‰  Σ p {⅛. = (σ. + Am,∙)+Am }P{ξi = <zi + Am, } →αo (n→oo)
< = ι

равен 1, причем mi такие, что

Р {ξi = ai + hml}≥P {ζl = ai + hm}, <=1, 2,
для любого целого т.В условии 4 случайные величины ξf можем заменить через ηi = ξ,-αi-hmi. Заметив, что

Р = m∣>P{ξ, = (aj+Am1) + Am}P{ξ1 = ai + Am,}
и что для любого q≥2 найдется такое теА, что m≠0 (mod?), легко получаем доказательство следствия.Пусть, далее, средн случайных величин (I) имеется только k различно распределенных (случай А-последовательности - термин, введенныйВ. В. Пет­ровым в [5]). Обозначим их через ξ1, ξt. Пусть их максимальные шаги соответственно Hl, .... Hk. Так как в нашей схеме Mξl =0, то нет смысла рас­сматривать случай Dξi = 0 (/ = 1, к). Тогда очевидно, что Bį, и п величиныодинакового порядка. Через ni обозначим, наконец, число случайных величин ξi среди случайных величин (1), ι=l, к.Так как в этом случае условия 1 -3 и 5 выполняются, то справедлива сле­дующая теорема:

Теорема 2. Если М ∣ ξ' ∣r < оо (i= 1, А; г>3 — любое число) и выпол­
нено условие 4, то

, ε3 (‰(l+ χ ))
1 Fz„ W - Φ∣r) z„ (χ) - E>m z„ WI ≤ —(i + ∣√τρ lj'-'

где положительная функция ε2 (u)→ 0, когда u→∞.
Следствие 2. В теореме 2 условие 4 можно заменить более сильными 

требованиями-.4") lim — =cc, i= 1, .... А, ' — 1п пn-><B

и 4"') общий наибольший делитель множества

/я. ¾ I

Г» Л f

равен 1.Для одинаково распределенных случайных величин аналогичная оценка получена Л. В. Осиповым [2].В доказательстве следствия 2 мы можем считать, что P{ξ, = a,}>0, i= 1, А. Тогда случайная величина ζi = A^1 (ξi-ai) с положительными вероят-
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ностями принимает только значения вида ^-m(m=0, +1, ...), при­чем Н' максимальный шаг, /=|, к. Пусть «/общий наибольший дели­тель множества всех целых m, для которых Р {ζl = m}>0, хотя бы для одного ζi, ι=l, t. Легко показать, что все ~ делятся на d. Поэтому из усло­вия 4"' следует, что <∕= I. Дальнейшие рассуждения аналогичны доказа­тельству следствия 1.При формулировке и доказательстве следствий 1 и 2 применялись неко­торые идеи работ [3]-[6].Введем случайные величиныp J ⅛' если ∣ξ, !≤Bπ,I 0 если ∣ξ, j>5π,и функции
α.(α. Ч, n-1 = Ψ ∑ Γ27,{αp,≡r(modtf), lp,∣≤Λζ,},

2 2причемтт в теореме 3 берется повеем несократимым дробям из интервала [2χr ' ⅛] с знаменателями 1 < q≤2N,, (т. е. l≤α≤ ’,1 <q≤2Nπ и (а, ι=l, Ii-
Теорема 3. Если M I ξj ∣s < ∞ (5≥3 — целое число-, 1=1,2,

' Fz„ (х) - ®sz„ <х) - Dkzπ (х) I ≤
≤Θ.(z) I——1------------У f ∣u∣s<∕ Fi.(u) +

β≈(l+∣x∣)*  ■' 1 ξ, '( n 1-1 t и 1 >Bn (I +1 х I )
п

+ Bs,+ ,(l+lxi)s + , Σ" 1—1 I и I sBπ (1 + 1 х i)

<?)=!),
л), то

f
1

( I + X !> + ■+ (⅛r) + min{ln(l +Nn), N„L3„}(\ + ⅛')×

х exp j - j min £ αi (a, q, N„) , , ( = I
для любого Nn^2∖h~1BnL3π и любого целого числа k~≥3.Замечание 2. Если 21BnZ,3π<Λ, то в оценке остаточного члена нет слагае­мого, в которое входит N„.Напишем еще обобщение теоремы 2 из [8] и его следствия. Пусть

Л
¾ = ∙β,Γl ( 2 ai + A⅛) . k = 0, + 1,

/ = 1

φ,zn=χφrznω, Γ=J-I, 5,
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P(r, ∕, ¾)=∣¾∣'∣⅛P{Zn = ztn}-φrzn(⅛)j, /=о, 1,
Условие Г. lim Lsn = 0.
Условие 5'. При некотором а<1 имеет место соотношение⅛, Σ ∕ ∖u∖sdFi,(u)→0 (n→∞).i=∣ ,.∣>Λ⅞
Теорема Г. Если М ∣ ξ1∙ ∣s < ∞ (f = 1, n; j⅞3 — целое число) и выпол­

нены условия 1 —4, то при n→∙∞

P(s-l, ∕, ztn) = O(Ls.).
Теорема 1". Если М ∣ ξi ∣j< ∞ (i= 1, ; s≥3 — целое число) и выпол­

нены условия Г, 2-4, 5', то при n→∞

p Cs. I, z4,) = о (L,n).

Теорема 2'. В условиях теоремы 2 при r=s (s>3 — целое число) имеем 
P(s, I, zk„) = o(L,„) (при n→∞).

Теорема 3'. Если M∣ξ,∣s<∞ (i=l, s≥3 — целое число), то

P(s-∖, ∕, zkn)≤Θ3(∕, j)Ilj,+A->B⅛(1+⅛+L{,)×

Л
х exp I - - min У αi (a, q, N„)

( a. q .

а если выполнены еще и условия Г и 5', то

P(s, ∕, zkn)≤ε3(n)Lsσ + Θ4(∕, i)A^1Bn⅛ (1+∆ln)×

х exp I - -*-  min У а, (я, q, N,) |,I a, q j _ l f

для любого Nn>4h~1BnL3n, причем ai (a, q, Nπ) определяются через случай­
ные величины p, = h~1 (ξ, -a,), i= 1, п, и ε3 (n)→0 при n→∞.Заметим, что появление представляемой работы вызвано, прежде всего, исследованиями А. А. Миталаускаса, В. А. Статулявичуса [1] и Л. В. Оси­пова [2].

§ 2. Оценки для усеченных случайных величин

В этом параграфе рассматриваются независимые случайные величины ξι. ξ2 ξn (5)с нулевыми математическими ожиданиями Mξi и конечными дисперсиями σe≡, i=l, п.
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Обозначим если !ξi∣≤Bπ, если I ξfl >В„, если lξ1∙∣≤5n, если lξ1[>5πj - произвольные фиксированные числа)
*,!">= f rfFξj(u),

>snО, если и ≤ с,1, если и > с,

Fl(u) = Frιi(u)-b^Ell(u), /=1, 2, Тогда F⅛(w) = Fj(1∕)+Z>,<"> £•.,.(«).Также обозначим:
п

<=1л
'=1

Лемма 1. Для любого целого неотрицательного k имеет место неравен­

ство ∕ max I а, |*  \ "∖Frnw→.ωι≤(,-θ‰- (1+--¾- ) Σ ft'",∙
Доказательство. Так как

( Ea. * £„.) (и) = Eaι+a. (и)(F» Ea.)(u)= F(u-al),
ТО ( IT f⅞.)(") = ( IT ⅛)(u)+∑ bι ( ГГ Λ("-a∣) +

∕= I »=1 i = I v = I
v≠∕

п+ Σ ft∣⅛ ( ГГ
I ≤ i < j ≤ П ч -= J

v≠i.j
n+ Σ bibjbm ( ∏*  Λ)(<'-<Ji-⅞-α,π)+ ∙∙∙ +

I ≤∕ <j < m≤π v= I
v≠∕,√, m

n n n n
+ Σ ∏ b^ ("-∑ av)+∏ biEn (u)

∣-∣v=l v=l i=l
v≠∕ v≠i <=|
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И (fl*  Λ)w=( П*  w-∑ b> (fl*  ∖) w+
; i »=1 i- \ v -1

+ +(-∣)"*ι  Ь„Е0(и).Согласно (6) [9] (так будем указывать на соотношения статьи [9]) и из рас- суждений аналогичных доказательству (10) [9] следует, что
f ∣w∣M(∏*  F,i) (mB,)≤Θ(*),  fc = 0, 1,

— ® i= Iг=1, 2, п, где l≤∕1≤n-Bce различные.Отсюда и согласно неравенству ∣ a + b ∣*≤2 fc-1 (| а ∣t + ∣ b ∣t) имеем f I » lt d( ∏*  fii) (иВ* ~c>=

— ® i = 1

-.Г l"÷⅛ι∙'(∏∙⅛)<".>≤θm(l÷⅛i*)-
— ® ι=lИз изложенных соотношений и (6) [9] получаем, что fl* F^)W-( ∏* Fnι) (uBi)∖ 1 ≤ 

i=l ι = l /Imax I Oi I*  ∖ π≤Θ(⅛)(∣+^--------)(∑*.  + 2t ∑ b,bj +

∖ π ∕ i = l l≤∕<√≤n

Л

+,,t ∏ b∣)≤
ι=l

(max 1 a∣ ∣fc
1+-⅛—j (п (∣ + V3⅛1.)-1),

так как max ( У rt') = ]/ 3*.
1≤r≤n∖ ĮДалее,

-1 ≤
≤

лθ(*)  ∑ bi,
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∑ Ml

1Этим завершаем доказательство леммы 1.Обозначим:
R~ У σ^ all = ∆λ т, i — I '

q= -

v=l,
л,л

Лемма 2.

f:>В, /= 1,
иΣ fI и )■’ dFį. (и)i и; > в

∑⅛- Аi i в:

Если случайные величины (5) удс.влешвор.чют условию М |

целее число), i= 1,
max 
l≤v≤s

sSl

п
1< 1 , ПК)

'}e≤Θ(s) ^Λsn + Ls+1.s,,+ ∑ А<">
Доказательство. Очевидно, что

в

Mη∕ = (* u',dF* i (и) + а'- [ dFlj (и) =

~n∣∣ " >ПЧ= Mς∕- [ ∣MF-4(∣∣) +a) [ r∕Fij(ι

П > RII

м ’’ = М ', + <¾λυ,.,

М η,-Γ'≤M ξ1∙ если= M⅛ - (Mηi)2 = ⅛ + 03λ2l- + 04Х?,.

at
Bn

v= 1,≤⅞. v=∣.
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" - 1 + Θ6Λw + Θfi ' —'j — - I + ¾Λsπ + Θ7Λ‰, 
В„ Вп

1 -156≤¾ ≤ 1 + ∣5s- если ^'"<h

2⅛≤Bn, если ∖a∣ I ≤8n,

1 ≤Θ(m)Λ,,(m⅛ 1).
Здесь I 0„ I ≤ 1, v = 1, 7.Так как Λ,sn≤Λs,,, то согласно (29) [9] имеемLm≤-≡, v = 2,

vn 4Далее, M I ηi - Mηj)’ ≤ 2’*1 (М| ηi |’ + ∣ Mη,i |’) ≤ 2“М I ηi |’ ≤

(θ)
(7)

(8)

≤2'(m I-/],■ 7+∣<zil, f dFi,(u)j, v=l,2,1 « 1 >ЯЛM I η1∙- Mηi ? ≤ 2,'M I ξi ∣v, v = 1................5, если ∣ ai ∣ ≤В„,

s (согласно (24)Д„ ≤Θ(v), v= 2, 3,Λ⅛≤8⅛^ny, если !σl !≤8,,
М (ηi — Mηi)', = M⅛, — vM⅛^1 Mη1∙ +М (ηi — Mηi)', — Mξ ∙, = Θβλvι∙ — vMη∕ *1 Mη1∙ +

[9]),

v=l,

(10)
(11)

и, обозначив ζ1- = ηi-Mηt∙,м?7 ^≡Γ v=l, 2,
v = 2, 3,

‰5i

v = 2,
βjη1- \⅛ / ’∕ β*4∣  β≡τ<i θ∖

s / согласно неравенству —71 ≤ -^y-, v≥2 1
ЯП
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∣(*y  (?НВ ≡>

Продолжив такие рассуждения по схеме доказательства леммы 3 [9] получаем доказательство леммы 2.
§ 3. Доказательство теоремы 3

Сначала проведем доказательство при ограничении
Л λ≈⅛=⅛ Σ f iι<r<fF⅛(u)<V l, i-I I « ι>BwТогдаΛs,,≤2Λs5fι< į (согласно (23) [9] и тому, что ∣ ai ∣≤βn).

Обозначим
D.+,.;„(*)=  f 8, (į)4(f +-↑) .£ Φs+1.,,(.v),

где
Λ=∑ (Mη, -αi).

i - iТак как
fγπ(x) = Fχπ(px + q),

то I Fza (х) ~ Φszπ W - DsZn (х) ≤ [ Fz,ι (х) - Fγιι (х) Į +
+ I ГУ„ (x} - Fγn (х) I + I Fχπ (рх + q) - Φs + 1 s∙n (рх + </)-- 0≈ + ι, хп (РХ + Ч) I + I Φs + ι. х„ ('px + ?) - Φ,zn (х) I ++ I 0s + ι. х„ (РХ + ?) -F>sz,, (х) I == ιv1(x) + tv2(x)+w2(x) + w4(x) +ιv5(x). (12)ιι∙1 (х) можем оценить согласно лемме 2 [9], ιv2 (х) - согласно лемме I, ιr4 (х) - согласно лемме 2. Дополнительно отметим, что

ЛΣ ⅛J"l≤Λ,sπ.
i ∙= IДалее оценим ιt⅛ (х).
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Так как i.∣ΛV÷,).∑>,(*)∙ s.(*-l∙÷∣⅞])
,jχ-l <I∖+ι, +<7)

(здесь мы опирались на то, что Sv(λ-) периодические с периодом 1), то
В.. +1. χπ (рх + √) - DsZn (х) - =∑∖□'φ∙-√,∙÷l⅛])×

φs+1. х„ (рх + ?) - ( д" )’ ®.,z„ (х)

Согласно (7) имеем(jf~") = 1+θ,("')Λss,,, где ]Θ'(nι)j≤Θ(m),
а согласно (8) и (45) [9] получаем неравенство

! X» Φsz, (v) j ≤ Θ (v) e
Рассуждения, аналогичные доказательству леммы 2, дают оценку

χ, (φ >+1. х„ (рх + <?) - Φsz,, (■'•)) į ≤ Θ (г) (Λ,s,, + L,+s„) е
Отс юда»'s (x)≤Θ(j)-^(Λ,sn + L,+1.sn)e-1∙ (13)
Остается оценить h,3 (х).Для этого применим следующую лемму [2]:Лемма 3. Пусть А, Т — положительные числа, k≥2 — целее число, 

G (.v) - неубывающая чисто разрывная функция, П (л*)  - функция огра­
ниченной вариации.

Если1) G ( — ∞) = ll ( — оо), G(∞) = ∏(oo),
2) f |л-|л j(g(λ-)-Π (.v)j j < со,

3) функции G (л*)  и ∏ (.v) могут иметь разрывы тольк в точках .vv(.vv< < A* v + 1; v=0, + 1, ...), причем в этих течках функции G (.v) и ∏ (.t) непре­
рывны слева или справа, существует />0 такое, что ,v4+1-a*4≥∕ при всех v,
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4) всюду, за исключением течек .rv, функция П (л-) имеет производную 

и I П' (.v) I < А (1 + I .v I)"*,  то при Т> 1 и Tl> 'θ0 имеем 

где

1=0, к.

Положим в этой лемме A=s+1, G (.r) = FXn (.г),∏(.V) = <1>1÷1. ,γ,, (.V) + O.+1, х„ (А), Т= Т„= 5ll°"

Так как в этом случае ∕≥ ? то, ввиду (6), все условия леммы 3 выполнены, 
если ^,-<40. Остается найти А.

Очевидно,
i s аЛ__в„
dx2,1∖ I, + A Λ А ’где производная существует,
d c, (xBπ 1 А„\ . ц,_. ⅛ σ l×Ba , ЛЛ\ il∣xsΛ∣∙ + ∕J=<-'> /, Ч*  +1"∣'еслич>|

Поэтому
+s≈-√IΓ5-(> 1") X∙-- ψ-..v, 

fyv (^-s + l, A",l (λ') + Ds + 1, Хл (-v)J =

= ss.2
s^⅛-(?+!') <C^-,. φ∙÷uw∙

Отсюда, из (10) н (45) [9] находим, чтоΛ=∈ψ) (-''J2
Следовательно,

,.∙3(x)≤,l w,'l31 , (I + рх + q ',ιtι. \ I 1 dt +

т п
+ f '⅜, ⅛(0∣r1Λ +о (s,)'j. (14)
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где 8/, х„ (0 = 8/, х„ (l) — А/, xπ (z)∙

оо
∆f, х„ (f) = f el'1,d(x' Ds+1, λ∙π (Λ∙)),

X

/=0, 5+1.
Отметим, что согласно неравенству, аналогичному (41) [9], множитель (1 + I px+q |)"ls+ 11 можно заменить множителем (1 + ∣ х ∣)^li+ 1,. Нам достаточно оценить

(15)
Сначала оценим ∕1.Методом математической индукции легко доказываются соотношения

=(-ty∑ ^,e,'∖,ωr-'=
i =o

('4 + 1. Λ√')). 0≤v≤*.

Здесь и далее
⅛+ι, λ∙,,(,)-

Отсюда и замечая, что при нечетном v 
s,W =

а при четном v
Sv(x) = gimitx

m = — 0Q (2πm)v
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где Σ' означает суммирование по2ττ Л ’ ЧТОΔs+ι,⅛W=-<7 f

√÷.(∑ ∑'

∖ v= I ni = — а

всем целым m≠0, получаем, обозначив
el'∙vΛ5 + 1 Ds+1 χn(x)dx =

____ 1(τm⅛j'*⅛+^i [(' + τm^)7 1⅛ + l. Л-„(' + ™Д,)]У
Согласно (10) имеем

μ = 0, 1. (16)
-QСледовательно, при ∣∕∣≤-^i получаем, что

≤Θ(j) Л е
л’вл’’ей’(∕ I -ntBn)*

Итак,
πBnk . - , . ",B∣!f j ∣λ≤Θ(5)b β^,оОстается оценить

(17)

(18)
Рассуждая так же, как в доказательстве теоремы 3 [9] нхаодим, что"а„

К
f lδs+l,in(f)ir1Λ≤Θ(s)Ls + li,π, (19)о где Nn>4BπL3n,Ввиду (53) [9], остается оценить

πin

h п

^.j=f п K-m'∙-Ш'',,^'i+2,λ,
πJ⅛ ∣≠∣!. ∙l∙∙, I, 
*⅛ 1ч = 1.................j+1∙,√=1, v, где hNn=Nn.
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Так какΛ,-M,,.(∕) = fr,-Λt] = ffj(lh) где pi = η'~a'

1

^ = (2π''β,,)' " f ∏ ∣Λ. (2π∣) ir-<^>dι.
i≠l,.Обозначив ql,li = Р {pz = ιn}, находим, чтоl-∣∕p,(') 2=2 ∑ si∏2

согласно неравенств)' ∣.v∣≤el∕p.(2π∕)≤exp {-∕1(∕) },где Λ(O=2j mi sin2πmΛ
Следовательно,

∣' exp{-∕,,(∕)}Γ→+2)√∕, (20) 
где

4(') = ∑ ιi(tγi -- 1Отметим, что подобные рассуждения подробней проведены в работах [1] и [8].Если обозначим
Λ(')=∑ ∑ ( m' yι<i>m∙

где (I α I) означает расстояние а до ближайшего целого числа, то, ввиду не­равенства ∣ sin та ∣ ≥2 (| а |). получим, что/„ (0>4У„ (О-Согласно лемме 2 работы [1] в интервале 1∑ ≤∣ ∕ ∣≤ į имеем
√,,(r)⅞ _[ min ∑ αf(o, г/, Л„). (21)

a. ų lОтсюда следует, чтоφ4,≤Θ(1y)ln(l+Λζ1)exp∕-min У αi(t7, q, Vπ)}, (22)' 0,9 l∙-ι J⅛ = 0, 1, s+1; 7=0, 1, v.
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Согласно лемме 1 из [1] существует такое разбиение O = to<tl<ι,,< <<⅛,,= 2 интервала [θ, что

Λ,ω>3l6(r-6⅛'>)2
если (∈[ιf", , ∕,⅛'∣], причем ιli", при данном и в зависимости от i равно или fj''>, или ∕,!",l. При этомΛ∕n≤5∕Vn. где (V,1 = 45,,Z.3,,Λ-1.Здесь мы имели в виду,

Σ ∑ '⅛>""
' '■ 1 ⅛ NnИз (21) и отсюда следует, что
φv7≤θ(s) (β ) WJ+l, vcχp { - 2 miπ ∑αi(a. 9. M,)}×

1f exp { - 2J,, (∕) ] dt ≤ Θ(j) (д ) * Λf,,∙, 12-τ,
c,v

× exp ∣ - į m'n ∑ α'(fl, 4∙ λ,,'Jj x

×Σ I eχp { - 18 -''-<",)2 a" jrf'≤
≤ 0 (r) Af„ Z3„ exp I - * min У α1- (a, q, (V,,)}, (23)

t " '' , ,-i ,

v=0, 1, s+l; √ = 0, I,Согласно (17), (19), (22), (23), имеемΛ ≤ θ (τ) ^cxp I - 8λ,', J + Lλ + 2 ,1 + (1 + ⅛ 1) ×
× min {In (1 + N„), N,,L∙l,,} ×

×exp ∣ - į min ∑ α1-(α, q, N„) (24)
Оценим ∕2.
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Очевидно, что
4≤ ∑ f f8i+1,in(∕)μ-1Λ =A l π*ι f('2fc-∣) л
= ∑ f i8s + 1. + + 2 Л.о-А-1 пдм к=\

~~itТак как
f ei'x(dχ∙' φ* + l,⅛n w) λ=(-'7)',^1as + 1. *„(')■  

(25)

rf1 + ι, Λ∙,,(0= ∕ ei"tdDs+i.χlt(x)= -it f e''^βs+lιχn(x)dx =— — <χ,
= ~t∑ Σ hatl^n(t + τmB,)(t + τmB,,y-i v--1 nt=- aj n,и, применив равенство
∑ *■= (≡≠ d
i-Опри
а = - + 1,

τmBn

⅛÷ι.⅛ω= jį' e'-⅛[l-(-Λ→l∩⅛,+1.⅛(' + τ⅛∙
Замечая, что

(-⅛)'+ι8.÷ι,⅛ω=
= (∙s+1)! 2 ^⅛Γ^ dr> (∕⅛∣W-a∙+>. χn (0-⅛+ι. ⅛(,)) v.l(равенство аналогичное (47) [9]),Λ,0 + τfc⅛)=e-'*V⅛(0,
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<4 + ι, χπ (t + τkBπ) = e~i'k^n As+lι χπ (t) + 
+ £ eiτ'"','∣ hs+i χπ[t + τ(k + m)Ba'j-

m ≠ — k
-e^i^"(-τkBπΓ1,s~2h^∙x'^-

- ∑ eh"4,(τm⅛,)2-'Д тД,(Аг + т)Дй5 + 1. Xa(t + τ <k + т)В„} ,

m≠-kexp { - (∕ + τ∕Sn)2} ≤ exp } e

если l,l≤-y и ∕≠ 0-целое число, и применяя (16), получаем, что⅛
h

li'^r.kB f ∣¾÷ι,⅛(' + τ*5 n)∣Λ ≤n о
≤Θ(x) Д (exp{-(π*")∙I  + ( Д ’ +

s ÷∙1 h ∖
+ ∑ f Į ⅛ (z√o-⅛÷ι.,,ω)∣Λ)v—0 0 ∕Рассматривая последние интегралы таким же способом, как подобные интегралы, входящие в (18), находим отсюда, что
Ą.*≤Θ(s) ^i5 + 2, n + (^ ) +

(26)
И

3
к

+ (l+L)+1)min(j, Lto)exp(-į min £ cc1∙(o, q, 7v-)}j∙
Из (12), леммы 2 [9], леммы 1, леммы 2, (13) - (15), (24) - (26), (6), (9) (11) следует доказательство теоремы 3 в случае^jsn < g
В случае Λs5n ≥ доказательство аналогичное доказательству теоремы[9] в случае AsS/i> ∙∣Теорема 3 доказана.В заключение автор благодарит проф. В. Статулявичуса за внимание настоящей работе и советы.
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RĖTINIŲ NEPRIKLAUSOMŲ ATSITIKTINIŲ DYDŽIŲ SUMOS PASISKIRSTYMO FUNKCIJOS ASIMPTOTINIAI IŠDĖSTYMAIV. Pipiras
(Reziumė)Tegul ς1, ξ2, ..., ξ,l - nepriklauscmi atsitiktiniai dydžiai, įmaunantys reikšmes pavidalo 

ai+hk (7i>0;A=(), ±1, +2, 2, ,,,,π)∙ Šiame straipsnyje įrodoma, kad atsitiktinio dydžio
pasiskirstymo funkcijos asimptolinio išdėstymo liekamasis narys absoliutiniu didumu

i --1 neviršyja ε ^B,, (1 + i x )j(1 + i x )~r Lrn (ε (z) ->0, kai z-> ^< j, jeigu M∖ ξl∙ ir< x0'5=3; i= I, 2, 
.... n) ir patenkinamos kai kurios kilos sąlygos.

DIE ASYMPTOTISCHE ZERLEGUNGEN DER VERTEILUNGSFUNKTION VON DER SUMME UNABHÄNGIGER GITTERFÖRMIGER ZUFALLSVERÄNDERLI­CHENV. Pipiras
(Zusammenfassung)Es seien ς∣, ξ2, unabhängige Zufllsvcrändcrlichen, die nur Werte der Form a∣ + ∕ιk

(//>(); к=0, + I, ±2 z= I, 2, n) annchmcn. Sind M∖ ξ,∙ I < x (r>3; i= 1, 2, und sind manche andere Bedingungen erfüllt, so ist der absolute Wert des Reslgliedes der asymptoti­
schen Zerlegung der Verteilungsfunktion von der Zufallsverändcrliche Bll 1 ξl∙ nicht größer als

Iε (βn (1 + I x i )] (1 +! x I )~r Lrπ, wobei ε (c)→0 (z→∞).


