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О ЗАКОНЕ ПУАССОНА НА ГРУППАХ

А. Рухин
Пусть X — локально компактная абелева группа, удовлетворяющая второй аксиоме счетности, а У — ее группа характеров, т. е. если χ∈K, λ∙, уеХ, то

e∣7.(χ+y) = ei'/A*)  e⅛<y∖Если μ — некоторая мера на X, то ее характеристической функцией пли пре­образованием Фурье называется функцияμ (z) = f ei,- <*>  d μ. (.v) , χ e Y
xСвойства характеристических функции, так же как и некоторые другие факты абстрактного гармонического анализа предполагаются известными (см., например, [1]).Если v — некоторая конечная мера на группе X, то законом Пуассона, ассоциированным с этой мерой v называется распределение, получаемое за счет сдвига на некоторый элемент мерыπ = e-ω (ε + v+ v*^ + + + j, (I)

где через ε обозначена единичная нагрузка, сосредоточенная в нуле группы 
X, а через v*"  — и-ая степень свертки меры v с ней самой (см. (3, 7]). Харак­теристической функцией этого закона являетсяπ(χ) = exp { ∕χ(χ∙0)+ f (e'×<''-l)<Zv(x)l (2)

1 х ’Если Х=Тесть группа вращений окружности, то согласно этому опреде­лению, законом Пуассона на Т является распределение с коэффициентами Фурье ct = exp∣ ∣^ (ert*-l)<∕v(.v)  } , keZ,

где '> — некоторая, вообще говоря, ненормированная мера на окружности. Докажем следующее.
Предложение. Безгранично делимое распределение π на группе X 

Λ>ιemc>ι законом Пуассона тогда и только тогда, когда каждый характер 7 индуцирует на окружности закон Пуассона.
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Доказательство. Предположим сначала, чтол - закон Пуассона на X. Тогда согласно (2) для некоторой меры v на X π(⅛χ) = exp I ∣ (erty∙∞-l)dv(x)

' х= ехр j f (elk'- i)dv7(t) } (3)
1 т 'Здесь vz (∕1) = v({λ∙ e,*ω∈Λ}). С другой стороны,

π(kχ)=f e'tzl,'<∕π(x) = f e'kl dπχ(t) = ct,

х тгде πz — мера, индуцируемая распределением π и характером χ на Т.Таким образом, в силу (3), действительно, каждый характер имеет распре­деление Пуассона на окружности.Пусть теперь π - некоторая безгранично делимая мера на X такая, что ⅛ (⅛χ) = exp I f (e't'-l)Jvz(∕) } , *∈Z, χ∈r (4)
тВ силу аналога представления Леви-Хинчина для безгранично делимых распределений, характеристическая функция которых не обращается в нуль, имеем (см. [3, 4]).π(fcχ) = exp I ιχ(Λ'0) + f (elk*< x>- I -⅛(x, ⅛χ)) dF (.v) - φ (к χ) } ,

где л0 — фиксированный элемент группы X, g(x, χ) - некоторая функция на X×Y, не зависящая oτπ, F — некоторая мера, конечная на дополнении каждой окрестности нуля в А" и такая, что для всех χe Yf (1 - Re e,χ (л)) dF (.r) < ∞,а —φ (χ) — логарифм характеристической функции симметричного нормаль­ного закона.За счет сдвига меры π мы можем считать, что .vo = 0. Далее имеем⅛(*χ)  = exp j f (ert'- 1 -⅛1(Z, fcχ)] rfFx(z)-φ(*χ)  } (5)
Заметим, что представления (4) и (5) можно считать единственными в том смысле, что единственно представление полугруппы мер πs, π1 = π, πs + r = = πs * πl, πi → ε,s→0πs(Aχ) = exp I s f (eik,- 1 -∕⅛1 (∕, kχ)j dFγ(l)- sφ(kχ) ∣,

⅛s(kχ) = exp I j f (e'* , - 1) rfvz(∕) J.
TОтсюда получаем φ (χ)=0 и f g1 (t, kγ) dF7 (∕)=0, так что

logπ(kχ)= f — 1 )dF(x)

xи π - закон Пуассона на X.
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Отметим, что аналогичное утверждение для гауссовских законов также имеет место (см. [3, 8]).Мы рассмотрим далее случай, когда мера v в (1) приписывает положи­тельную нагрузку λ некоторому элементу x0εX. Тогдаπ (χ) = exp { λ (e,'×<x"> — 1)},а мера π после сдвига на некоторый элемент сосредоточена на элементах вида 0, Ло, 2x0, причем если л0 — элемент бесконечного порядкаπ{∕Λ∙0} = e^λ 7- /=0, 1,если же х0 имеет порядок р, тоπ{⅛} = Γ^ t! 7=0∙ 1∙ >P-'-

k≡l (mod ∕>)Хорошо известна теорема Д. А. Райкова ([2], согласно которой закон Пуас­сона на аддитивной группе всех вещественных чисел представим в виде ком­позиции лишь пуассоновских распределений. Еще в 1939 году П. Леви [5] показал, что аналогичный результат имеет место и для группы вращений окружности, если — элемент бесконечного порядка или порядка два. Мы докажем следующий более общий факт.
Теорема. Пусть закон Пуассона π, ассоциированный с положительной 

нагрузкой в элементе л0, представим в виде композиции двух мер. Если Л'о — элемент бесконечного порядка или порядка два, то обе эти меры — 
также законы Пуассона. Если х0 — элемент конечного порядка, большего 
двух, то эти меры всегда можно выбрать отличными от пуассоновских.Доказательство. Пусть π1 и π2 - распределения на X такие,

πl * π2 = π.где π — пуассоновская мера, связанная с элементом λ-0, который будет сей­час предположен бесконечного порядка.Покажем прежде всего, что мы можем считать, что π1 и π2 сосредоточены на множестве {∕cx0, k=0, 1, ...}.В самом деле, так какπ{Λ}= [ πl(∕t-x)dπ2(x), (6)
хто найдется точка xiεX такая, что π1{x1}>0, и значит при некотором x2εX и π2 {x2} >0.Далее замечая, что при всех борелевских множествах K1, К2 π1{K1}π2{K2}≤π{K1+P2}, (7)получаем, что π {x1 + x2} >0 и x1 + x2 = kxa при некотором k≥0. За счет сдвига меры π2 можем считать, чтох2 = 0. Тогда x1 = kx0 и единственными точками поло­жительной π1 меры являются элементы вида kx0, k=0, 1, Ясно также, что аналогичное утверждение справедливо и для π2. Пусть далееπ1=ι⅛* ,+ π⅛l,, π2 = π[2>-Ь τ⅛2∖
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где π∙i,, - į'1 ι = l, 2 — однозначно определенные меры такие, что πjil {.v} = 0 при всех хеХ, я π⅛, {X∖A}>0 для некоторого не более чем счетного множества 
А. Из предыдущего следует, что меры πf∕, и πj,2> сосредоточены на множестве I A∙.vll, ∕√=0, 1, }. Из (6) получаемπ<1 > * πf2> + π'l 1 * π,l∕' + π<2' * π<,l > = π - ⅛'> * π<∕>. (8)В левой части (8) стоит мера, не имеющая элементов положительной нагруз­ки, распределение же в правой части (8) сосредоточено на множестве 
{⅛l, k=0, 1, }. В силу неотрицательности мер π∙i, и τ⅛l видим, чтоπ<,>=0, 1 = 1, 2 и π=7⅛l>*τ⅛ 2>.(Ясно, что эти рассуждения необходимы лишь в случае незамкнутого мно­жества {⅛.v0, k = 0, 1,Если обозначить теперь через rt=π1 {A,v„}, rft=π2 {⅛λ∙0} и ввести в рассмот­рение ⅛ι(z) = У cte'k'Aχ∙∖ π2(χ) = У d,ei,',-∙

4 0 к •’— характеристические функции соответствующих распределений, то (6) означает, что при всех χeV
О) <х> »У cte,tz<'∙> 2 dkelk^^=e->- У e,tzc'j. (9)

lk-0 A∙τ=0 Л=0Полагая z-ei∕.M перепишем (9) в виде
У zk У cf⅛-f= у *, e~>-. (10)

к-0 .--О к- I)Заметим, что множество N≈ {ei*f∙x,∙∖ γβY} совпадает со всей окружностью 
Т. Действительно N является подгруппой (топологической) группы Т. Если 
N≠T, то найдется число r≥2 такое, что У=| е ' г=0, 1, r—1 | и
значит e,rzc'", = e'z<rz", = 1 при всех χeiz Но это означало бы r.vo = 0, что про­тиворечит нашему предположению о бесконечности порядка л„.Из того, что (10) выполнено при всех г, ∣z∣ = l, выводим

к
У eedt.e = e~λ ⅛ = 0, 1, (Н)

е 0Теперь оставшаяся часть доказательства проводится как и в вещественном случае. Если c,,.>0 первый не равный нулю коэффициент сЛ, то из (11) извле­каем
Отсюда заключаем, что существуют две постоянные C1 и С2 такие, что

\к ук
ck<C, dt<C2
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Но эти неравенства показывают, что π1 (z) и π2 (z) как функции от комплекс­ного аргумента z являются целыми функциями экспонентного типа, не об­ращающимися в нуль согласно (10). Известная теорема Адамара о фактори­зации целых функций показывает, что⅛1 (z) = exp { λ1 (z - 1)} , π2 (z) = exp {λ2 (z - 1)}при некоторых постоянных λ1 и λ2. Отсюда получаемc e-λ, ±L j. = e-x, А»_

c* e kl ’ “» e *|  'В силу неотрицательности чисел ск и dk получаем, что λ1, λ2>0.Разберем теперь случай, когда — элемент конечного порядка pxo=O. Как нетрудно видеть, мы можем отвлечься от исходной группы X и рассмат­ривать закон Пуассона на аддитивной группе целых чисел по модулю р Zp. Тогда
I , i2ππs = exp < — λ 11-екоэффициенты Фурье нашего

p) Į ly = 0, 1, ...,p-l
закона π.

Пуассона с параметром
Пусть ⅞i = exp {-*  (1λ2 , вероятности которого суть— е p 1 > — характеристическая функция закона

_х
q∣i = e 2 Σ

с ≡A(mod />)Ясно, что ⅞2=πs.Положим теперь
* = 0, 1, р- 1-

о į i2π — ι'2π —,
rk> = qk + ~ (aiRee p+β1Ime ’),

о į I2π - ι'2π - ,гР =qk+ - (a2Ree ,,+β2Ime pj.
Понятно, что если коэффициенты a1, a2, βl,задают распределения вероятностей на Zp.Заметим далее, что

(12)
β2 достаточно малы, то rįn и rį2)

p-1
ril,= ∑Л = 0

,2π * p-' i,π *
e " rp = ∑ е ” qk +

k-n

p-1+ “' У 
р ta

'-' tin*  , ∕2π⅛ -)2π*,∑e ' (е p—е = λ∙--0
s≠ I, p-1, j= 1, 
s=p-1.

8 Lietuvos matematikos rinkinys, X∙3
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Аналогично
;(2> _
* J

я,.
⅞1 + o⅛ + (β2, 
⅞p-1 + ¾-'β2.

s≠ 1, p- 1,5=1, 
s=p —1.Покажем, что возможен выбор коэффициентов αj∙ и βj∙ таким образом, чтобы было (13)В самом деле (13) выполнено при 5≠1, р-1. Для выполнения (13) при всех5 в силу условия rθ2∣ =γJλ нужно, чтобы(⅞ι+z,) (⅞1 + z2) = ⅛1.Здесь z1=a1 + ∕β1, z2=a2 + ∕β2. Предыдущее равенство эквивалентно следую­щему

Я1 (zι + z2) + z1z2 = 0,откуда без труда получаем
Таким образом, действительно, найдутся числа aj∙ и βjJ= 1,2, не равные нулю одновременно и такие, что имеет место (13) и (12) задает распределения веро­ятностей на Zp. Эти распределения при р>3 заведомо не являются пуассо­новскими.Для /> = 3 положим

Ясно, что при достаточно малом положительном ε r<l> и f<z, являются преоб­разованиями Фурье вероятностных непуассоновских распределений на Z3 и вместе с темr^<1>∙r^<2> = π,, 5=0, 1, 2.Наконец, так как при р = 2 всякое вероятностное распределение на Z2, отличное от равномерного, является пуассоновским, то всякий закон Пуассона в этом случае представим в виде композиции лишь пуассоновских распределений.Теорема таким образом доказана полностью.Отметим, что последнее утверждение теоремы дает ответ на вопрос, постав­ленный П. Леви в [5].В заключеие заметим, что гауссовский закон на группах, вообще говоря, представим в виде композиции негауссовских компонент. (Впервые примеры 
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подобных разложений были приведены Марцинкевичем [6]). В связи с этим, используя представление (5) можно доказать, что в классе безгранично делимых законов нормальный закон также как н закон Пуассона расклады­вается лишь на нормальные соответственно пуассоновские компоненты.Ленинград Поступило в редакцию12.11.1969
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APIE PUASONO DĖSNĮ GRUPĖSEA. Ruchinas

{Reziumė)Nagrinėjamos Puasono dėsnio faktorizacijos grupėse. Įrodytoji teorema apibendrina Levi ir Raikovo rezultatus.
ON POISSON LAW ON GROUPSA. Ruchin
{Summary)The known result of Raikov concerning decomposition of Poisson law is generalized to the case of locally compact Abelian groups.




