
4X LIETUVOS MATEMATIKOS RINKINYS 
ЛИТОВСКИЙ МАТЕМАТИЧЕСКИЙ СБОРНИК 

i «70УДК—512.25 + 519.3 : 30.115

ОПТИМАЛЬНОЕ УПРАВЛЕНИЕ НЕПРЕРЫВНЫМ ПРОЦЕССОМ ДИНАМИЧЕСКОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ В БЕСКОНЕЧНОМ ИНТЕРВАЛЕ ВРЕМЕНИВ. БИСТРИЦКАСНаиболее общая задача о „золотодобыче" в дискретном случае приводит к рассмотрению функционального уравнения∕(z,y) = max А: az + by+p1f(r1z,r2y),
В: cz + dy+p2f(slz,s2y), (1)[где параметры | а ∣, ∣ b ∣, | с ∣, ] d\, z, у, pl<∞, i=l, 2, удовлетворяют нера­венствам 0≤p√∙,, ∕>2ji<l', z, у, pi≥0. Решение уравнения (1) найдено автором в работе [3]. В данной работе при помощи принципа максимума исследуется непрерывный вариант упомянутого уравнения. В случае, когда b=c=0, r2=j1=l и r1, ⅞≤1, непрерывный процесс методами вариационного исчисле­ния исследован Р. Веллманом (см. [1], стр. 262).§ 1., Формулировка задачиРассмотрим систему S, состояние которой в любой момент времени t опи­сывается вектором (x1, х2), где 0≤x1, x2< го. Стечением времени эта система управляется одним из двух допустимых управлений А и В. Используя управ­ление А в интервале (⅛, r0+δ), когда система S в момент времени /„ находится в состоянии (z, у), с вероятностью pį получаем доход azS+byS и система S переходит в состояние (rfz, r2y), и с вероятностью 1 —р® дохода не получаем, и процесс управления прекращается. Аналогично приписываются доход 

czS + dyS, вероятности pξ, 1—р®. состояние перехода (∙sfz, sįy) управлению В за интервал времени δ(O≤pl, p2<l).Предположим, что в каждый момент времени Γ=fc∆, fc=0,l, ... мы прини­маем решение относительно того, какую долю следующего интервала длины Δ мы отводим соответственно для управлений Ан В. Это влечет выбор доли φ1 (к), которая означает, что в интервале длины φ1 (fc)∆ используется управ­ление А, а в интервале (1 —φ1 (fc))∆ — управление В.Задача состоит в определении такой последовательности операции φ1 (λ), ⅛=0,l...........которая максимизирует математическое ожидание дохода.§ 2. Дискретный процесс управленияОбозначим f∣l (z, у) максимальное математическое ожидание дохода, когда процесс управления продолжается не более чем N интервалов времени Δ, и в начале процесса система находится в состоянии (z, у) и во всем интервале вре­мени Δ используется только одно из допустимых управлений - либо А либо В.
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Используя принцип динамического программирования, имеем, что ∕o(z,j)≡θ, Г p' [az δ + z,j, δ+≠λ'-' ∙r^z, r^1 A(z,y)-max į z,2∆[czδ + jj,δ+λ-1(jδz.jδj)] J - где 2V>1. Переходя к пределу, когда .V→ω, получаем уравнение,, . Г P∖ [az∆ + ⅛y∆+∕(r^z,^y)], "I
z,y — max|_ pΛIcz^ + dy ∆+f(sfz,sIy)] J ’

которое эквивалентно уравнению (1). (la)
§ 3. Непрерывный процесс управленияВ этом параграфе рассматривается непрерывный вариант дискретного процесса управления.Обозначим (x1 (t), x2 (z) j состояние системы S в момент времени t, когда процесс управления продолжается до времени f, x3 (t) — вероятность того, что процесс управления продолжится до времени г; х0 (г) — математическое ожидание дохода, полученного до момента времени t; t=k∆,, k=0, 1,... Пре­небрегая членами второго порядка малости по Δ, имеем, что*1 (t + Δ) = x1 (t) (rf> m s’- <'>)δ ≈ x1 (r) [ 1 + φ1 (z) Δ In r1 ++ φ2(z)∆lns1], φ2=l-φ1ix2 (Z+Δ)≈x2 (Z) [1+<p1 (z) ∆ln r2+φ2(z)∆ lns2],
x3 (t + Δ) = x3 (z) (p*  <'>/>’• <'>)δ ≈≈ X, (z) [1 + ∆φ1 (z) ∕n pl + ∆φ2 (Z) In p2]И
x3 (Z + Δ)≈x0 (Z) + x3 (Z) {[αφ1(z) + cφ2 (z)] x1 (z)∆+[⅛φ1 (Z) + <⅞2(Z)]×× x2 (Z) Δ}.Переходя к пределу, когда Δ→0, получаем систему дифференциальных |урав- нений ⅛1 = *з  (z) {<P1 (z) [а x1 (t) + bx3 (Z)] + φ2 (Z) [cx1 (Z) + <∕x2 (Z) ] },
-rf- = [<Р1 (0 In rl + <p2 (z) In sj] x1 (Z), ⅛ = [φι (') In r3 + φ2 (Z) In sj x2 (Z), ⅛ = [φι (0 In Pi + фа (') In Pal ¾ ('). (2)

где φ2(Z) = l-φι (z) иO≤φ1(Z)≤l. (3)Таким образом, имеем следующую задачу оптимального управления со сво­бодным правым концом фазовой траектории: среди всех допустимых у правде- 
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ний «pi (г), O≤<pι≤l, для которых соответствующая траектория ∣x(z) = (x1, 
xi, xs) системы (2) исходит из начальной точки x(0) = (z, у, 1), найти такое, для которого функционал

т
∣' x3 [(zzx1+ ∂xa)φ1+ (cx1+ <∕x2) φ2] zfr (4)

опринимает наименьшее возможное значение.§ 4. Синтез оптимального управления, когда T= ооВ этом параграфе при помощи принципа максимума (см. [2], стр. 209) ре­шается следующая задача оптимального управления: требуется найти такое допустимое управление φ1 (г) = 1 —φ2 (z), чтобы интеграл
∕= I :М(0*1  + **2)ф1(')  + (г*1+ ‘^2)?2(<)]‘* (5)

осходился и принимал наибольшее возможное значение, когда фазовые пере­менные удовлетворяют системе дифференциальных уравнений
-įį- = - [®1 Φι (') + «1 ?2 W1 *1.= - [≈⅛ ψι (z) + иг φ2 (z)] х2, ⅛ = -[?1ф1И + ?2?г(')]^з,

*ι(0) = zi

¾ (°) =/; (6)

λ⅛(0)=I,где τ∙l=-Inz∙j, и,= —l∏ji, ql= -In pt. Допустимым управлением мы будем на­зывать всякую кусочно непрерывную функцию <pι (z), z0≤z≤z1, удовлетво­ряющую неравенству
0≤φ1 (z)≤l.Так как

t f∫ Ф1 Л ∫ φ1 (it
Λ-1(∕) = zr1θ .jθ

t t
∫ 9ιdt ∫ Ф, dt

χi(t)=yr02 *4
t t
∫ Vi dt ∫ <ρ∣ dt

X3(t) = P0l -p02TO
t t∫ Φι dt ∫ φl dt

gl(t) = XΓX3 = z(plr1)<, ∙(p2s1)0
t t
∫ φldt ∫ <p1 dt

gs(t) = x2∙x3=y(p1r2)0 ∙(p2¾)0Очевидно, что при 0≤p1rl, par∣<l функции g1 (t) и ga (z) монотонно стремятся к нулю, т.е.lim gl(z) = O, ι=l,2.r→x
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Ввиду признака Дирихле (см. [4], стр. 564), интеграл (5) сходится, когда θ≤jPι,"∕! ∕,2∙v.< 1- Таким образом, в случае функционала (5), заданного несоб­ственным интегралом, применяется принцип максимума (см. [2], стр. 209). Функция Гамильтона (см. [2], стр. 24) для рассматриваемой задачи имеет видЯ(*.  Ψ,φι)= -ψι*ι  (≈>ιφι + w1φ2)-ψ2*2  (¾91 + «2? 2)-ψ3¾ (?191 + ?29г)- ψ0x3 (αx1 + bx2) φ1 - ⅛γa (cλ-1 + Λ⅛)φ2.С помощью этой функции мы составим систему дифференциальных уравне­ний для вспомогательных неизвестных ψf,√=0, 1,2, 3.-≠≡°1
dt^l= -∣^- = Ψι(≈,ι9ι + Wιφ2) + ψ0x3(αφ1 + cφ2)∙, (7)

■ = ψ2 (9ι г’1 + 9г «2) + ψ<ι τ3 (b φi + d φ2);
^dt = “ = Ψ≈ ⅛ι 91 + 9г) + ψo (αxι + bxs) tPι + Ψo (fλ'i + <⅛) ⅞ •Подставляя вместо φ2 его выражение 1 — φ1, имеем, что
Н= - u1ψι∙τ1 - ⅛ψ2x2 - <72ψ3x3 - ψ0x3 (cxl + ⅛) ++ [("ι-J>ι) ψΛ + (¾ - иг) ψ2x2 ++ (?2-01) ψ3x3 + (c-α) '⅛3∙i∙ι + (rf-⅛)ψ√r3x219ι (t)=k (z)φ1 (z) + ∕ (t). (8)Обозначим через φ1 (z) управление, удовлетворяющее принципу макси­мума, и переходим к его исследованию.Лемма 1. Пусть

k (t) = (u1-vl) Ψλ + (i⅛-i⅛) ψ2x2+⅛2-tfι) ψ3*3 + (c-α) Ψ<ΛΛ ++ (rf-⅛)ψ0x3x2∙ (9)
Тогда функция k (t) имеет непрерывную производную и

k' (t) = ψ0x3 (vx1 - ux2), (10)
где

u=b (u2+q2)-d (9i + k2), υ = c (q2 + υ2)-a (υl+q2).Доказательство. Согласно соотношению (8),
I (z) = -u1ψ1Λ∙1-u2ψ2x2-⅛⅛-ψ0x3 (cx1 + dx2). (11)Следовательно,fc (Z)= —I (Z)-¾ψΛ-o2ψ2.u-gιψ3xil--ψux3(αx1 + ⅛x2)=s(z)-∕(z). (12Теперь найдем производную функции I (z)
Г (Z) = - ul ψ[ x1 - u1 ψ1 x( - u2 ψ2 x2 - u2 ψ2 х2 - q2 ψ3 x3 -
- Ч2 ψ3 хз - Ψo *з  (c-rι + dx2) - ψ0 х3 (с х[ + dx2).Подставляя вместо x't, ψ), #=1,2,3, их выражения (6) и (7), после элементар­ных упрощений получаем, что

1' W=Ψo9ι* 3 (vx1-ux2). (13)
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Аналогичным путем находим, что/ (r)=ψ0φ2Λ-3 (ux2-vx1).Отсюда и из равенств (12) и (13) следует, что

k' (t)=s' (t)-l' (∕)=⅛x3 (ux2-vx1) φ2+ψ0¾ (ux2-vx1) φ1.Подставляя вместо функции φ2 ее выражение 1 —<рь мы придем к формуле (10). Непрерывность функции к (f) и ее производной следует из непрерывности функций ψj (t), xl (z) и их производных.Лемма 2. Если функция k(t)=O при 0≤Z≤T, Т>0, то

ux2 = VX1

управление φ1 (t) имеет вид-.Φι(t) =
U2-Ul

U2 — Ml + 1»1 — va (14)Доказательство. Так как правый конец фазовой траектории x{t) = 
= (x1, x2, хэ) не имеет ограничений, то условие трансверсальности в правом конце оптимальной траектории (см. [2], стр. 59) дает, чтоψl(∞)=0 при fc=l, 2, 3.В силу принципа максимума (см. [2], стр. 25) вектор-функция ψ(z) = (ψ0, ψ1, ψ2. Ψa) является ненулевой. Поэтомуψo<0.Далее, по предположению fc(z)=0, 0≤z≤Γ, имеем, что 

k' (z)=0 при Т>0.Итак, используя лемму 1, получаем равенство vx1 = ux2, ибо x2(z)≠0.Докажем соотношение (14). Если fc(t)=0 при O≤z≤T, то согласно дока­занному, точка (x1, х2) находится на прямой. Поэтому функции управления φ1 (z) и φ2 (z) в интервале [0, Т] должны выбираться так, чтобы наклон s = x2⅛ оставался постоянным (см. [1], стр. 270). Таким образом,
d / χz ∖ χ( χl j faφ1+∣⅞φI)χ2 +
dι ∖ χl J χ, χ, χl+ (z>ιψι + zz1φ2) s = r[(αι- v2) φi + (ul-u2) φ2] = 0.Так κaκτ≠0κφ1= 1 -φ2, то из последнего равенства получаем соотношение (14).Лемма 3. Для того чтобы управлениеφ1 (z) = l при 0≤z≤T(T>0) (15)

необходимо и достаточно, чтобы fc(z)(>)0, 0≤z≤Γ, и для того чтобы 
управлениеφ1 (∕)=0 при 0≤Z≤T (16)
необходимо и достаточно, чтобы к (t) (<)0, 0≤Z≤T.Замечание. Знак (>) означает, что строгое неравенство выполняется почти всюду.Достаточность. Согласно соотношению (6)

H=k(t)<fl (t)+l(t).
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В силу принципа максимума (см. [2], стр. 25), функция Я достигает макси­мального значения при управлении φ1 (г). Так как Н является линейной по φ1, то при k (t) (>) 0 управлениеφl (r) = l, когда 0≤r≤T.Аналогично доказывается, что при k (t) (<)0, 0≤z≤T, управление φ1 (г) равно нулю, когда 0≤r≤Γ.Необходимость. Из доказанного получаем, что если управление φ1 (г) равно единице, когда O≤f≤T, то k (r)>0 при 0≤∕≤7,. Следовательно, ввиду леммы 2 имеем, что k (г) (>) 0.Остальная часть леммы доказывается аналогично.Замечание. Для определенности предполагаем непрерывность справа до­пустимых управлений.Лемма 4. Пусть t>15≈z⅛, управление φ1 (t) = 1 в точке t=0 и vz≤uy. Тогда 
управление φ1 (f) = l для всех при и, z>≥0.Доказательство. Из непрерывности справа функции φ1 (г) следует существование такого t*,  чтоφι (r) = l при O≤r≤r*  (17)и z*>0.  Таким образом, из системы дифференциальных уравнений (6) имеем, что x1(∕) = ze-,"'и x2(r) = ye-'∙'при O≤Γ≤Γ*.  Так как ι⅛≥n2, то2⅛Iψ » — e<','-->'> — . (18)χ,(<) z z ' ’Последнее неравенство означает, что точка {×ι(t), x2 (f)j находится выше или на прямой vxl=ux2. Поэтому, согласно лемме 1,

k' (г)>0 при O≤r≤r*,ибо ψo<O, x2>0 и wx2>τ∣x1. Кроме того, ввиду леммы 3,
k (t) (>)0 при O≤f≤f*.Последние два и (18) неравенства дают, что
k (t) (>) 0 при />0.Отсюда при помощи леммы 3 получаем утверждение леммы. Аналогично предыдущей лемме доказывается следующая.Лемма 5.1 Пусть u2≥u1, управление φ1 (t) в точке г=0 равно нулю и uy≤vz. 

Тогда управление φ1 (г) равно нулю для всех t≥0 при и, vįsO.Лемма 6. Если и>0 и x1(0)=0, то управлениеφ1 (t)=0 для всех t≥0. (19)
Если u<0 и xl (0)=0, то управлениеφ1(z) = l для всех г>0. (20)
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Доказательство. Докажем (19). Так как фазовая переменная xl удовле­творяет однородному дифференциальному уравнению (2), то из x1 (0)=0 по­лучаем, что

x1 (z)=0 для всех z⅛0.Таким образом, точка (0, х2) не принадлежит прямой ux2=vx1 при x2>0. Сле­довательно, ввиду лемм 2 и 3, управление φ1 (z) равно либо нулю, либо единице. Кроме того, в силу однородности функции x0 (z) по х2 из φ1 (0)=0 следует, чтоФ1 (z)=0 для всех z≥0, и из φj (0) = I следует, что φ1 (z) = l, z>0.Предположим противное, что φl (z)≡l. На основании соотношений (5) и (6)
Подставляя φ1 (z)=0, когда z>0, по тем же самым равенствам (5) и (6) имеем, что

dy e-(e,+b,) I rfl _ _⅛L
∙, n. 4- i

О
qs + u2при x1 (z)=0. По предположению w>0 из последних двух соотношений полу' чаем, что

Полученное противоречие завершает доказательство леммы. Те же самые рассуждения приводят к соотношению (20). Аналогично доказывается следующая лемма.Лемма 7. Если и>0 и x2 (0)=0, то управление φ1 (t) равно единице для 
всех t≥Q.

Если v<0 и x2 (0)=0, то управление φl (z) равно нулю для всех z≥≈0. Лемма 8. Пусть и τ⅛≤t⅛. Тогда, если управление φ1 (z) = l в точке= 0, тоφ1(z) = l для всех Z≥0.Доказательство. Рассмотрим случай, когда vz<ζuy. По предположению φ1 (0) = 1 и непрерывности справа функции φ1 (z) следует существование такого ε>0, что управлениеφ1 (Z) = 1 для 0 ≤ t ≤ ε.Таким сбразом, согласно соответствующим леммам 3 и 1,
и

k (t) (>) 0 для 0 ≤ t ≤ ε
(21)Отсюда вытекает, что

k (Z) (>) 0 для O≤Z≤Z1 = inf {Z : ux2≤υx1}.Следовательно, управлениеΦι (z) = 1 для 0 ≤ t < t1. (22)
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Используя систему (6), получаем, что
— = — e~'<c'-',∙'> ≤ — , когда 0 ≤ t < t1 ,х, z z ’ 1 ’ибо α1≤ l⅛. Если v1 = v2, TOB силу однородности функции Х2 (0 ΠOXlHX2,φ1 (г) = = 1 для всех Z≥0. Если u1≤t>2, то существует такая точка z0, что
vx1 (Го) = ux2 (⅛)и vx1 (r)≤ux2 (г) при O≤z≤zo. Следовательно, из (22) имеем, что управлениеΨι (z) = 1 для 0 ≤ t ≤ Z2. (23)Приравниваем функцию φi (t) единице для O≤z≤T,. Тогда в силу (23) точка 

(x1, х2) находится ниже прямой ux2=nx1 и
Так как функция k (t)=k (х, t) является непрерывной по х2, то ввиду [лемм 7 и 3

k(t)=k(x, Z) > 0 для х2(Г)<8; T≤Z≤<2=inf {z>Γ, x2>8},где 8 — достаточно малое число. Итак, последние два соотношения дают,' ’что
k' (z)>0 для z>Γпри достаточно большом Т. Кроме того, из равенства (21) выводим, что fc,(z)≤0, когда z≥z0.Так как k(r)(>)O, t<t∣>, то при помощи последних двух соотношений имеем ⅛(z) (>) 0 для всех z>0.Итак, на основании леммы 3 завершаем доказательство.Заметим, что при uy = vz лемма остается в силе.Лемма 9. Пусть и>0 и u1≥u2. Тогда, если управление φ1 (z) равно нулю 

в точке z=0, тоφ1 (0=0 для всех z≥0.Лемма доказывается аналогично лемме 8.Теорема. Обозначим через <р (х) синтез оптимального управления φ1 (г). 
Тогда1) Если v, «>0, где

v— -a In (p1r1) + c In (p2s1),

и= - d In (p1r2) + Z> In (p2s2),
то функция <р (х) имеет вид’.для x2<⅞x1, для x2 > g xl,

(24)
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где

при r1≤r2* ∙^ι≥⅛
(25)

Если x2=qx1, то в случае r1≤r2us1≥ s2 функция φ( х) удовлетворяет соот­
ношению

(26)
а в остальных случаях функция φ (х) равна нулю.

2) Если-v, u<0, то функции^ и ψ, параметры^ usi, plu p2,a и c, b и d 
меняются местами в соотношениях (24)-(26), где функция ψ — синтез 
оптимального управления <p2 (г).3) Если u≤0, u≥0, то функция φ (х) равна единице для всех х>0.4) Если u≥O, -v≤O, то функция у (х) равна нулю для всех x≥0.Доказательство. Обозначим через φ (х) синтез управления φ1 (г). Пока­жем, что при v1 >г>2, u>0 функцияφ (x)=φ1 (z)=0, когда MX2>vX1, (28)и φ (x)≠ 1 в случае ux2≥vx1. Так как наша задача управления является авто­номной, то равенство (28) достаточно показать для t = 0. Допустим против­ное, что φ(x)=φ1(0) = l для всех ux2>ι>x1.Тогда, согласно лемме 4, имеем, что φ1 (z) = l для всех z>0. Таким образом, интеграл (5) принимает вид:

∕= f x3(∕)[αx1(Z) + Z>x2(z)]Λ.оПодставляя решения дифференциальных уравнений (6), получаем, что
аз

1= f [aze~l∙i'jrv^,+ bye~^, ∣'⅛)']J∕.
оСледовательно,

∞ l by
4ι + v, v2 + <∣1 ’Нетрудно видеть, что значение интеграла (5) πpHφ2(z) = l, t≥0,

cz dy ?s + «i <h + u2
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По предположению (>-≠0)∙Предыдущие два равенства дают, что 
К! при z→0.Отсюда вытекает, что предположение (29) не верно, т. е.9 (x)=Φι (θ)≠ 1 при ux2≥αx1. (30)Поэтому на основании лемм 2 и 3 имеем, что, либо φ1 (0)=0, либо φl (0) = с при ux2 = υxl. В силу тех же самых лемм из φ1 (0) = с следует равенство
ux2(t)-τ>x1(t), O≤Γ≤ε.Итак, получаем соотношение (28).Аналогично, используя леммы 5, 2 и 3, имеем, что если u2≥h1 и v>0, то φ (х) = 1, когда ux2<vx1, (31)φ(x)≠0, когда ux2≤vx1.Теперь в силу лемм 2 и 3 имеем, чтоφ(x) = c, когда ux2=vx1. (32)Так как осуществленный для системы уравнений (6) синтез является ре­гулярным (см. [5], стр. 359), тоφ (x)=φ (х).Поэтому из соотношений (28), (31) и (32) получаем доказательство теоремы в случае, когда r1>r2, s1≥s2, и, и>0.Во втором случае v1≤v2, u1≥u2h v, u>0. Ввиду лемм2 и 3 функцияφ (х) принимает значения либо 1, либоО, либо с. Так как функция ф (х) принимает значение с только на прямой ux2 = ι>x1 и функция x0 (() является непрерывной, то в силу лемм 8 и 9 на границе между значениями 1 и 0 [функции управления φ1 (г) удовлетворяется равенство
∣~ (yde~li∙clι rlj,1 + zce^,f,,t'rtjli) dt = (ybe~l^qι+v^ + ∑ae~t^1+vι^) dt.о оТаким образом, граница имеет вид прямой

Į d b \ : I a___________ —-* , ∖B2 + ρa v, + q1) Z\Vi + ęi Ui + įi

ПЛОСКОСТИ (Z, j) ИЛИч (l⅛ + ⅞.) (t⅛ + g,)у » 43/ У 3 ЧП %Заметим, что выше этой прямой φ (х)=0, а ниже φ (х) = 1.Рассмотрим случай, когда ι>1>ι⅛, u1>ι⅛ и и, г>>0. Применяя лемму 9; имеем, что если управление φ1 (0)=0, тоφ1 (г)=0 для всех f>0.
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*«(') _ у e,⅛,→j> л.
Xι(r) z '' zСледовательно, в достаточно малой области переключения управления φ1 (О имеет место равенствоs CD

(aze~li'+,,^' + bye~^'+v^')dt + x3(s) į [cx1(z)e-⅛∙+"'>∙'-1) + 
0 f

<D
+ Λ⅛(s)e-l,'+"'l,'-∙'l ]dt = f (cze~<* +u'>, + dye~to∙+u∙>')dt,оибо после φ1(0 = l точка (x1 (t), x2(r)j переходите область, где φ1(r)=O. Подставляя выражения

x1 (5) =ze~v,s, x2 (s) = ye~nl, *3(z) = e^,1*,имеем, что
J 5 <О

az f e~⅛ι+v,y, dt+ by f e~tqt+v,>tdt + cze~ivι~u,+q,~qt>s f e~fq∙+ut>ldt + 
00 o

4*  dye~(υ*-u∙+fl* -9*)  j (⅛ι+w∙)t dt= [ (czβ~^q,+u,∙), 4- dyε~^q,^^u*̂ t^ dt.öРазлагаем левую часть полученного равенства по степеням j
azs + bys + 'cz(ua-v2+qt-q2), _ czs ⅛⅛÷⅜-⅜-⅜), _ d 0 w = о.

<⅛ + <7s' «г+ЧгРазделив обе стороны равенства на j и переходя к пределу, когда j→0, получаем, что
a⅛, + ¾)-c⅛→1) ⅛(ua + ¾)-<∕(<7ι+gj)

Uι + <h ui + qa У'Таким образом, область переключения является прямой
V {u2yq1) r _г

12и синтез управления φ(x)=0 выше прямой переключения и φ(x) = l ниже этой прямой плоскости xl, хг,Случаи ι>1≤z⅛, ι⅛≤u2 и v, u<0 аналогичны соответствующим случаям l>1>ll2, u1≥u2 и V, и>0.Пусть а>0 и w≤0. Тогда в силу лемм 6 и 7 имеемφ1(∕) = l для всех Г>0,когда либо x1 (0)=0, либо x2(0)=0.Так, согласно равенству (8)
к (t)=a, (t) x1 + β (г) x2+γ(t),из леммы 3 получаем, что
к (z) = α (t) z+γ (/) (>) 0 при t≥0, x2(0) = 0 
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для всех z>0. Следовательно,α((), Т (') (>)θ ПРИ *>θ∙Кроме того, приравнивая z нулю, имеем, чтоβ (/) (>) 0 для всех Г>0.Далее, с помощью леммы 3 при z>5≈0, u≤0 получаем, что управление φ (х) равно единице для всех х>0.Случай z>≤0, u>0 аналогичен предыдущему.Нетрудно видеть, что во всех случаях синтез, осуществленный для сис­темы уравнений (6), является регулярным (см. [5], стр. 263). Таким образом, φ (x)=φ(x)(см. [5], стр. 359). Итак, теорема доказана.Институт физики и математики Поступило в редакциюАкадемии наук Литовской ССР 27.X. 1969
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OPTIMALUS TOLYDINIO DINAMINIO PROGRAMAVIMO PROCESO- 
VALDYMAS BEGALINIAME LAIKO INTERVALEV. BISTRICKAS
(Reziumė)Darbe nagrinėjama (1) funkcionalinės lygties tolydinis variantas. Gautas optimalaus valdymo uždavinys: reikia surasti tokią valdymo funkciją φl (/), tenkinančią (3) nelygybę, kuri maksimi*  zuotų (4) integralą, kai faziniai kintamieji (x1, xt, xa) yra (2) diferencialinės lygčių sistemos spren­diniai. Atliekama optimalios valdymo funkcijos sintezė.
OPTIMAL CONTROL OF CONTINUOUS DYNAMIC PROGRAMMING PRO 
CESSE’S IN THE INFINITE INTERVAL OF TIMEV. BISTRICKAS
(Summary)

A continuous version of the equation (I) is investigated. It leads to the optimum control prob­lem: maximize integral (4) subject to the constraints (3) when control function φ1 (t) salifies the ine­quality (2). Synthesis of optimum control function is given.


