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ИГРЫ С ИЗМЕНЯЮЩИМИСЯ ВЫИГРЫШАМИЭ. И. ВИЛКАСРассматриваются бескоалиционные игры с выигрышами, зависящими от множества „допустимых" ситуаций. Доказывается существование ситуаций равновесия в таких играх, рассмотрены вопросы доминирования и сведения таких игр к обычным путем введения доминируемых стратегий. Для частного случая сепарабельных выигрышей рассмотрена связь с обычными играми и их оптимальным по Порето изменением.Игру с выигрышами, зависящими от множества ситуаций, можно предста­вить себе как своего рода нормальную форму коалиционной или бескоали­ционной игры. Результатом процессов образования коалиций, определения дележей, торга и т. д. являются выигрыши на некотором подмножестве мно­жества ситуаций, к которому игроки придут в результате явного или неяв­ного взаимодействия между собой. Новые выигрыши указывают, что полу­чат игроки, если они ограничатся некоторым подмножеством множества си­туаций и продолжат игру на этом подмножестве.Игру такого типа можно также рассматривать как попытку обойти труд­ности решения некоторых классических игр. Вместо того чтобы решение перво­начальной игры определять нормативно, мы заставляем игроков количествен­но оценить полезность игр (их выигрышей) с новыми множествами ситуаций, появляющихся в результате соглашений или другого взаимодействия игро­ков.Если считать, что экспериментальное измерение новых полезностей воз­можно (в принципе оно мало отличается от определения обычной функции полезности), то рассмотрение игр с изменяющимися выигрышами дает новую возможность экспериментальной проверки нормативной теории.1. Игра Г. Существование ситуаций равновесияПусть задано множество игроков N= {1, и}, базисные множества стра­тегий — выпуклые замкнутые множества Sj = {jf} в т,-мерных эвклидовых пространствах, S=51× ×¾={s} и функции выигрышей fi (s, R), seR,
R<=S, ieN. Для того, чтобы игра при фиксированном Димела ситуацию рав­новесия по Нэшу [1], будем рассматривать лишь выпуклые замкнутые мно­жества Д и предположим, что, кроме того, fi (s, R) при фиксированных Ä и 
sj, j≠ i является вогнутой (нестрого) функцией s∣ для всех ieN и непрерывной по seR для всех Д.
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Для завершения определения игры Г нам необходимо задать множества стратегий игроков. Стратегиями игроков являются пары (j∣, Λ,), sleRl, Rlc 
cSi, Ri — выпуклые замкнутые множества. Естественно, могут допускаться и не все выпуклые замкнутые подмножества Ri множества Si. Обозначим Я, множество допустимых Λ,⊂5,i. Тогда игра Г, которую мы собираемся рас­сматривать, может быть записана так:Γ=<ΛΓ, ∕j(j, R), siεRl, RieS,).Обозначим ∙s, = (s1..........j1.1, j∣+1............sn), Ri=R1× × Ri.1× R∣+1× × R„и будем писать s = (sl, si), R = (Ri, Rl).Пару (s*,  R*)  назовем ситуацией глобального равновесия (СГР), если 

f(s*,  R*)>f l(si, s* i, Ri, /?*')для всех ieN, Rie⅞i и sleRi.Ситуацию равновесия при фиксированном Rc∑ S будем называть ситуацией Л-локального равновесия (CJIP).При доказательстве существования СГР мы, как обычно, будем пользо­ваться теоремой о неподвижной точке, точнее ее обобщением, данным И. Л. Гликсбергом [2].Для применения теоремы И. Л. Гликсберга необходимо, чтобы ⅛1∙, i e N, были выпуклыми множествами линейных [хаусдорфовых топологических пространств. Поэтому наряду с Я, мы будем рассматривать множества<?,= X Si(si), #=Ąx ×<fn, 
sie Siгде × означает декартово произведение, а Si (si) = Si для всех sleSl, т. е. <f∣ =

Sfi. Все дальнейшие рассуждения остаются тем более в силе и для множеств вида El = S°, где D — некоторое множество индексов, изоморфное измеримом у подмножеству множества Sh в частности, Z>=ω, ω — множество натуральных чисел. Когда D — конечное множество, то S будет множеством эвклидова пространства с обычной топологией. Вообще для S мы примем тихоновскую топологию эвклидова пространства. Для наших целей достаточно, чтобы <? было выпуклым замкнутым множеством локально-выпуклого линейного хаусдорфова топологического пространства. Очевидно, оно таким будет (см. [4], стр. 110), причем Si могут тоже быть такими.Каждому EleE∣ поставим в соответствие множество С (E1) - выпуклую оболочку в Si координат точки Ej. Таким образом установлено однозначное отображение <f1∙ на Я-,. Обратно, каждому Rie⅞i найдется такая точка EieSi (не единственная), что С (El) = Λi.Если допустимым является семейство всех выпуклых многогранников 
Ri<=Si, то всеми нужными свойствами будет обладать множество S?. Мно­жеству всех выпуклых многогранников, имеющих не более чем К вершин, будет соответствовать множество Sk. Положив К= 1 и∕l (j, {j}) =Ji (s) при усло­вии вогнутости fi (sl, s') по j∣∈Sj для всех sieS' и непрерывности по s, получим вогнутую игру [3]. Кстати, эта работа X. Никайдо и К. Исода [3] позволяет несколько ослабить топологические условия для существования равновесия.



Игры с изменяющимися выигрышами 695Множество {(si, £,) : sj∈C (El), Elε<Pl}, в силу выпуклости Si будет выпуклым. Нетрудно сформулировать и условия для fi, обеспечивающие применимость этой теоремы.Прежде чем сформулировать условие вогнутости функций ft (sl, sl, Rl, R') по (⅛ Ri), мы докажем следующую лемму.Лемма 1.1. Если sieC (Ei) и s'ieC (E'i), то для любого 0≤λ≤ 1λri + (l —λ)s(∈C,(λEi + (l —λ),E∫)∙
Доказательство. Условие леммы означает, что существуют такие меры μ и v на D, что

si = f ∙s.∙(5)dμ(δ), s'i = f s1'(δ)A(δ).
D DОчевидно, что для любого λ, 0≤λ≤ 1, существует такая мера πλ (S) на D, что λj1-+(i-λM = f (¼(δ) + (i-λ)ji'(δ)) <⅛λ(δ). (1.1)

DНо, λri (δ) + (l-λ) s( (δ) не что иное как координаты точки λE∣ + (l-λ) E'∣. Тогда соотношение (1.1) означает утверждение леммы.
Условие вогнутости. Если slεEl, s,iεE-, Ei, E'jeS,l и 0≤λ≤l, то 

f ^λsi + (l-λ)jJ, j', c(λEi + (l-λ)^'), ∙r')≡≈ 
>λ∕1(j,, s', C(Ei), Λ') + (l-λ)∕, (s',. s‘, C(E'i), Λ') 

для всех sieR', R∙eSt' и всех ieN.Теорема 1.1. Пусть для всех i<ξN S, — выпуклые замкнутые множества 
mi-Mep∏bix эвклидовых пространств, Λl — множества [всех выпуклых 
подмножеств Ri множеств Sl, причем мощность множества крайних 
точек множеств Ri не превосходит данной функции fi (j, С (£) j удовлет­

воряют условию вогнутости и непрерывны по (s, Е). Тогда игра Г обла­
дает хотя бы одной ситуацией глобального равновесия.Доказательство. Фиксируем Rest и sεR. Для всех ieNобозначим

Ai(s', Λ') = {(ri, Tt)'-.f,(rt, sl, Ti, Λ')=max∕i⅛ si, Ri, Ri)} (1-2)
κιeκιи рассмотрим отображение φ множества ситуаций в себя:

(s, R)→ [λ1(j1, Λ1)× ×Aπ(s", £"))•

В сил у непрерывности функций ∕∣ и компактности множества ситуаций ото­бражение φ замкнуто.Условие вогнутости гарантирует, что множества Ai (s', Rl), а тогда и их произведение, выпуклые.
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На основании теоремы И. Л. Гликсберга можем утверждать, что существу­ет такая пара (s*,  Е*),  и, значит, (s*,  Λ*),  что(s*,  C(f*))⊂φ  (s*,  C(E*)},  (j*,  Λ*)⊂φ(i*,  Λ*).
Последнее вместе с определением (1.2) означает утверждение теоремы.2. Доминирование. Редукция и продолжение игрНаряду с обычным доминированием при фиксированном ReSI мы рассмот­рим доминирование между Λ1∙∈^l. В этом параграфе в тех случаях, когда линейность множества St., не существенна, будем допускать, что Si, есть произвольное семейство выпуклых замкнутых подмножеств множества S,, 
ieN.Будем говорить, что R, доминируется R'j (Ri≤R'l), если для любого s,eR, найдется такое τ,'eΛ,', что

fi(si, s', Λi, Λ')≤ZW, Ji, Λ,!, Я') (2.1)при всех R'eSl', s'eR', причем строгое неравенство имеет место хотя бы для одной пары (s', R'). Если в соотношении (2.1) выполняются строгие неравен­ства, то доминирование назовем строгим (R,<R'∣).Теорема 2.1. Если R'-> Rj для всех RjeSij, то все СГР, если существуют, 
имеют вид (s, Rr-, Ri). Если доминирование нестрогое, но St — топологи­
ческое пространство ufi(s, R), isN — замкнуты по R для всех seR, то 
хотя бы одна СГР имеет указанный вид.Доказательство. Рассмотрим сначала случай строгого доминирования. Пусть (j*,  R*)  является СГР. По определению

fi(s*,  R↑, R* r)≥fj(sj, s*',  Rj, R* j)для всех RjeSij и sjeRj. Но в силу строгого доминирования Rj это неравенство не может выполняться для Rj = Rj, если Rf ≠ R°.Случай нестрогого доминирования рассматривается при помощи предель­ного перехода. Строим последовательность игр с∕f=∕∙, i≠j, и fj→fj, k→∞, причем Γt удовлетворяет условиям теоремы со строгим доминированием. Существует сходящаяся подпоследовательность СГР, имеющих вид (j, Λjl, 
R'). В силу замкнутости f, (s, R) множество всех СГР также будет замкнутым и предельная точка последовательности ситуаций глобального равновесия также будет СГР в предельной игре.Теорема 2.2. Если для каждого RieSti, содержащего s,0, найдется такое 
R',ESt, us'ieR'i,4mo

fi(s°, s'. Ri, R')<f(s'∣, s', R'l, R') (2.2)
для всех s'eR', R'eSI,, то 5? не может входить ни в одно СГР. Если неравен­
ство (2.2) нестрогое, но Si — топологическое пространство и f, (s, R), isN, 
замкнуты по R для всех seR, то jj, не входит хотя быв одну СГР, если они 
существуют.
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Доказательство. Пусть (s*,  R*)  — ситуация глобального равновесия и s°εR*.  Тогда для некоторого Λ∣'∈^l∙ 5∫∈Λ∫ по (2.2)

f (j?, s*',  Я„ ∙R* i)<∕j(j), j*',  R'i, Λ*')≤  max f(si, s*',  Ri, R* 1).

sieaiЭто означает, что s,*=Jθ.Другая часть теоремы доказывается при помощи предельного перехода, как и в теореме 2.1.Теорема 2.3. Если steSi и Ri> R'i для всех Rt<= R'l и всех ieN,
то игра Γ=(N, fi(s, R), Ri, 3ti) эквивалентна в смысле ситуаций рав­
новесия игре Γ= 'N, fi(s), Si)), где fl(s)=f∣(s, {s}).Доказательство. Никакое Rl≠ {s1} не может быть равновесным в силу его доминирования каким-нибудь {jj}, jj∈5j. Поэтому все ситуации глобально­го равновесия в Г имеют вид (s*,  {j*}),  где s*  —ситуация равновесия в игре Г. Наоборот, если j* — ситуация равновесия в Г, то (s*,  {s*})  — СГР в Г.3. Продолжение игрЗаймемся теперь обратным к редукции вопросом — продолжением игр. То, что ∙sj выбираются только из Ri, а не Si для любого Ri, создает немалые трудности рассмотрения игр с выигрышами ∕∣ (s, R). Попытаемся построить игру Г„ эквивалентную первоначальной в смысле множества ситуаций гло­бального равновесия, с допустимым множеством стратегий S, для всех R1.Игру Γg = (N, gl(s, R), Sj×Sliy назовем продолжением игры Г, если 

gi(s, R)=fi(s, R), seR, ReSl, (3.1)любая стратегия si ф Ri строго доминируется некоторой стратегией SleΛj для всех Riε3tl, т. е. для каждого sl<p Rl и каждого RleStl найдется такое ji∈Λi, чтоg,∙(jf, si, Λ)<∕i(ji, s', R) (3.2)для всех sieRl, gi(sl, s', R) произвольна для siφR'eS%l.Теорема 3.1. Множества ситуаций глобального равновесия игр Г и ее 
продолжения Гг совпадают.Доказательство. Пусть (s*,  R*)  — СГР в игре Г. Тогда

gi(>*,  R*)=f(s*,  R*)>f(s i, s* ,. R*')  (3.3)для всех sleRi, Rt≡Sii, отсюда по (3.1) и (3.2)Z∙(j*,  R*)½g i(si, s*'.  Rl, R* ,)для всех sleS[ и Rle3ii. Это вместе с равенством (3.3) означает, что (s*,  R*)  — СГР игры Гг.Обратное включение доказывается аналогично.Нам понадобится следующая лемма.Лемма 3.1. Пусть (х, у) — вектор эвклидова пространства, функция 
f (χ, Д'), хеХ. yeYнепрерывна по (х, у), вогнута по х для каждого y≡Y, мно­
жества X, Y, Z⊃ Y ограничены, замкнуты и выпуклы. Тогда существует 
непрерывное продолжение функции f(x, у) на X× Z, причем f (х, у) вогну­
та по х для всех yeZ.



698 Э. И. ВилкасДоказательство. Пусть dimF=dimZ. Тогда найдется такая точка y>oelnt У, что некоторый конус с вершиной в точке у0 будет содержать Z∖Y. Пусть ∕α — пучок прямых, содрержащихся в этом’ конусе. Положим g (х, za) = 
=f(x, y1), хаХдля всех zα∈Z∖y, ^принадлежащих прямой I,, где yα — точка пересечения ∕α, с Fr У. Если, кроме того, положить 'g (х, y)=f(x, у) на X× У, то g (х, у) будет требуемым продолжением.Если dim y<dimZ, то продолжение можно осуществить аналогично, но для этого может потребоваться несколько шагов последовательного расшире­ния области определения g(x, у).Теорема 3.2. Для любой игры Г, для которой fi [s, С (Е)^ удовлетво­

ряют условию вогнутости и непрерывны по (5, Е), seC(E), Ее£, 6i=S^', 
kl<∞, существует продолжение Гг, функции выигрышей g∣(s, C(E)j ко­

торой непрерывны по (s, Е) на S × g и там удовлетворяют условию вогну­
тости.Доказательство. Очевидно существует бесконечно много продолжений Γj. Существование продолжения с нужными свойствами мы докажем конструк­тивно. Как будет видно из построения, требуемое продолжение также далеко не единственно.Не умаляя общности, мы можем считать, что fi(s, Λ)>δ>0, ieN, saR, 
Ra®.Обозначим Р неотрицательный ортант (∑ml (fcj + l) + l) -мерного эвклидова пространства, в котором определим множестваGf(r', E') = {(si, £,, u)-.siaC(Ei), Elagl,

u≤fi(si, ∙r'. ⅞> E')}∩Pдля любых фиксированных E'aS', s'aC (E'). Это множество выпукло. Действи­тельно, если (sj, E∣, u)aGin (S∕, E,i, u')aG∣, то любая линейная выпуклая их комбинация принадлежит Gi. Для первых двух компонент это следует из выпуклости множеств С (£,) и <fl и леммы 1.1, а для последней — из вогну­тости функции fl∙.

u≤f(st, s', E∣, E'), u' ≤∕i(sJ, s', E'∣, Е‘),λu + (1 — λ) u' ≤λ∕ (sl, s', Ei, E') + (1 — λ)∕ (j',, si, E'i, £') ≤≤∕i(¼ + (l ~λ)si, s', Х£, + (1 -Х)£,', Е‘).Пусть Λ∕ = {(j,∙, Ei).siaC(Ei), EtaSl}.Через точки (ii, Ei,fi(s∣, s', Ei, El)}, (ji, ⅞)∈FrΛf∖Fr (Si×<fi) проведем все­возможные опорные к Gl (s', E') гиперплоскости φα (⅛ El) = u, причем такие, которые не пересекают внутренности Si×Sl. Существование таких гипер­плоскостей следует из того, что δ может быть выбран скол ь угодно большим. Эти гиперплоскости определяют по два полупространства каждая. Обозначим через Н, (s', Е‘) пересечение всех замкнутых полупространств, содержащих 
Gi (s', E'). Оно, очевидно, выпуклое.
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Наконец, определим gi (⅛ s', Е„ El) из соотношенияι>∈Frffi(s,, E')<→v = (sl, E∣, gl(sl, s', El, Е1)} (3.4)для всех(s,∙, £,) е (S,. × <?,)\Ми gi(j,, s', El, E')=fl(sh s', Ei, E'),когда (sl, Ei)eΛf.Из построения следует, что Γt является продолжением игры Г, если про­извольно доопределить gl для s'į С (E'). Действительно, для любого s,į С (E1) точка (s1∙, £,, gl) принадлежит опорной гиперплоскости, проходящей через некоторую точку (s,0, Ei, gi). По построению Hi (s', El) стратегия s, доминиру- ется стратегией s°.Кроме того, gt удовлетворяет условиям леммы 3.1: gi выпукла по (s1∙, £,) в силу (3.4) и выпуклости fi и Hl(s', Е'); непрерывность обеспечивается выбором 8, одного и того же для всех (s', £'). Следовательно, функция g∣ может быть непрерывно продолжена на Sx<? с сохранением выпуклости по (si, Е,). Теорема доказана.Замечание. Теорема 3.2, по-видимому, верна и для <5, = So, где мощность 

D не превосходит мощности континиума. В доказательстве теоремы и леммы 3.1 тогда следует пользоваться теоремой Мазура (см. [5], стр. 156) о существо­вании непрерывного отделяющего функционала. Чтобы не терять наглядности доказательств, мы этого не делали.4. Случай сепарабельных выигрышейЗдесь мы рассмотрим игру с в известном смысле сепарабельными выигры­шами fi(s, Λ)=φi (s)+ψi (Л), seR, ReSl. Такую игру можно представить себе как следующую модель.Задана обычная игра <N, φl (s), Sl>. Для достижения взаимно приемле­мого решения игроки производят взаимные платежи или получают их извне. В итоге каждый игрок получает ψ, (Л), если игроки пришли к решению огра­ничиться множеством ситуаций Rest.Функции ψ∣ (Л) также могут быть интегрированы как плата i-го игрока за информацию о том, что его партнеры ограничились R'. Естественно, тогда ψ,(Λ)=ψj(Λ').Если каждый игрок получает независимо от других игроков и только за свою уступку, то следует считать, что ψ1 (R) =ψj (Rl).Прежде чем перейти непосредственно к нашей теме, приведем весьма прос­тую, но тем не менее очень полезную, лемму.Лемма С. Карлина (см. [6], стр. 254) .утверждает, что если действитель­ные функции/ (х), 1=1, .... и, определены на выпуклом замкнутом подмно- жестЕе X эвклидова пространства, ^непрерывны и вогнуты на X, то для любой эффективной (оптимальной по Парето) точки х существуют такие, не все рав­ные нулю λj>0, чтоmax∑λ,∕(x) = ∑λ,∕(x).
X ε х
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Верно и обратное утверждение, причем даже для невыпуклого X и невогну­тых f.Лемма 4.1. Если существуют такие λj>0, i= 1, п, и хеХ, что для 
всех хеХ

У >√l(x)> 2 WW.

то х является эффективной точкой.Доказательство. Пусть х не является эффективной точкой. Тогда су­ществует такое хеХ, что
z(χ)≤zω, 1∙=ι,причем хотя бы одно неравенство строгое. Умножая каждое неравенство на λi и складывая, получаему λ,∙z (х) < У λ,∕j (х),

что противоречит условию леммы.Эта лемма может быть обобщена на случай неотрицательных λi следую­щим образом. Пусть для простоты fi (х) непрерывны, а X замкнуто. Если λ1, λl > 0, λj=0, j>k, то обозначим
k λ,y](x) = max У λifi(x)

Для произвольных μj∙>0, j=k + ∖, ..., и, пусть
Л лmax ∑ μj√i(∙χ)= У y-ifj(χ)-

xsx į=k+t √=*+lТогда х будет эффективной точкой. Очевидно, эта процедура может быть опять применена κμ,⅜0nτ. д.Эффективную точку х, для которойmax У Z (x)= У ∕z(x)>
! Iбудем называть сильно эффективной.Теорема 4.1. Если игра (N, φi (j), Si> снулевой (постоянной) суммой, 

а ψ( (Λ)=ψi (R∣), ieN, то пара (s*,  R*)  является глобальной ситуацией 
равновесия для игры {N, φi(j)+ψ∣(Λ), sieRl, Λie^i> тогда и только 
тогда, когда R*  сильно эффективна по (ψ1 (R), ψn (Л) на Я, a s*  — 
ситуация равновесия для игры <,N, f∣(s), R*>.Доказательство. На основе леммы Никайдо- Исода [3] пара (х*.  R*)  является ситуацией равновесия тогда и только тогда, когдаmax У (φ,(xi, x*')  + ψ,∙(Λi, Λ*'))=y  (φi(s*)  + ψi(∙R*))∙

ReR i
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Но в силу условий ∑ φi (j)=0 и ψi (R)=ψi (R∣) этот максимум также равен 

max ∑ ψi(Ri, R*')  = max ∑ ψ,(R,)=∑ ψ, (Λi∙).»es ij Я е Я .IТогда по лемме 4.1 R*  сильно эффективно.Кроме того,φ, (5*)  + ψ,∙ (R*)  = max ∕φι (j.j s*ij + ψ. (∕}b r*) ∖ = max φ. (5. j 5*.)  + ψι (/?*),  
’ ’ ' ' 5, е д*Ri€ Ri » 1откуда следует, что л*  — ситуация равновесия при фиксированном R*.Для доказательства достаточности можно обратить проведенное рассуж­дение.Следствие. В условиях теоремы 4.1 R-локальная ситуация равновесия 

s входит в глобальную ситуацию равновесия тогда и только тогда, когда 
seR, R<x R и R сильно эффективно по (ψ1, .... ψn) на St.Доказательство. Рассуждение с использованием отношения доминиро­вания приводит к утверждению, что из R-локальной равновесности s в силу 
šeR и R<≡ R следует ее R-локальная равновесность. Далее достаточно приме­нить теорему 4.1.Аналогичные результаты можно сформулировать и для игр {N, φ∣, Si> с непостоянной суммой. В этом случае R*  должна быть сильно эффективной не по (ψi), а по (<tf+ψi), где φ,, (R)=φ, (5 (R)), s (R) — некоторая однознач­ная функция R∈⅛, такая, что j(R)∈cS (R) для каждого Re Я, d ^-мно­жество ситуаций равновесия в игре <1V, fl (s, R), Ri).Лемма 4.2. Для каждой глобальной ситуации равновесия (s*,  R*)  
игры Г существует такая однозначная функция s(R), s(R)εc> (R) для каж­
дого Re Si, если только c5 (R)≠ 0 ,что (s* , R*)  = (j(R), r), где R — ситуа­

ция равновесия игры {N, fl (s (R), R), ⅛l>.Доказательство. Допустим сначала, что i (R) непрерывна. Тогда по лем­ме Никайдо —ИсодаУ f(s*,  R*)  = maxmax ∑fi(st, s* l, Ri, R* l). (4.1). ЯеЯ J∈a “i iПрименение упомянутой леммы [3] к R и j (R) дает:
∑ fi (s (R), R) = max ∑ f (s (Ri, R'),Rl, R').

Так как максимум здесь достигается именно на Rt то последнее выражение равно max Σ Я,-. R') = max У шах/ (si, s(R)l, R∣, Rl∖ =
яея “ \ / ЯеЯ " е Я, \ '= max max У f (sh s(R),t Rh Ä'V

R€R seR \ /



702 Э. И. Вилкас

Сравнивая последнее с (4.1), получаем утверждение леммы для непрерывной j (Я).Если непрерывной s (R) не существует, то замкнутость с5 (Я) для всех Яей? все же позволяет 5 (Я) выбрать так, чтобы все требуемые максимумы достигались.Теорема 4.2. Если, ψi ^)=ψi (Rt) и <p1 (s (Я))=ср, (s (Я,)), тогда пара 
(s*,  R*)  является глобальной ситуацией равновесия тогда и только тог­
да, когда R*  сильно эффективная no^φ,^5 (Я))+ф, (Я)^ , as*  — ситуация

равновесия для игры (N, <р( (s), R*).Доказательство проводится аналогично доказательству теоремы 4.1 с при­менением леммы 4.1.
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LOŠIMAI SU KINTANČIAIS IŠLOŠIMAISE. VILKAS
(Reziumė)Nagrinėjami n asmenų nekoaliciniai lošimai, kurių išlošimo Funkcijos priklauso nuo parenkamų situacijų aibių, (rodoma pusiausvyros^'taškų egzistencija bei keletas teoremų apie strategijų domi­navimą. Parodoma, kad lošimą su kintančiais išlošimais, įvedant fiktyvias dominuojamas strategi­jas, galima suvesti į įprastinį lošimą, išlaikant įgaubtumo ir tolydumo savybes. Nagrinėjamas taip pat atskiras atvejis su separabiliniais išlošimais.
GAMES WITH VARIABLE PAYOFFSE. VILKAS
(Summary)Let the game < Nf f∣(s, R), seΛ=K1 ×. . . xRπ, Rεffl=⅞lχ. . x be given where N is the set of players,/, (j, R) is payoff of .player i in situation seR when the game is restricted to si­tuations from lte£ The strategies are couples (j∕, R∕), s/sRj, Rie<%i and are some systems of 

Rι which are convex complete subsets of S∣. The game may be thought as a result oΓ processes of negotiations, bargaining, coalitions making etc. The (s∙, Λ∙) is named global equilibrium point if 
fi(s∙, R*)½f l(si,s* i, Ri,R* l) 
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for all SįeRi, Ri^0lit and ieN with j = (⅛ st) R = Rι×Ri. If some conditions of concavity of f∙t in 
{si, Ri) and continuity in (j, R) the global equilibrium point exists. Some theorems about domina­tion of strategies are proved. We prove also that such a game may be extended to an ordinary game 
ζ,Ntfi(st R), St×(%i> preserving the cancavity and continuity of payoff functions.Let fj (s, R)=φt (s)+φ∣ (Rι) and ∑φ∕ C0=0, jeS. A couple (∙s*,  R*)  is the global equilibrium point ifand only ifmax ∑ψl∙ (R>) = Σ ψ∣ (R*).

R




