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НЕКОТОРЫЕ ЭКСТРЕМАЛЬНЫЕ СВОЙСТВА ФУНКЦИЙ С ОТЛИЧНОЙ ОТ НУЛЯ РАЗДЕЛЕННОЙ РАЗНОСТЬЮЭ. Г КИРЬЯЦКИЙ1. В настоящей заметке мы продолжим изучение свойств функций из клас­са К„ (Е). Напомним определение этого класса функций [2]. Регулярная и однозначная в единичном круге функция F (z) принадлежит классу К„ (£), если n-я раздельная разность этой функции[z0z1 zn]f-w≠0при любых попарно различных z0, z1, z„e£. В частности, при » = 1 по­лучаем класс K1 (Е) однолистных функций. Во многих работах по однолист­ным функциям/(z) изучались свойства отношения∕(z)-∕(z,)Z-Z1 z, z1∈E. (1)В настоящей работе мы будем рассматривать аналогичное отношение для функции F(z)∈Xπ(E), а именноF(z)-Pt-i (z)(z-z,) (z-zi)...(z-z4) ’ 1 ≤fc≤H, (2)где P* _! (z) - многочлен (k — 1)-й степени, интерполирующий функцию F (z) в точках z1, z2, zkeE. Заметим, что при и = 1 и Pa (z) = F(z1) мы по­лучим отношение (1).В основной части работы рассматриваем отношение (2) при k = n, z„ = 0 и Pπ-1(z)≡0, т. е. полагаем F(z1) = F(z2) = F(z,)=0 и изучаем тейло­ровские коэффициенты, максимум,и минимум модуля отношения (2). Аналогич­ные вопросы в случае z1 = z2= =zn=0 мы исследовали ранее в работе[4].2. Теорема 1. Если функция F (z) принадлежит классу К„ (E) (Е - круг I z | < 1) иF(α1) = F(αa) = =F(αn.1)=0, 
где a1, α2, ..., aπ.1eE, то

F(z) (z—σl)(z-<⅛)...(z-а„) 1 ≤ k ≤ n - 1В частности, при К=п — 1 получаем, что функция∕(z) = ______________ F (z)_____________(z —a1) (z —o2)...(z-a„_,) εKl(E),т. е. является однолистной функцией в единичном круге Е.
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Эта теорема является частным случаем следующей теоремы, доказанной нами в [3]. Если F(z)εK,, (£>), то при z1 , z2, zkεD имеем I ≤ k ≤ n - 1 ,(Тгде Pk-1 (z) — многочлен, интерполирующий функцию F (z) в точках z1, z2, 
.... zk.Множество функций F (z), принадлежащих классу К„ (Е) и имеющих вид

F(z) = (z-ai) (z-a2) (z-a,,.l) f (z) = T (z) f (z),где /(z) - однолистная функция, нормированная условиями /(0) =0, f (0) = = 1, обозначим через К„ (α1, a2, a,,.1, Е) или просто К„(Т, Е). Если al =
= a,= =an-l = b, то это множество обозначим через Kn (b, Е). Множество соответствующих функций f (z) обозначим К; (a1, a2...........a„_,, E)≡≡K,' (T, Е)и К*  (b, Е). При a1 = a2 = an~1 =0 и Γl"l (0) = ∕ι.' получаем класс К„ (0, Е) нормированных функций F (z)

F (z} = z"~, f (z)-z" +a2z'1+i+a3z"+2 +который изучался нами в [4].Отметим некоторые свойства введенных нами классов, вытекающие из теоремы 1.1. Если F (z)eK,, d,1 (σ1, a2, a,,, Е), го
rl~i εKa(ιιl,a∙>, ,rιπ-1,E).2. K',,tlcK'Заметим, что множество однолистных и нормированных в единичном кру­ге Е функций будет компактным. Поэтому компактными будут и классы функций К„ (a1, a2, <r,,.1, Е) и К*  (al, a2, o„-i, Е), п = 1, 2, 3,Кроме того, эти классы замкнуты, т. е. предел равномерно сходящейся внут­ри Е последовательности функций из класса К„ или К*  принадлежит этому же классу [2]. Отсюда следует, что для любого г, 0<r<l существуют функ­ции F„ (z, г) и Ф„ (z, г), которые принадлежат классу К„ (a1, a2, я„_17 Е)и удовлетворяют условиямmax ! F„ (z, r) I ≥ max E(z)∣, Ф„ (z, r) I ≤ min I F(z) ∣,для любой функции F(z)eK„ (α1, a2.......... α,1-1, Е). Назовем функции Е„ (z, г)в Ф„ (z, г) максимальной и минимальной по модулю в классе Klt(al, а2, 

al,~1, Е'). Так как
En(z, r) = (z-σx) (z-a,,.1)∕, (z, г),Ф,. (z, r) = (z-a1) (z-α,,.1) Ψπ (z, r),то функциям E, (z, г) и Ф„ (z, г) соответствуют максимальная и минимальная но модулю функции /„(z, г) и ф„ (z, г) в классе К*  (a1, a2, <⅞-ι. Е).Аналогично, для любого натурального п существует функция /„ (z)sK', имеющая максимальный по модулю Е-ый коэффициент в разложении ее в ряд Тейлора. Модуль этого коэффициента обозначим Λj∙"l, т. е. положим 4", = max I c⅛ (∕) I
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где ∕(z) = z + +a,ll(f)zk +Из указанных выше свойств классов К„ и К*  легко получить следующие неравенства:max ∖fll (z, r)∣ S≈ max ∕n+1 (z, r) ∣, (3)min I vFπ+1 (≡, r) ] , (4)(5)3. Выше мы рассматривали последовательность многочленов T,,(z) = = (z-α1)(z-a2) (z-oπ) такую, что каждый корень многочлена Т„ (z) явля­ется корнем многочлена T„ + l (z). Введем теперь понятие /^-последовательнос­ти многочленов. Последовательность многочленов

Ц (z) = l,E1 (z)=z-o11,
L2 (z) = (z-a21) (z-a22).

E,Λ^ = ^-a,,l) (^-an2) (z-a,,,,),

с условием I aij ∣ ≤∕ < 1, /, у=1, 2, 3, называется /.-последовательностью многочленов.Теорема 2. Пусть даны L-последовательность многочленов L„, Ll, L2,... и 
последовательность регулярных в единичном круге Ефункций f„ (z), f„ (0) = = 0,(0) = l, л = 1, 2, 3, таких, что

Lπ.l(z)fπ(z)eKπ(E).

Тогда для любой функции f (z), являющейся пределом равномерно сходя­
щейся внутри Е подпоследовательности функций f ,l,ll(z} существует такое 
число b, I Ь |< 1, что (z-b)"~lf (z)eKπ (Е) при любом и>1.Доказательство. Из теоремы 1 следует, что функции f „(z) являются однолистными и нормированными в единичном круге Е. Образуем последова­тельность функции(z-a11)∕2(z), (z-<⅞1)∕3(z), (z-π,,ι)∕n + ι (z),По теореме 1(z-anι)∕π + ι (z)∈X2 (£)при любом я>1. Учитывая условие ∣aij∙∣≤∕<l, получим, что последователь­ность функций (z-a,1)∕n+1 (z), п=1, 2, 3........... равномерно ограничена внут­ри Ей поэтому из нее можно выделить подпоследовательность функций (z-¾tl) Λλ+i (z), равномерно сходящуюся к некоторой функции (z-c1)∕(z).При этом функция f (z) есть однолистная и нормированная и(z—c1)∕(z)eλ2 (Е).
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Возьмем теперь последовательность функций(z-¾kι) (z-αnt2)∕nt + 1 (z), fc=l, 2, 3, (6)По теорме 1(z-⅛) (z-⅛)Λt+ι(z)∈A3^)при любом nk≥2. Легко убедиться, что последовательность (6) равномерно ограничена внутри Е. Выделим из нее последовательность функций(z-⅛.ι) (z-⅛.2) Λtl.+ι(z),равномерно сходящуюся к функции(z-c1) (z—c2)∕(z)∈A-3 (£).Продолжая этот процесс, мы получим последовательность чисел c1, с2,I с„ I ≤ t< 1, для которой(z - c1) (z - c2) (z - cn) f (z) eK„+1 (£) (7)при любом л>1. Так как ∣ с„ ∣≤z< 1, то из последовательности чисел c1, ⅛ <⅛, выделим подпоследовательность чисел ⅛1, b2, b3, сходящуюся к некоторому числу Ь.Возьмем теперь произвольное натуральное число т и построим последо­вательность многочленов (т-1)-й степени следующим образом:Ь„, т-1 (z) = (z-6n) (z-⅛n+1) (z-⅛m + n.2).Пользуясь теоремой 1 и учитывая (7), заключаем, что(z)/(z)eJfM(£).Устремив п к бесконечности, получимlim Ln,πl-1 (z) ∕(z) = (z - b)'"-' f (z),л—причем (z-⅛)"-V(z)∈^m (£).Так как m произвольное натуральное число, то теорема доказана. Теорема 3. ЕслиΓ(z)∕(z)∈Kn (£), ∕(0)=0, ∕'(0) = l,
где Т(z) = (z-b1) (z-ba) {z-bll-l), ∣ bi ∣<1, i=l, 2, п-1, то

T(z) ^z^LEKn_i{E}

при любом фиксированном £е£.Доказательство. По условию теоремы и согласно определению клас­са К„ (£) имеем [6][zozι ..z,.1ζ)rω∕ω = ¾' ∫с ____________ Γ(ω)∕(ω)⅛_______________ θ(ω-z0)(ω-z1)...(ω-zn-1)(ω-ζ)



Некоторые экспериментальные свойства функций 737
где контур Се£ и содержит внутри себя все точки z0, z,, ζeE. Прификсированном ζ получим [6][⅞∑l , 1 __1 С_______ T(ω'l∏~)l∣lll______„Zn-1Jro)∕(.-) 2π,. 1 (ω-z,,)...(ω-zn-1)(ω-ζ) - •

ССледовательно,
Но, [⅞z1 • , f ∏ω)'M>Zπ-χζ]rα)Λ.-) = -2π7- f (ω-z,)...(ω-zn.,) rfω≠0'

С

ω-ζ
— f2πi .1

си поэтому T(z) [zi]/eÄ'„„1 (£).Теорема 4. Пусть функция F (z) имеет видF(z) = (z-A)"^1∕(z) = (z-6)”*1 (z+α2z2+ ...)
и принадлежит классу К„ (b, Е). Тогда для любого фиксированного ζ из 
Е функция

где

Cm (ζ) = ζm-,∕(ζ)'
принадлежит относительно ζ классу Kr,-1(b, Е).Доказательство. По теореме 3 функция H1 (z, ζ) = (z-A)"~1 [zζ]7- принад­лежит классу К„_г (£). Применяя теорему 1, получим, что функция^ι(*.ζ)  = (r⅛⅛ = (z-*)  [zζ]∕будет однолистной в Е относительно z при любом фиксированном ζ, ∣ ζ | < 1. Отсюда следует, что производная функции Ψ1 (z, ζ) в точке z=0 не равна нулю, т. е.Т; (0, ζ) = ∕K)K~⅜+,⅞. ≠ о (8)при любом значении ζ, взятом из круга Е.Разложим функцию Ψt (z, ζ) в ряд Тейлора относительно z вокруг нулевой точки. Для этого функцию Ti (z, ζ) преобразуем следующим образом:Ψ1 (z, ζ) = (z - А) -⅛⅛m- = z - b =

-fflp ∕w-∕(ζ) ∖ ■ /ю i ζz ∏z)-∕(ζ) \_ ζ l∕(⅞) z-ζ ) ° ζz U(ζ) z-ζ Г_/К) f∕∣ ⅛ ∖ ζz ∕ω-7(O 1ζ l Г Z ) ∕(ζ) - z-ζ, JКак известно [4],ζz^7(ζ) ∕(z)-∕(ζ) ■' Z-ζ = z + C2(ζ)z≡ + C3(ζ)z≡ + + G,,(ζ)z"l +



738 Э. Г Кирьяцкий

где r ∕(ζ)-ζ-αiζ≈-. ζ'"-"'ls, ζ",^,∕(ζ)Поэтому ∕(z)-∕(ζ) z-ζλ (-^z* 11 ∕(ζ)
= ≠<ζζ2 (ι- A)(z + c2(ζ)z2 + c3(ζ)z3+ ) =

= _ h + (1 - h Ci (ζ)) z + (c.2 (ζ) - b c, (ζ))z≈ + (c, (ζ) -
-*C,(ζ))z2 + ]Нормируя функцию 'F1 (z, ζ), придем к однолистной и нормированной функ­ции Т (z, ζ)4τ∕rn--4- c'0-⅛GG .2, e.(ζ)-⅛ej(ζ) .3,1.∕,r.(ζ) - + η~∕,c.(ζ)^ ' 1∙ +причем согласно (8)l-δC2(ζ)=^y ∕K)K→÷K≠0при любом ζeE. Так как функция Hl(z, ζ)=(z-6)"^2 ,F1 (z, ζ) принадле­жит классу Λ-π-1(E), то функция Н (z) = (z-6)"^2 ψ (z, ζ) принадлежит классу K„_i (bE) относительно z и при любом фиксированном ζ∈E. Функция 

Н (z, ζ) имеет вид, указанный в теореме.4. Теорема 5. Пусть <⅛"l (f) означает второй коэффициент в разло­
жении аналитической внутри единичного круга Е функции f (z) в ряд Тейло­
ра

f (z) = z + (∕) z2 + + ⅛-> (∕) z‘ +
принадлежащей классу К*  (b, Е). Пусть также 

А[Н = max ∣r⅛"l(∕^)!.
fe к*  (/.. Е>

Тогда lim Λ⅛"1= 1.Доказательство. Существование функций f„ (z)eK' (b, Е), для кото­рых Λ2"1 = ∣ <⅛,'l (f) I, а также, что ΛS≥Λ<2+1> мы уже доказали (см. пункт 2). Из монотонности последовательности A("l, л=1, 2, 3, следует существо­вание предела, который мы обозначим α2, т. е. положим lim Λ(",=α2. Поль- 
п—зуясь теоремой 2, выделим из последовательности функций/„ (z) подпоследо­вательность функций.f„(z), равномерно сходящуюся к регулярной и норми­рованной однолистной функции /(z), для которой(z-⅛)"->∕(z) = (z-*)"- 1 (z+a2z2+ ...)eKπ(b, Е)при любом ∕ι≥l∙ Из сказанного следует также, что a2=o⅛e'∣i. По теореме 4 получаем, что функция(z —⅛)"-1'F(z, ζ) = (z-∕>)n^1 (z +G,,(ζ)sΛ(C,,,+,(ζ) l-⅛G(ζ) )•

C2(ζ)-∕>Cs(ζ)l-Z>C.(ζ) (*■')+
+
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где

С in-c,,,(y-- — - ζ⅛<-.z(ζ) (Ю)принадлежит классу Kn~1(b, Е) при любом фиксированном ζeE. Из этого следует, что второй коэффициент в разложении (9) удовлетворяет неравенствуI c2(ζ)-⅛c3(ζ) II l-⅛C3(ζ) ^Pz,2Устремив п к бесконечности, получим
,yx C3(ζ)-⅛C3(ζ)"2'u- l-ftC3β)является аналитической функцией от ζ в единичном круге. Кроме того, учи­тывая (10), имеем¾(*)  = C3(ft)-⅛C3(ft) l-ftCs(ft) = α2 e'li = а2 ■По принципу максимума модуля для аналитических функции получаемc,(ζ)-⅛c.(ζ)1—ftC3(ζ) 2

∕(⅛)-ζ ,⅞7(ζ) ft ■—ζ≈∕KΓ =l . 7(ζ)-ζ - 2^7Tζ) -Решая относительно f (ζ), получаем∕ω=τ⅛Случай I ¾ I > 1 отпадает, так как функция f (ζ) не имеет полюсов внутри круга Е. Значит,o⅛≤l. (И)Далее, функция ∕(z)=z (1-z)-1 удовлетворяет условию(z-*) ”-1 l⅛~≡ *„(*.£)при любом а>1 [2]. Второй коэффициент этой функции равен единице. Следо­вательно,
aI", ≥ Л<" 1 l> ≥ ≥ 1. (12)Из (11) и (12) получаем окончательно ‰=1.5. Лемма 1. а) Если функция f (z)eK*  (0, E,), mo при любом t, 0≤∕<l, 

функция
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б) Если для некоторого t, 0<∣∕∣<l, функция φ (ζ)eK*  (/, Е), то функ­
ция

(∣-∣<l≈)φ'(r) eK,↑∣(0, Е).Доказательство. Воспользуемся следующей теоремой [4]. Если E(z)e 
еК„ (D), то функцияФ (ξ) = (Cξ + rf)"-ι F ( -⅛⅛-) ∈ (D1), где область Dl является прообразом области D при отображении

_ a- + h z cξ + rf ’ ad—hc ≠ 0Убедимся в справедливости пункта а. Так как по условию z"^1 f (z) ∈ ∈Kπ(0, Е), то, положив z = и опираясь на вышеупомянутую теорему, получим(ζ + ∕)"-1∕(τζ++Jζ]eK,,(E).
Нормируя функцию • получим,F(ζ) = (ζ + ∕)""1 [li11±⅛^-]e^(°,E),
откуда lF(ζ)eK,(-1, Е) и согласно определению класса К*  ( — t, Е) имеем

(i-ι<Γi)E(<) eK*(-t,E).Если положить ζ= z+l то таким же образом получим справедливость 1 + ιzпункта б.Определение 1. Обозначим через P (b, Е) класс регулярных в единичном круге Е функций/(z), для которых выполнено условие(z —6)"^1∕(z)eKn (Е) при любом 1, где b — фиксированное число и ∣ b | < 1. Если 6=0, то класс 
P (b, Е) обозначаем просто P (Е). Класс P (Е) исследовался нами в [5].Теорема 6. Всякая функция из класса P (Е) является выпуклой функ­
цией в единичном круге Е.Доказательство. Πycτb∕(z)eP (Е). Тогда из леммы 1 следует, что нор­мированная функция 

(1 -∣<l2)∕'(∕) ∈K,t(-∕.E), «=1,2,3,относительно ζ при любом г, ∣ 11 < 1. Второй коэффициент 62 этой функции по теореме 5 удовлетворяет условиюi*2>4  ∣[(1→∣2) tψγ-2']HI-
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Умножив обе части последнего неравенства на , получимį ГД) _ 2 7 Д 2 ГI ∕,(rj 1 — l∕i∙ I" 1 — / =откуда Re K!⅛)÷'>⅛>"∙Последнее неравенство является достаточным условием для выпуклости функции / (z)Теорема 7. Всякая функция из класса P (b, Е) является выпуклой 

функцией в единичном круге Е.Доказательство. Так как f(z)eP (b, Е), то по лемме 1 функция n z(τ≡Pw φ (-) = (I-⅛∣*)ΓW  =z + c^-2 + c3∑3+∙. εP(E).По теореме 6 функция φ (z) является выпуклой функцией в единичном круге Е.Ясно, что вместе с функцией φ (z) функция ∕( z + b \ также будет выпуклой \ 1 +⅛z /в Е. Так как функция ζ= —взаимно однозначно отображает круг ∣ z | < 1 1 +bzна круг | ζ∣<l, то и функция∕(ζ) является выпуклой функцией в круге Е. Следствие. Пусть функция∕(z) = z+α2z2+ + akzk +

принадлежит классу P (b, Е) (в частности Р (£)).
Тогда для нее справедливы оценки1+⅛≤.≡≤τ⅛I ak Į ≤ 1.Равенства достигаются функцией f (z) =z (1 -z)-1, принадлежащей классу 

P (b, Е). В самом деле, такие оценки верны для любой выпуклой однолист­ной и нормированной функции [1].6. Теорема 8. Пусть Lo, Ll, L2, есть L-последовательность мно­
гочленов и A%,> максимальный по модулю k-й коэффициент в классе функций 

Е). Тогда lim 4"> = 1.n→x>Доказательство. Как уже было отмечено, для любого натурального л найдется функция f„ (z), у которой fc-iι коэффициент по модулю равен A'k"l. Будем доказывать теорему от противного. Предположим, что некоторая под­последовательность чисел ΛJ∕,ml имеет предел, отличный от единицы, т. е.lim Alk'πl = Ao ≠ 1. (13)m→x>Возьмем последовательность указанных выше функций f„(z) и выделим из нее подпоследовательность функций /,,,, (z) так, чтобы каждая функция/,„, (z) имела своим Ar-ым коэффициентом число, по модулю равное Л)."™’. По теореме 2 из последовательности функций f,,,l (z) выделим подпоследовательность 
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функций f, (z), равномерно сходящуюся к некоторой функции f (z), принадле­жащей всем классам К*  (b, Е), где ∣ b | < 1. Согласно определению класса 
P (b, Е), функция f (z)eP (b, Е). По теореме 7 функция f (z) будет выпуклой и ее к-м коэффициент равен √40e,x. В силу выпуклости функции∕(z)Λ0≤l. (14)Далее, функция z (1 —z)^1, как известно [2], удовлетворяет условиюLn.1(z) γ⅛i еХ„(£)при любом 1. Все коэффициенты функции z (1 —z)^1 равны единице. Сле­довательно,Λ0>l. (15)Сравнивая (14) и (15), получаем Λ0=l, что противоречит (13). Итак, любая подпоследовательность Aį"^ имеет предел равный единице. Значит и сама последовательность A^a, имеет предел, равный единице.Теорема 9. Пусть дана L-последовательность Lo, L1, Li, много­
членов и

Mn(r) = τna,x max∣∕(z)∣,≠∙≡⅛.-.-e> l2l^'/т„ (г) = min min ∣∕(z) 1∖∖ A<<⅛-,∙≡> l2l=r ∕
Тогда lim М„ (r) = -rį- ,

Л—>00

(lim m„(r)=-fį-'j\л—>00 ~ /Эту теорему можно доказать таким же способом как и предыдущую воспользовавшись тем, что для выпуклой однолистной функции/(z), ∕(0)=0, ∕'(0) = l имеют место неравенства1⅛≤ι∕ω≤τS7∙ ∣z>'∙Замечание. Как известно [1], если∕(z)=z+α2z2+выпуклая однолистная функция и хотя бы один из ее коэффициентов равен по модулю единице илиmax I ∕(z)∣ = τ≤7- , (min j ∕(z)∣ = ,хотя бы для одного г, то функция /(z) имеет вид∕(z) = i-e⅛^z' ■ Imγ = 0. (16)Отсюда следует, с учетом предыдущих теорем, что последовательность экс­тремальных функций ∕n (z)∈K'*  (Z,n-1, Е), л = 1, 2, 3...........имеющих макси­



Некоторые экспериментальные свойства функций 743
мальные по модулю ⅛-e коэффициенты √⅛'0efa^, и = 1, 2, 3, ...сходится к функции вида (16).Тоже самое можно сказать и о последовательности экстремальных функ­ций ∕n(z, Е) или Ψn (z, r)≡K*  (L,.1, Е), л = 1, 2, 3...........опре­деленных нами в пункте 2.Вильнюсский Государственный университет им. В. Капсукаса Поступило в редакцию20.1.1969
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FUNKCIJŲ, KURIŲ PADALYTAS SKIRTUMAS NELYGUS NULIUI, 
KAI KURIOS EKSTREM ALINĖS SAVYBĖSE. KIRJACKIS
(Reziumė)Darbe nagrinėjamos analizinės vienetiniame skritulyje E funkcijos, kurių л-tos eilės padalytas skirtumas [z0z1 zn] nelygus nuliui bet kuriems z0, z1, ..., zneE. Tokių funkcijų klasę žymime 

Kn (£) (ATi (£) sutampa su vienalapių skritulyje £ funkcijų klase).Daugelyje darbų, liečiančių vienalapes funkcijas f (z), buvo nagrinėjamas santykis
Šiame straipsnyje nagrinėjamas analogiškas santykisF(z)-Pn-1 (z)(z-z1)...(z-zn)Čia z∣teE, Ar = l, 2, ...» л, F(z)eKn (E) ir Pn.l(z)yra (л —1) laipsnio polinomas, tenkinantis sąly­gas F(z⅛)=Prt.ι (z*),  k=\, 2, .... л.

EINIGE EXTREMALEIGENSCHAFΓEN DER FUNKTIONEN,
DIE KEINE NULLGLEICHE DIVIDIERTE DIFFERENZ HABENE. KIRJACKIS
(Zusammenfassung)^Es werden die im Einheitskreise £ analytischen Funktionen F(z) betrachtet, wobei angenom­menwird, dass ihre dividierte'Differenz л-ter Ordnung [z9zi'... zn] für beliebige z0t zll .... zneE 
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nicht gleich Null ist. Die Klasse solcher Funktionen bezeichnen wir mit Kn (£) (Ki (E) ist offensichtlich mit der Klasse der im Bereiche E schlichten Funktionen identisch).In mehreren Arbeiten über die schlichten Funktionen /(z) wurde der Quotient∕(z)-∕(z1).............ζ-z1 ∙ z'z∙efuntersucht. In dieser Arbeit betrachten wir den analogen QuotientF(z)-Pn,1(z)(z-z1)...(z-zn) ’woz⅛∈f,A = l,2,.... n, F(z)∈Kn(E)undPfl.ι (z) daslurz=zl, za,..., zn mit F (z)übereinstimmen­de Polynom (n—l)-ten Grades ist.


