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О ЦЕНТРАЛЬНОЙ ПРЕДЕЛЬНОЙ ТЕОРЕМЕ В Rk. I

А. Бикялис

§ 1. Введение

Используем следующие обозначения: (t, х) — скалярное произведение 
⅛-мерных векторов t = (t1, t2, ..., tk) и х = (x1, х2, ..., xk) евклидового пространс­
тва Rk-, I х I — длина вектора х; ej — единичный вектор в Rk, τ.e.j-n коорди­
ната его равна единице, а остальные равны нулю; 0 — нулевой вектор; 91 — 
класс борелевских множеств А в Rk∙, - класс выпуклых борелевских мно­
жеств; ξz∙ = (ξly, ξ2j, ...,ζkj), j =1,2, и,—независимые неодинаково рас­
пределенные случайные векторы в Rk; Mζij, i =1,2, ...,kt- математические 
ожидания случайных величин ξij, i =1,2, ...,fc; Mξj — вектор математических 

л

ожиданий; о? = - М (ξij-Mζij)2∙, σ=(σ1, σ2, ..., σfc)-вектор стандартов; 
»-Ь, т,........i'>.i⅛.(⅛⅛.. ⅛⅛........... ⅛⅛).

случайный вектор с функцией распределения /}(х); θ = (Θi, Θ2, ..., Θa) —

/^-мерный случайный вектор с функцией распределения F(x) = - Ą(x);
7 = 1

V — корреляционная матрица случайного вектора в; V~1 — обратная мат­
рица; I К| — определитель матрицы К; tKtz = Λ∕ [(θ, t)2] — квадратичная фор­
ма; V - транспонированная матрица V; tz - вектор-столбец; Рп (Л) - рас­
пределение нормированной и центрированной суммы

_ у ¾-λ⅞∙ .
b,,- у„ Δ a

Фь,в(Л) — к-мерное нормальное распределение с вектором математических 
ожиданий b и ковариационной матрицей B∖ C1 (к), С2 (к), ... — постоян­
ные, зависящие только от к.

Рассмотрим остаточный член

Rn(A)=Pπ(A)-Φ0,y(A), АеМ,
в многомерной центральной предельной теореме теории вероятностей.

Первая работа [1] (она принадлежит А. Журавскому) об остаточном члене 
Rn (А) появилась в 1933 году. В ней даны условия сходимости, а также полу­
чена оценка скорости убывания Rn (А). Заметим, что в [1 ] А является к-мерным 
интервалом ограниченного объема. На сегодняшний день получен ряд оценок
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для Rπ (А). Исследования велись, в основном, методом характеристических функций [1-18], разработанным А. Μ. Ляпуновым и П. Леви, и методом композиции [19—25], разработанными. В. Линдебергом и Г. Бергстремом. В последнее время метод композиции усовершенствовал В. В. Сазонов [22 — —24] и в случае, когда слагаемые ξ1, ξ2, ∙∙∙>⅛n одинаково распределены^ полученные им оценки для Rn (А) во всех отношениях являются наилучшими. Заметим, что в оценки входят число слагаемых п, размерность пространства 
Rk и моменты случайных векторов ⅞1, ξ2, ..., ξπ. В обоих методах использует­ся следующее важное неравенство:JΛ(Λ)-Φ0.r(Λ)∣≤2sup ∣[Pn(B)-Φ0,r(B)] * Я(4)| +

Be<Jl 1 ∖ ε / I+ C1(fc)sup f JΦ0,κ(y + x) (1.1)ye** u)eдля £>0и для всех Λ∈9I. Здесь* — знак композиции, (Л)е - ε — окрестность контура множества Л, константа C1 (к) зависит от абсолютно непрерывного распределения Я (Л), модуль характеристической функции h (t) которого равен нулю при 111≥1. При этом распределение Н (А) выбираем так, чтобы его плотность убывала со скоростью О (e~lf, xl) при ∣ х ∣→oo. Неравенство (1.1) является частным случае более общего аналогичного результата Б. Фонба- ра [11]. Неравенства этого типа имеются в работах [9, 12, 13, 19, 23, 26, 30].Для нормальных распределений Φ0,z (Л) и для всех выпуклых борелевских множеств Л имеет место неравенствоr / ^+1 \sup f dφ0,,(y + x)⅜21∕2 1 Л 1 е. (1.2)
-r'iu>. г (4)Неравенство (1.2) принадлежит Б. Фон Бару [11]. С другими константами от­носительно к оно также получено В. В. Сазоновым в [24].Метод характеристических функций и метод композиции различаются в оценках разности[P.(B)-Φ0,r(B)]. я(4).Вообще, работы об оценках остаточного члена R„ (А) можно разделить на две группы: в одних [3, 6-8, 10, 11, 14-16, 18] получены оценки только отно­сительно п (для одинаково распределенных слагаемых наиболее общие и окон­чательные результаты имеются в [11, 14, 18]), а в других [1, 2, 4, 5, 9, 12, 13,. 17, 19—25, 27 — 31] авторы выявляют зависимости Rn (Л) от числа слагаемых 

п, от £ и от моментов случайных величин ξi, ξ2, . ..,ξn. Как уже заметили, для одинаково распределенных слагаемых суммы S„ глубокие и общие утверж­дения получены в [22—24]. Результаты работ первой и второй группы не всегда перекрываются.Здесь мы продолжим исследования структуры остаточного члена Rπ (Л) для сумм S„ с разнораспределенными слагаемыми. Полученные нами оценки точнее всех известных оценок того же типа; кроме того, из них, без учета коне-
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танты, которая зависит от к, вытекают результаты В. В. Сазонова [24] для ■одинаково распределенных слагаемых суммы Sπ, которые получены методом композиции. Мы проведем расчеты методом характеристических функций с использованием усеченных случайных векторов. Эту методику автор раньше использовал в работах [18, 8, 14]. Правда, здесь внесены некоторые изменения в методику, например, впервые используется лемма 7.Через G обозначим класс функций g (х), определенных на вещественной прямой и обладающих свойствами:1) g (х) — неотрицательные, четные, неубывающие в интервале [0, оо) функции иlim g (х) = ∞;
x→∞

2) — определенная для всех х и неубывающая в интервале [0, оо) 
S (X/функция.Докажем следующую теорему.Теорема 1. Пусть М [ξjg(ξy)]< ∞, где g (x)∈G для ∕ = 1,2, ...,к и j = l, 2, ..., п и корреляционная матрица V положительно определенная-, тогда 

существует постоянная C2(k), зависящая от к, такая, чтоsug I Р„ (А) - Φo, y (А) I ≤М [(θ K^1 θ') g (]∕ ΘK→Θ')] •

Если, в частности, g (х) = ∣ х ∣δ, 0<δ≤l, то получим оценку остаточного чле­на в многомерной центральной предельной теореме в ляпуновской формули­ровке.Теорема 2. Пусть независимые случайные векторы ξ1, ξ2, . ..,ξπ имеют 
конечные моменты порядка 2 + δ(0<δ≤l)u пусть корреляционная матрица 
V невырождена’, тогда существует постоянная С3 (к), зависящая только от 

Je, такая, чтоsup∣Pn(Λ)-Φ0.κ(Λ)∣ Λf[(ΘP→θ')⅛i]. (1.3)
п2Сделаем несколько замечаний об этой оценке.ПосколькуsuPt-⅛=xr^lχ'-

t∈Λ*то в (1.3) можно использовать следующее соотношение:
М [(ΘK→Θ')÷ ≥sup 1 tθ' 2'^,+6j .

'** (∖VV)~^r~Нетрудно заметить (при δ = l это, в первые сделал В. В. Сазонов в [24]), 2+5что математическое ожидание М [(θ V~1 θ,) 2 ] еще можно заменить на следующие выражения, только от этого может измениться функция С2 (к).
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L

ΣУ-l Ml I (θ, t,) P+8]2+S ’(M[(θ,t7)∙]) 2
где t1, t2, ..∙,t⅛ “ произвольная совокупность векторов из Rk, для которой 
случайные величины (θ, ti), (θ, t2), ... , (Θ, t⅛) некоррелированы.

II.
k 2+8γ ∕ ∣Λyy∣ \— М[ Į (Θ, ιy) ∣g÷θ]Ил| ) 2+δу-l (Λ∕[(θ, И;)’]) 2

для любой совокупности uι, u2, ..., и* линейно независимых векторов из Rk- 
Здесь I A I — определитель матрицы корреляций вектора

((θ, u1), (θ, u2), [..., (θ, и*)),Į Ajj I — адъюнкт в матрицей, соответствующий элементу с индексами jj. 

III. i--⅛t v I (θ∙ ⅞) ∣8+sl
λ Z1 2+8 ,У-1 (Λf[(θ, ι⅞∙)>]) 2

де λ — наименьшее собственное значение матрицы А.
IV. max l≤J≤k M [ I θ, u7∙)l≡+δ]2+8 ,(Λ∕[(Θ, ui)i]) 2
Кроме того, рассмотрим асимптотическое разложение для распределения 

Pn(A)=P {SnεA}i Ae%t, нормированной и центрированной суммы

s"= τ⅛ Σ ⅛-w
независимых одинаково распределенных ^-мерных случайных векторов
51, . ..',ξ∏. Асимптотические разложения построены с помощью обоб­
щенных мер типа Чебышева—Эрмита:

f.(Λ)-f dβπ,s.2(y) + rn,s.1(A).
А

Здесь

σ"∙'-*w- ∑ (Λ У f
J= 0 xl < y1

xk<yk

Rk

Pj (it) — известные многочлены (см. (5.0)) .
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Теорема 3. Если одинаково распределенные случайные векторы ξ1, ξ2, • • •> 
ξn имеют невырожденную ковариационную матрицу и конечные моменты 
третьего порядка, не являясь при этом решетчатыми, то 

sug∣r,,ιμ)l = 0(-J=).Заметим, что „нерешетчатые“ случайные векторы имеют 0 — решетчатые распределения (см. § 2).
Теорема 4. Если случайный вектор ξ1 с невырожденной ковариационной 

матрицей имеет конечные моменты s-го порядка (s≥3) и его характерис­
тическая функция f1 (t) удовлетворяет условию Крамера

tim l∕ι(t)l<l,
11l→∞

то
s-2sup∣'∙n,s-2(^)ι = o(Λ 2 )•Заметим, что для функции распределения Fn (х) суммы S„ теорема 3 дока­зана в [26], и теорема 4 различными методами получена автором в [14] и Б. фон Баром в [11].Доказательства теорем 3 и 4 не будем приводить, поскольку они ничем существенным не отличаются от доказательства аналогичных теорем из [26] и [14]. Только вместо леммы 1 в [26] и леммы 9 в [6] следует использовать лем­му 6 из [10].

§ 2. Многомерные ти-решетчатые распределенияВ исследованиях одномерных предельных теорем особое место занима класс „решетчатых“ случайных величин: ξ имеет решетчатое распределение, если существуют такие числа а и h>0, что все возможные значения могут быть представлены в виде a+kh, k=Q, + 1, ±2,... А. Винтнер показал [38], что ξ имеет решетчатое распределение тогда и только тогда, когда при неко­тором значении аргумента ∕≠0 модуль ее характеристической функции равен единице.В частном случае понятие многомерного решетчатого распределения впер­вые ввел Эссеен [2] (см. также [39] и [40]): распределения, у которых все мар­гинальные распределения решетчатые. Это определение не охватывает случай­ных векторов, которые имеют только часть маргинальных решетчатых распре­делений. Дальнейшие исследования мы посвятим этому случаю.
Определение 1. k-мерный случайный вектор ξ имеет т-решетчатое 

распределение, если существует вектор а и система из т линейно незави­
симых векторов hi, h2, ..., hm таких, чтобы т маргинальных распределений 
случайного вектора

λ = (ξ-a)(tf-1)'

было решетчатыми со скачками в точках 0, ±1, ±2...........причем т — мак­
симальное число векторов h1, h2, ..., hφ, обладающих этим свойством.
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Здесь H — матрица, составленная из координат системы k линейно неза­
висимых векторов h1, h2, ..., hm, lfm+1, ..., lifc; lfm+1, ..., lifc - единичные 
векторы на координатных осях в Rk, они выбраны так, чтобы дет 
7∕≠0.

Докажем лемму, которая дает условия /и-решетчатости распределения 
Jį (х) случайного вектора ξ.

Лемма 1. Для того чтобы к-мерный случайный вектор ξ имел т-решет- 
чатое распределение, необходимо и достаточно, чтобы система значений 
аргументов, при которых модуль характеристической функции fζ (t) слу­
чайного вектора ξ равен единице, имела ранг т.

Доказательство. Достаточность. Пусть t1, t2, . ..,tm — линейно не 
зависимые векторы и

∕ξ⅛) = e''*∙,Λ 7=1, 2..........т. (2.1)

Упростит рассуждения, но не уменьшит общности, если мы предположим, чт 
минор из т первых координат векторов tj = (tjl, ..., tjk),j= 1,2, ..., т, не обра­
щается в нуль. Следовательно, матрица

Gi f12 tim tim 4-1 fιm4-2 tik
2π 2π 2π 2π 2π 2π

tmι t m2 tmm бит 4-1 tmm+2 tmk
2π 2π 2π 2π 2π 2π
0 0 • • • 0 1 0 • 0
0 0 • • • 0 0 1 . 0

0 0 ... 0 0 0 . 1

невырожденная.
Поскольку

∕ς (uT) = Mei <иГ> Э = Mei <u> =fa> (и),
то в силу (2.1) характеристическая функция

∕cξ-a)Hu)=∕ξ(uT)
равна единице при u=t∕Γ-1,y=l, 2, ..., т. По определению матрицы Тимеем

u1=(2π, О, ...,0,0, ...,0),
ua=(0, 2π, ...,0,0, ...,0), (2.2)

um = (0, О, ...,2π, О, ...,0).
Поэтому, полагая λ = (ξ-a)T', получаем

∕λ⅛∙)= f cos2πx,j JFλ(x)=l, y=l,2, ..., т,
Rk

Следовательно, ти-первых маргинальных распределений случайного вектора 
λ являются решетчатыми со скачками в точках 0, ± 1, ±2, ...

Необходимость. Положим, что существует вектор а и матрица Я такие что 
т-первых маргинальных распределений случайного вектора λ = (ξ-а) (Я-1)'
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fλ (п) = 1 при всех u = u7∙, у=1, 2, ..., m, из (2.2). Следовательно, существует 
m линейно независимых векторов tr∙=uj Я-1, j=l,2, ..., w, для которых ∣∕ζ⅛)∣ = l. Лемма доказана.

Лемма 2. Пусть случайный вектор Į имеет т-решетчатое распределе­
ние, то есть m-первых маргинальных распределений случайного вектора 
λ = (ξ-a) (H~1)' являются решетчатыми со скачками в точках ± 1, ±2,..., 
тогда модуль характеристической функции fζ (t) равен единице только 
в точках вида t=(t1,t2, ...,rm, 0, 0, ..., 0)=2кСЯ"1, где C = (c1, c2, . ..,cm, 0,0, ...,0) — вектор с вещественными координатами.Доказательство. Сперва покажем, что модуль характеристической функ­ции ∕λ (и) обращается в единицу при u = (u1, w2, ∙∙∙, мш, 0» ...,0). Предполо­жим, что существует u° = (w?, ι⅛, ..., uθ, wθ+b ..., wj>), wθ + 1≠0, такое, что∕λ(u0) = e,4u°* Ь).Так как система векторов u0, ux, ..., um линейно независима, где uz, j= 1,2, ..., ...»тэт, определены равенствами (2.2), то случайный вектор

Х«=а-а-ЬЯ)((Я6Я)-‘)'имеет ти + 1 решетчатое маргинальное распределение, где
1 ■. 0 0 0 √...0 \0 1 0 0 .. 0uθ u°m И° 4-1

т + 1
⅛+2 ⅞

^2τr 2π 2π 2π 2π0 • • 0 0 0 • • 0.l 0 0 0 0 1 /что противоречит условиям леммы 2.По определению λ
A(u)=Me'<"∙ w^l)') = e^'tu"^1' i,Λ(uff→).следовательно,∣Λ(t)l = lпри t=uH~1. Лемма 2 доказана.Ниже ограничимся исследованиями невырожденных случайных векторов ⅛. Заметим, что для того чтсбы ξ распределение вырождалось в к—1 -мерное распределение, необходимо и достаточно, чтобы модуль его характеристичес­кой функции обращался в единицу в двух точках t0 и βt0, отличных от начала координат, где β — иррациональное число (см. [41]).Определение 2. Абсолютную величину определителя матрицы Н 

назовем шагом распределения и обозначим через h. h назовем максималь­
ным шагом распределения, если для всех матриц Н из определения 1 имеет 
место неравенство A≥ | дет Я |.Лемма 3. Шаг распределения h максимален тогда и только тогда, 
когда модуль характеристической функции (t) внутри симплекса с вершй-

3. Leid. 11663.
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нами 0, 2πe1H"1, . ..,2πemH~1 (ex = (l,0 0,0, ...,0), e2=(0, 1,0 0„ О, ..., 0), em = (0, О, ..., 1,0, ...,0)) меньше единицы, а при tj=2πejH~1, j= = 1,2, ...,m,∣∕ς⅛)∣ = l.Утверждение леммы 3 немедленно вытекает из определения максималь­ного шага распределения h и лемм 1 и 2.Из всех рассуждений вытекает следующее следствие.
Следствие 1. Модуль характеристической функции ∕ζ (t) невырожден­

ного k-мерного случайного вектора ξ с т-решетчатым распределением об­
ращается в единицу только в точках v=2πvH-1 = (y1,v2, . ..,vm, 0, ..., 0)„ 
где v = (v1, v2, ..., vm,0, ...,0), v1, v2, ..., vm=0, ±1, ±2, ...
§ 3. О разности между двумя нормальными распределениямиПусть А и В — вещественные, си метрические и положительно определен­ные матрицы порядка k×k,A~1HB~1 — обратные матрицы, | А | и | В | — опре­делители; хАх' и хВх' — квадратичные формы.Напомним некоторые нам нужные результаты о матрицах и квадратич­ных формах.

Лемма 4 (см. [36], стр. 125). Если разность А-В является неотрицатель­
но определенной матрицей, то и разность B~1-A~1 также является не­
отрицательно определенной матрицей.

Лемма 5 (см., например, в [37], стр. 71). Если матрица В является поло­
жительно определенной и матрица А—В — неотрицательно определенная,, 
то I А ∣≥∣ В |.Докажем две леммы.

Лемма 6. Пусть 0< ε<l, и для всех xeRk имеет место неравенство1 xAx'-xBx' 1 ≤ ε (xAx'), (3.1>
тогда 1 xA~ 1x'—xB~ 1x' 1 ≤ ε (xB~ 1x'),∣xΛ"1 xf-xB~1 x'∣ ≤ xA~1x', xεRk, (3.2>
и (1 -ε)* 1 А ∣≤∣ В ∣≤(l + ε)* | А |. (3∙3>Доказательство леммы 6. Из неравенства (3.1) следует, чтох ((1+ ε) Л—lf)x'>0 и х (в—(1 — ε) л)х'>0. (3.4>Теперь в силу леммы 4 неотрицательно определенными являются матрицы:

B-l--3-A~1 и -i-!- A~1-B~i,
l+ε 1—εто есть

при всех χeRk. Отсюда следует неравенство. (3.2).Неравенство (3.3) является очевидным следствием из леммы 5 и соотноше­ний (3.4). Лемма доказана.
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(3.5)

~1∣^1

Лемма 7. Пусть имеем нормальные распределения Φa, А (С) и Φb, в (С) 
с векторами a ab математических ожиданий и с невырожденными ковариа­
ционными матрицами АиВ, причем для всех χeRk

∖xAx'-xBx' ∣≤ε (xΛx'), 0<ε<l.
Тогда имеет место неравенство Гf ^+1sup∣ Ф.,и (О-Φb,β(C) I ≤2√2 V Л , ∣(a-b)D-4 + сеИ г(|)

1 εfc + (l+ε)*-(l-ε)*
+ k 

(l-ε) 2

Здесь и в дальнейшем | (а —b) D~11 — длина вектора (а -b) D~1εRk∙, А = D'D. Доказательство леммы 7. Положим / — единичная матрица порядка 
k×k. Поскольку класс 31 выпуклых борелевских множеств инвариантный относительно линейных невырожденных преобразований, тоsup I Ф,_Л (С) - Фь.в (C) I ≤ sup IФ., Л (С) - Φb. л (C) I + СеЯ O⅛

xΛ~1 х' xB~1 x,+⅛ [it⅛γ-⅛l∣λ"'.÷'.-
(2π) 2 RκНетрудно заметить, что

(c+((-b)∕>-*)^ce(c)ιu-b,j,-1,.

Здесь (C)∣ (а_Ь) D-i į -1 (a-b) P^11 - окрестность контура С множества С,т.е.
(⅛lta-b)B->,= U (c+∣(a-b)D→∣o)∖ ∩ (C+ I (а-b)Z>→ | а) ,

UEU υεuгде U — открытая единичная сфера в Rk. Пользуясь этими замечаниями и неравенством (1. 2), выводим, что
r{-ψ∙)

Z1≤2√2-j(a-l

Г(1)В силу леммы 6 ||Д|-|Л|| ,4 VΓβi(V∣T∣+Vι^βι) l<∕x≤

-------------- j------- .
(l-ε)2Утверждение леммы 7 вытекает из (»отношений (3.6) и (3.7).з*

(3.7)
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§ 4. Усечение случайных векторов„Усеченные" случайные векторы ηb η2, ..., τμ определим следующим об­разом:
Ту при Vy*,^1Ty≤".

¼ (Чад> Чад • • • > Чад) ∣q При γjy-if'j>n,Положим Mx∖j — вектор математических ожиданий случайного вектора ηjι
л<⅛ = √ ∑ z=1» 2, А:;

Л — ковариационная матрица случайного вектора
Р {...} — вероятность указанного в скобках события.Основной результат этого параграфа содержится в следующей лемме.

Лемма 8. Имеет место неравенствоsup | Р { S„gA }-Р{ ZneA }∖≤nP{ θ Г"1 θ' >л }.
АеЫДоказательство леммы 8. Пусть Ω пространство всех элементарных 

событий со; W= {ω : S„ (ω)∈A},
½ = j4wσ~^y) r→(¾<ω>o-^),⅜n},

Л
U= ∩ Ųj и U=Ω∖U. Тогда для всех борелевских множеств А имеем

P{Sπ(ω)∈X}=P{ PF∩ U}+P{ JF∩ C∕}≤
Аналогично получаем неравенство

Р {Zf, (ω)∈Λ}≤P {S„ (ω)∈√4} + wP {βV→ θ'>n}.Лемма 8 доказана. Пусть далееκn= Λ∕[(θr→ θ') g(√θr-1 θ')].
Лемма 9. При выполнении условий теоремы 1 для всех п, удовлетворя­

ющих неравенству⅛(l∕n)>4κ,,⅞>1 >=1,2.............к.
кроме того, для всех пI (Λfι⅛, Mηj.) I ≤ у_ ^у-) М [(v, K→ ij) g(l∕γj K^1 ⅛)], j= 1, 2,

(4.0)(4.1)
п.
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Доказательство леммы 9. Имеем

О? = 7 ∑ ∕ (X, ei)2<ZF}(x)=l, ∫ (х, ei)<ZF}(x) =
>=1 Rk xF^1χ'≤Π

= - [ (х, el)dFi(x), √=1,2......... п, (4.2)
xV~l×'>n

⅛=~ ∑ ∑( f (х. *i),dFj(x)-

J= , J= , ∖χF-1x'≤n

-( ∫ (х, e,)<U7j(x)) J, Z=l, 2, ...,fc.
x∏^1x'≤π '

Следовательно,

l^s' = 7 ∑[( f (х’ e<'>idfj(x) + ( f (х. el)<∕Fj(x)j2]≤
j= 1 xΓ~1x'>λ xK^1x'>n

Неравенство (4.1) доказали. Второе неравенство в лемме 6 очевидным образом 
вытекает из соотношения (4.2).

Лемма 10. При выполнении условий теоремы 1 имеет место неравенство 

∣m'-tΛt,∣≤-¾≡=v(m') (4.3)
ff(V п)

для всех xeRk.
Доказательство леммы 10. Очевидно

tKt'-tΛt'=l £ (j∣∕[(JlJ⅛⅛, t)2]-Λ∕[(ηj-Λ∕ηj,t)≈]j =

4∑( f (х, t)2dFj∙(x) + lM(ηj, t)η). (4.4)
>=, ×V~1x,>n

Здесь использовали равенство (Mι∖j, t)=Λ∕(ηy, t). Поскольку

∣(x, t)∣≤V(xK-1x')(trt'), 
то

IМ (η7, t) I = I - f (х, t)dF∕x) j ≤
xk~l х'>л

sξI⅛) (∙[ ^→x^(V^')^(x))l (4.5)
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И

f (X, t)*<∕Fy(x)≤-^- f (xr-iχ')g(l∕irzηΓ')<∕JS∙(×)∙ (4.6) хИ~1x'>∏ RkИз (4.4-4.6) вытекает (4.3). Лемма 10 доказана.
Следствие 2. Для всех п, удовлетворяющих неравенству (4.0), имеет мес­

то неравенство∣m'<tΛt', t∈R*, (4.7)
т.е. матрица А положительно определена.

§ 5. Асимптотические разложения для произведений 
характеристических функцийПоложим: fj (t) — характеристическая функция случайного вектора γ∕, βr (t) и κr (t) — абсолютный момент и семиинвариант r-того порядка случай­ной величины (Θ,t), где t е Rk ∖ βr = M [(ΘF^1Θ'P]∙, βf,7 = Λ∕[(γz F^1γ})^],, 7=1, 2, ..., п.Рассмотрим асимптотические разложения для частных производных харак- лтеристической функции ßn} (t) = Γ^I fj ( —½=-) нормированной и центриро- y=7 ∖Vn ' gванной суммы Sπ. Когда слагаемые в сумме S„ имеют конечные моменты 5-го порядка (5>3), тогда имеет место формальное разложение∕W(t) = e 2 (l+⅛ (~J Pj(it)j + Ra(t).

Здесь многочлены Pj (ft) определяются равенством
^{∑⅛⅛(⅛)∙p÷∑ (⅛)⅛>÷

(5.1)

÷∑ι(⅛)⅛'>∙ и
J=s-2Известна [32] оценка остаточного члена Rn (t). Сформулируем этот резуль­тат, поскольку он нам будет нужен.

Лемма 11. Пусть независимые случайные векторыУ1_ Ъ v∣l1/ п V п 1/ п
имеют конечные моменты s-го порядка (s≥3) и их характеристические 
функции≠√≠τp-1∙.. ...................
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удовлетворяют неравенству

Mw ) J ≥δ>0, j= 1, 2, ..., и,

при

teΛfa = ∣t ^⅛⅛L)^≤cxlΛi},
где

C1 = min 1
11 ∕ j∙δ* ∖Γ≡2 Į4 ’ ∖ 4∙2* / ∫ *

Тогда

∣Λ.(t)l≤∣

п 2
при t∈Λfδ.

Замечание. Для одинаково распределенных случайных векторов неравенс­
тво (5.2) выполнено с δ=0,99 при

(см. [34]), а в нашем случае лишь известно (см. [32]), что неравенство (5.2) 
выполнено с δ=0,5 при

te{trtrt'(-^-)7=1≤Vn}.

Следует отметить, что утверждение леммы 11 является новым и для одно­
мерных характеристических функций.

Сформулируем еще две леммы из работы [34].
Положим

г-1 г-1 j~1

Σ,=Σ Σ •• __________________________ (r-l)∣___________________________-ι∙ ∙ ∙y1(r-Λ-i)iw-Λ.ι-i)i∙ ∙ ∙σt-Λ-i)iσι- 1)1
г-1 г-1 ji~1
Σ"=Σ Σ

'∙ '∕=½.1='-1

Л-1
Σ

Л=1

_____________ (-l)f (г-1) I_____________(r-Λ∙)iσ∕-Λ-ι)∣ ∙ ∙ ∙ θ2-Λ)∣o1-i)∣ •
Замечание (см. [35], стр. 574). Имеет место равенство 

г-1 г-1 Л“1 л-i

1 + ∑Σ Σ ∙∙∙∑l=2,^l. 
l=lJj=i 1 √ι=l

Лемма 12. Пусть fl(t) = fħΛ—Л) некоторая r-раз дифференци­
руемая функция, тогда

d'∖aq(t.') = ~- d'q(t) +

. У У** rff 7'~1⅜(⅛ ∙ ∙ ∙ d∣∙->>q(t) d>>q{t)
Ь ⅛(t)]'+1
/= 1 i

Здесь dvq (t) — дифференциал v-го порядка функции q (t).
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Лемма 13. При выполнении условий леммы 12 имеем
r—1 r—1

d’q(t) = d'× (t) + 2 ∑" <i'^j,×(*) ×(t)... d>∙-^ × (t) dj<κ(t),

где κ (t) =ln q (t).Через ∆<∏ q(t) обозначим функцию многих переменных, которая равна диф­ференциалу drq (t) после замены dt1, dt2...........dtk на ω1, ω2, ..., ωfc. Например,
∆^∕y(t) = 'r f (x> ω)'e'<t∙*>JFy(x), ω = (ω1, ω2, .... ω*).

Rk
Лемма 14. Если характеристическая функция fj (t) имеет конечные 

частные производные s-го порядка, тоI * λm. . , , I jl2≈s'∙(ωKω')2 ∣⅛ _ 1 o
1 -55Γ ∆^ln∕√t) I ≤ -------- i^∣i------- - ""=1> 2.............к,

для г=0, 1,2, ... Здесь u=s-r при r<s u w=0 при r>s.Поскольку<∙κjy(ω) = ∆S>ln∕√t)∣t-0,то из этой леммы 14 вытекает, что (5.4)
I κj,∙(ω) I ≤2! 2,j,(ωF⅛>')^β⅛∙

Доказательство леммы 14. По лемме 12 получаем 
λ,.,,.x <'sΛ(t) , v v” ∕'÷1^⅝(t)rfi^'''-,Λ(t)∙ ∙ ∙<f--v∙Λ(t)dto∙f'w—Λω-+2< 2* ---------------------- (WτiЗдесь vi+1=s и vo=0. В этой формуле дифференциалы dt1, dt2, ..., dtfc заме­няем на ω1, ω2, ..., ωr и г раз дифференцируем по ωmz
~0~Γ lnZ∕ (t) =fj~(t) ~∂<^ ∆k∖∕∕(t)÷
+ Σ Σ Σ n1! ..".'ли,! [∕,∙(t)]'+τ *ι=l i ∏ι+.. .+ni + 1=r

× √⅛i- Δ>^v'⅛ (t) ... ∆<r-)∕j (t), (5.5)
"1............ nl + ι = θ.l ...............r.По определению оператора Δ^) имеем
-^r ∆^(t) = ivv(v-l) ... (v-Z-l) f (x,ω)v"z(x,eJ'ez<t∙χ)dFy(x). 

m Rkгде em — единичный вектор. Поскольку
∣(x, ω)∣≤√(xK-1x') (ωKω')

I (*. е») I ≤ l∕(xK-1x') (е„ Ve'm),
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ТО I t⅛'fj(t) ∣≤v(v-l) ... (,-M)(∙W)^ β,r
I m IИспользуем это неравенство в (5.5) и получаем утверждение леммы 14 для r=0, 1, ...,s. При r=s+l, s+2, ...
-g⅛r ∆J,'>ln∕J(t)≡O, m = l, 2............. к.

mЛемма 14 доказана.Положим
ψ(t) л

∑ ×β(t)-
/= 1

Лемма 15. При

m'≤r6
имеет место неравенствоĮ j ≤ (m-) ⅛ξ m = 1, 2............. к, (5.6)
для r=0, 1, ..., s— 1. В случае r=s, $+1, ...

arΨ(t) _0
dtmДоказательство леммы 15. Очевидно, что β2=^ и

у—2 g—v j—у У—2β,≤β∕^2 βΓ2≤⅛*^2 β∕^2. (5.7)По формулам (5.4) и (5.7)
m y=r+2 я 2 j=r+2 п 2

=2≡⅛(m<)÷ į’ г(^£- (⅞)'l2PОтсюда при
m'≤r6(⅜P^2вытекает утверждение леммы 15.

Лемма 16. Пусть независимые случайные векторы —‰ -⅛-∙, .. ,τ⅛-У п * У п У п 
имеют конечные моменты s-го порядка (s≥3) и их характеристические 
функции удовлетворяют неравенству

N~⅛-)l>s≈0
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при t∈Λ8 = {t: m' ≤ C2 и (β,)^ },
где

Сг = min { £ ; ( ⅛ pzr ; 1 ∕ ((j!)≈ 4'÷< ⅛*<-≡>) Į ,
при этом пусть матрица V положительно определенная, тогда сущест­
вует зависящая только от s постоянная C1 (s) такая, что при βcextEN8, 
m = ∖, 2, ...у к, и при r=0, 1, ..s имеет место неравенство

s—г (5.8)
Из леммы 16 и замечания к лемме 11 вытекает следствие.Следствие 3. Если ξ1, ξ2, . ..,ξn- последовательность независимых оди­

наково распределенных случайных векторов, то

Į y⅞(t) C1⅛)⅛⅛(tΓt')~ --~ (5 9)

п 2
при

2
tVt, ≤C3w(βs) s~2 , т=1, 2, ..., к, и r = Q, I, ..., s.

Здесь Cs = min{ w ; . 1 Į
Следствие 4. Для разнораспределенных случайных векторов ξ1, ξ2, ‰

неравенство (5.9) имеет место лишь при

m'≤c1J(W⅛ где c4=ι∕(w 2-* *«<•-«>).Доказательство леммы 16. Пи многомерной формуле Тейлора при 
IeN8 получаемκ(t) = ln∕<">(t) = ∑ -į- (pLy į ×j√t) + 

÷⅛(⅛)'∑5M⅛)→m÷w∙
v= 1где ⅛v> = εvt, 0 < εv < 1, v = 1,2, ...,к.Далее с помощью леммы 13 частные производные г-го порядка по tm харак­теристической функции ∕00(t) выражаем через частные производные ее лога­рифма κ (t), а затем κ (t) заменяем на сумму ψ (t) + Z> (t).
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Итак,
⅞∕w(<)=∕w(t)-⅛a

=∕ω(t) -¾βh+∕w(t)
m

+≡zi,w-⅛^

÷∑PM⅞⅛

д1+1 κ (t) κ (t)
‘ ’ ∂th~h -

m

d1ι+Γh χ (t)

y'÷1~j,x(t)

⅛∙->∙i(t) 1
■ ■ ■ ’ ⅛⅛-λ j ■Аналогично,

aA->∙κ(t) l 
Λ≠A-∕. +

(5.10)
e-ψ (t) J

1 tf∖ r^^1 r~,& eψ (t) = ∂r ψ (t) у у*
∂trm ∂t'm ½ ½

<∕ι+ι 'fψ(t)
d'm' >lИз (5.10) вычитаем равенство (5.11) и получаем

1 ∂r /(") (t) 1 i ' ‘
∕(")(t) dtrm eψ(t) -t7fm

m i = l I

g∕ι-Aψ (t)

Λ⅛^a~ (5.11)
∂r e^ _ ∂rb(t) у у* у ∂,+1 7*κ(t) 

l⅜÷ z÷o

∂h-j> ψ (t)
∂⅛"'∙d∕ι<ι-ι jl-∣-∙ (5.12)

z<">(t) , 
eψ(t)

Далее обозначим
o(t) = e~ {l + ∑(⅛∕p>(ft)} •Очевидно lz..>(,

∂tm ∂tm

f(f,)(t) ∂reφ<t> у (t) ∂reφ<t) ∂'e<H*) д'v (t) 
eΦ(t) dtrm eΨ(t) dtrm + dtrm dfrm

, v(t) ∂'eψ<t> 0'eψα> v 1 v , v veψ<t> ∂t'm ∂<'m -j'i+j'2+^+Λ∙Далее оценим разности Y1, Y2, Y3 и Yi.Оценка Y1. По лемме 14 для всех t∈JVδ получаем
j ∂rb(t) 11 / 1 γ-⅞ 1 у
I ∂,rm Γ^∏^ Vi7T^ «yf'1

(5.13)
⅞*Oi<

s—r

2'sr(tVt') 2¾ -------------------f—1
П 2

J —r

β,J „ 2∙j'∙βj(trt') 2 
∕.√ ‰ Г7" 1⅞ л-2

8Лп 2

(5.14)
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Теперь оценим частную производную
a,×(t)

<⅛!,

при teN8. По определению оператора при ω=em имеем

∆*',l≡∕√*) = 4- ln∕j(t), 
m O∙m

Из леммы 14 вытекает

Следовательно, 

при teN8.
По определению Yį (см. (5.12)j и из неравенств (5.6) и (5.14-5.15) для 

teN8 получаем
д—г

1У11 2»ß, (tκt') 2

∣∕(">(t)p szl + ∑∑*∑ *t*÷^→~l>l
i= 1 I I =o

,-¼÷ι^A>
(tFt') 2

kUi~ι+2-Ji~l+ι)i
2

*~<⅜-f~Λ-∕-1)
(«И') 2

2А-Л-»

г-1

д-2
&П 2

11 + 2 fcf(r-l)! 2”-1 (trtz)'}≤
l i=ι f

S—I

srkr~1 24r+'(r-l)!βs(tyt') 2 !>÷∑,mτ
1 i=l

(5.16)д-2
&П 2

Осталось оценить сверху характеристическую функцию /(л) (г). Имеем
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при ≤ -i^-. Эта область изменения t содержит в себе эллипсоид tKf≤⅛- β3"2.Посколькуβ3≤⅛(⅞-)7τr,то область изменения t можно сузить до эллипсоида
m'≤Поэтому при t∈Λrδ имеет место неравенство∣∕">(t)∣≤exp∣ --⅛l}∙Отсюда и из (5.16) следует, что _5 trrI r I< s'⅛'-1 2<'^(r-l)l βs(tKt') 2 e 24

Ssn~s~для всех t∈7Vδ.Оценка Уа:y2 = e→ «>[/<»> (t)-τ>(t)] m=l, 2............... к.
∂tmВ силу леммы 11

s-2
п 2

t ИГ

е 4 (5.17)
при teNs.Теперь оценим произведение

. ∂r eφ (t)Z=eψ(t) ----- .
∂trmПо лемме 13<xψ(t) rv1 'v1** ≠+17, ψ (t)

где ji+1 = r и √o=0. Используя (5.6), получаем ∣Zf≤-⅛=^ (tvf)~ +

fr(j-l∕f+1 ⅝P⅜') 2 .г-1 г-1
÷ΣΣ,1 = ∣ i

vi+r'r*

√4,-1yΠ÷(1 + ■-1 г-1
≤

(5.18)
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при teN8. Из неравенств (5.17) и (5.18) следует
3-2

8sn 2для всех t∈Λr8.Оценка У8:
∂r~ppj(it) 

∂trm~p

„ trrг со Р---- —
— V V г! де^,÷0,-÷-2 ',<r-','Многочлены Py(ft), y=l,2, . ..,s-3, из формулы (5.1), а многочлены Pj (ft), 

j=s-2, s—1, . t., определяем формальным равенством (5.0). Известно [34], что 
(5.19)

В ∕⅛∖ _ ×√ + ≡ (ft) . i 
<∕W- (∕+2)! +

J- 1 J- ζ+ ∕ζ Σ v∕+ιl(v∕+ι~v∕ + 2) (‰-v∕+1) (vz-v∕-1 + 2)(v∕~v∕-ι+1)∙∙∙(vι-v° + 2)(vι-v∙+1) 
где γz+1=j, vo=0 и ×j (ft)≡0 при j=s+l, s+2, ...Нетрудно проверить, чтоI ∣≤2fc(tKf)^^. т-1,2,...,*, 
для v=0, 1,2, ...Поскольку

t иг
t∏e —2~-у- дРе е 2 ------------

∂>s, 

р-1 р-1+∣∑ ∑'
/=1 /

κVj+ι-Vj+ι(ft) ∙ ∙ ∙ κv>-v. + ι (ft)

1 ∂Ptve
2 dtp

∙∙ y*+ι"74ΓT

⅛1^',
fr-J∙tW 

a⅛^h Ji+ι=P> 7o = 0.

+

то
2-р , P~1 1 2-р tve≤∏tFf) 2 {1 + ∑ 2p-1(tn')'∣≤2<p kp(p- 1)! (tFf) 2 e 8 . (5.20)* ∕≡ι iC помощью неравенства (5.4) после несложных вычислений получаем

Ат
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I ∂r~ppj (∕t)I ∂ι'-p

I = I 2 ∂'-P×j+i(it)I ∣σ+2)! ∂l'-p
I /И1 + .. .+mI+1='-p

mi, ... . mz+1=0,l..............г-р

×

(Г-р) I a",,+1 ¾.4÷>w d"tl ×Λ-Λ + a (<⅜)

×
m1l ττ⅛! ... ∕n∕+ι∣√∕+ι! (7∕+ι~Λ + 2) (∕∕+ι~√∕+ D ∙ ∙ ∙ (∕ι-√β + 2) (Λ~Λ +1)следует

s~J J J-(r-p)I д'-p Pj (it) I st2's'-r k,-2‰∙~2 (tVt,) 2I Л'-" Į" O+2)∣
J~l 5-2(∕+l) J i-(r-p) +2 (∕+l)

+ ∑ 2j~1 s'-p(s!2'),+1 (l+I)'-? к '~i βj-2(trt,) 2 ≤
∕= 1

j J-(r-p) tVt

≤(s∖)isr-p2ib+*''p-2 (m') 2 e8 . (5.21)По (5.19—5.21) заключаем
I Y, I ≤ 2 ∑ r'2vipfp~Pll, (trt,) -2δ e^∣ ‘n' (siysf-p 2'<∙+*> × 

p=O j≈s-2 P∣(r-P)ln~2~

X β⅛ (trt'∕^^⅛z, e^~ ≤ <r~1>l (2,fa)r(2,+^∣),^ζβj(tFir) 2 « 4 χ
£ 1Д ∕ 2*+<jJ(tnz)2 β∕-2 √-U-x,≡≈(------------v?------------ >

(r-1)! (2δArj)',(2*+<5!)*->β,(tHzj-2^^
~a~2 

n 2для всех t∈7Vβ.Оценка У4:K4≈e→<∙)[o(t),eψ<∙>] ∞=1,2.............к. (5.22)
OtmПо формуле (6) из работы [32]∣o(t)-eΦ<.>∣≤J⅜e-^≤≥Z-β^ e~^

„2 „4П П
2при trt,≤⅛ β, a~2 .
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Из (5.18) и (5.22 — 5.23) следует∣r.l< gr+,*r~,⅛-l)r(r-∣)∣2*(t>T)~ β, -e-⅛t
п 2для всех t<≡N8.Оценки y1, Y2, У3 и У4 подставляем в'(5.13) и получаем утверждение лем­мы 16.

Лемма 17. Пусть независимые случайные векторы ξ1, ξ2, ∙∙∙,‰ имеют 
конечные моменты s-го порядка (s≥3) и корреляционная матрица V поло­
жительно определенная, тогда для tm = 1,2, ...,k и r=0, 1, ...,s имеет 
место неравенствоI ∣≤∏ (НЮТ)+⅛)' exp{ -⅞→(⅛F

√=3 „ 2

при tκt'≤⅛ β3-2.Доказательство леммы 17. При r=0, 1, ..., s имеем
Л

г!_____
. . . т„1

(5.24)
Заметим, что в сумме среди m1, т2...........тп чисел не равных нулю не больше г.Оценим произведение
где N — подмножество множества L={l,2, ..., и}, состоящее из n — v, v≤r,различных элементов.ПосколькуIλ(⅛) 12= [ ∙[ cos(⅛ x^y)о* dλи 

τ,o
''∙.r<∏(∙-‰*∏÷WKι⅛∙*)Γj),*
<w{-∑-((1⅛.*)f)÷t∑4∣(1⅛.*)∏∣<
≤exp{ -m'+∣ ≡L β3+m[(fU. γ,)2] j . (5.25)
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(5.26)

Поскольку в множестве L — N, всего v элементов и v≤r, то
(5-27)

Из (5.25), (5.26) и (5.27) следует, что для всех подмножеств Λ⅛ n - v (v ≤ г) раз­личных элементов и πpHtlzt'≤-^ βf2 имеет место неравенство
∣^l≤exp{-^ + (1⅛)3 (tl√}.

Имеем
и (⅛)

I ∂tm п

< Pv> v = 2 3 . г.

Из двух последних неравенств и соотношения m'≤4e~ (5.24) заключаем, что при
г!

×exp j-^L + (⅛)≈ (tκt≠j, βv≤ β8∕l∕tn'
пгде сумму Σ' берем по всем mjv ...,mjr=l, 2, ..., г; ',mh + ... + mjr = r и С/i» ...Jr)≡K. Зррсъ К — класс всевозможных подмножеств, состоящих из г различных элементов множества {1,2, Следовательно,≤gfi |««р{ ^+(⅛)5 +

п

≤exp{-^+(-⅛)l (tκt')h fl (⅛+fe(VtWτi)Y.
J-3 \д2 /Лемма 17 доказана.

4. Leid. 11663.
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Лемма 18. При выполнении условий леммы 16 существует постоянная; С2 (j) такая, чтоI -ξr [∕ωw-e--v-] ∣≤c2Wfc∙e^-^^ į
tm j=3 &п 3 

при m=l,2, ...,k∖ 7=0, 1, . ..,s и t∈7Vδ. Здесь uj=j-r, при j≥r и uj=0, 
при j<r.Следствие 5. Если случайные векторы ⅛, ξ2, ...,‰ имеют конечные- 
моменты s-го порядка (∙y≥3) и корреляционная матрица V положительно 
определенная, то существует постоянная C3 (s) такая, что

и. 
t ∏t' t Vt' s ^n

[fw(t)-e~~] ∣≤C,(j)t√T- 2 -Ц^-
' >-3 n~

при 1 2tKt'≤C4w3 β5 3<*-2), w=l,2, ..., k и r = Q, 1, ..., s.Доказательство леммы 18. Оценим производную

г! 
p∣(r-jp)!

trr
∂Pe 2 ∂r~PPj(it) 

∂trm-pДля оценки производных от многочленов Pj(it), j=l, 2, 5 — 3, можем:использовать неравенство (5.21), только βj~2 надо заменить на βy+2ι
∩r-p i j-<r-P)4τ=ir Pj (ft) ≤ (Jiy s'-<∙ 2*÷>> β7+2 (rn') 2 e »

Iпри r-p=0, 1, ...,y. В случае r-p=j+∖,j+2, ... имеем
∂t~p

Pj(it)≡0.

(5.28}
(5.29).Из (5.20), (5.28) и (5.29) следует, что

J—3 uy+≡ m> г∣y∣≤∑(j∣y5'2><'+*){^Yβj+2(m'∏^e^ « 2
1 \ И л ∕ 0

г! 2^^(p-1)!< 
p!(r-p)!j∕,

3)(s + 4) + 3r
7-2 

п 2

uJ
βy⅜n,)2 e tvt,

4

при t∈7Vδ.Отсюда и из леммы 16 немедленно вытекает утверждение леммы 18.
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§ 6. Доказательство теоремы 1С начала докажем утверждение теоремы 1 для всех л, удовлетворяющих неравенствуg(Vn)>C4(*)κn,
где

С4 (к) = 27 (к + 3) (к + 3)! kk+1 2k+*, ×n = M [(θ V~1 θ,) g (√ θ V~1 θ')].В § 4 показано, что для выбранных п ковариационная матрица Л случай­ного вектора Zπ положительно определенная, причем, дисперсии всех коор­динат вектора Zπ больше ^-.Существует матрица В такая, что A=B'В. Не­трудно заметить, что случайный вектор Yn = (Zn-MZπ) B~1 имеет равные нулю математические ожидания и единичную корреляционную матрицу.Далее нам понадобится случайный вектор ξ с функцией распределения 
лf,ζ(x)=l 2 Λ(x)∙ Здесь Fj(x) — функция распределения случайного век­

тора (ηy-Mηj) B~1.Заметим, что ξ имеет равные нулю математические ожидания и единичную корреляционную матрицу I.Поскольку класс выпуклых борелевских множеств инвариантен отно­сительно невырожденных линейных преобразований, тоsup IР { Sπ∈Λ } - Фо, у (А) I ≤ sup | Р { SπeA } - Р { ZλeA } | +

+ sup I Φmz a(A) — Фо, v (A) I + sup ∣P{ Yn∈Λ } — Фо, ι(A) ∣ = J1 + J2 + J3* Ae<įį m*'∏, Аё%Оценка J1. По лемме 8J1≤wP{θr-1θ'≥rt}.Поскольку
то

Оценка J2. Из лемм 7 и 10 вытекает
∙z2*=⅛ *

2κ iгде ε= " . Заметим, что 0<ε≤77 .
g (1/ п )g(V^)Нетрудно проверить, что
V(Λ∕zn) r→(Λ∕Zn)'≤-⅛⅝

g(l∕n)

4*
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Следовательно, существует постоянная C5(k)t такая что
*^2 ≤ G(⅛) ×n 

g(V∏)Оценка J3. Как мы заметили в § 1 (см. (1.1) j для оценки разности J3 доста­точно оценить сверткуДя(Л) = [Р{¥„еЛ}-Ф0. ,(Λ)] * я(4) при -∣-= (Λ∕∣ ξ ∣3)^1. Оценим ∆n (Л) для всех борелевских множеств Апространства Rk. По выбору распределение Н (А) абсолютно непрерывное с плотностью рп (х). Плотность распределения Φ0j,7 (Л) * обозначим че­рез q (х).С помощью хорошо известного равенства
переходим к оценке интеграла 

u= f ∣A,(x)-?(х) I dx, 
gk который по неравенству Гельдера не больше произведения

—)l 

1+∑ lx∙mli<*+s>, 

т= 1По многомерному равенству Парсваля получаем
00= ∫ ∣At(x)-0(x)ls<fr= -(2⅛F f j[(∕w(t)-e 2 )a<*≡)]∣2λ

Rk ltl≤7

um= f ∣xm l2rt+3* ∣pll (x)-?(х) ∣2<∕x =

Здесь ∕<">(t) — характеристическая функция случайного вектора Yn.Переходим к оценкам интегралов Uq и Um. Далее предположим, что l = ⅛-(M∣ζ∣∙)-1>i.
поскольку в противоположном случае результат (6.7) тривиальный. Обо­значим

i 1α = Cβ(fc)√ (M∣ξ∣*+s) 3<*+1>,
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где
Cβ(fc) = ((fc + 3)! 24+5⅛*+1j^1.

Очевидно,
1а< — . ε

Оценим только интеграл Um. Интеграл Uo оценивается значительно проще 
с использованием аналогичных идей.

В § 1 заметили, что распределение Я (Л) имеет конечные моменты доста­
точно высокого порядка, например, порядка £+3. Следовательно,

I l≤C7(fc)<∞, ι> = 0, 1, , fc+3.
I ∂tm I

Очевидно

σm = L1+L2,

l1=(⅛ .Г I
∣t∣≤<x m

a< I t l≤-ε

(6.1)

(6.2)

(6.3)

В силу следствия 7 при 111 ≤ос

⅛ [(∕w<t)-e' 2' >(**)] l≤
fc+3
у (fc+3)l
Δ rj(jt+3-r)!
г=0

∂k+*~rh(tε)
∂⅛+3~r

ft+3 Jt+3

≤C8(fc) 2 2
r=0 j= 3

∣tΓ>t0M∣gι>
/-2

l⅜∣,
е" 16 ,

П 2

где Uj (r)=j-r при j>rπ uj (г) =0 при r≤√. Следовательно, существует посто­
янная С9 (к) такая, что

Jt+3

(6.4)

После несложных вычислений получаем
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Предположим далее, что
27 (k + 3)

2

27(Λ + 3)
2

а>В случае
α≤неравенство (6.7) тривиальное.По лемме 17I [∕<">(t)A(tε)] ∣≤C11(fc) f (1 + ∏ (fc∣t∣ + ^⅛i)^×
×eχp{ - ^l⅛l+(j⅛^)3 ∣t∣3}≤

Ä+3 /г ∖ 1 ⅜
<⅛1>> ∑ (ι÷∏ (4>!÷¾‰-mι ⅛ 

r=l \ 7=3 n 2 /при
Следовательно,

⅛crf) ∑ (1+∏ (⅛)∙y (J4F)'∙ 

r=, \ 7=3 n 2 ∕ n 2Теперь из (6.1 -6.6) вытекает
(6.6)

Аналогичному неравенству удовлетворяет интеграл Uo. Таким образом, мы показали, что существует постоянная C15 (k) такая, что
Л+З ⅛+3 г∕.≤⅛w ∑¾t÷∑∏(⅛)'2⅛F ∙ <6∙7>

*7=3 n 2 r=3 J=3 n 2 n 2По определению вектора ξ имеемΛ∕∣ξr=M[(ζzξ≠]= 1 ∑ Λ∕[((η>-W^1(fi^1),(∙∏j-W')3]=
7=1= į ∑ М[((¼-Λ∕¼) Λ-1 (ηj.-Λ∕η,)')2] . (6.8)

7-1Здесь
m[(⅛-Λ7iv)Λ-1(¼-W)*]= f {(x-Mηj)Λ→(x-M√)2dFi(x) + 

xF-1x'≤n+ ((Λ∕ηj)Λ→(Λfη,)j2 f dFj(x).

xV~lx'>n

(6.9)



О центральной предельной теореме в Rh 55Из лемм 6 и 10 следует, что∣xP-1x'-xA-1x'∣≤-j-^- (xF~1x') для всех χeRk. Здесь
ε =и 2×n ^(1/л)0<е<1‘Поэтому0<xΛ→x'≤f (xK→x'), (6.10)0≤(x-Mηj)Λ-1(x-Λ∕ηj)' ≤∣ (х-Mη,∙) V~'(х-Mrij)' (6.11)

И 0≤(M⅛Λ->(lft⅛r ≤4 f∙Mτii) (6.12)для всех χeRk.Посколькуxr→x' = sup ,
teRk lKtтогда (x-Mηj) K-1(x-Λfηy)' = sup *,* ≤

И (Λfηy) F^1(Λfηy)' = sup
tεRk

(Mτb∙, t)9 
t И'

M[(γ.Γ-xγj)g(]∕γzΓ→γj)] ’ 

V∏ g (1∕λ^)Из (6.8—6.12) вытекает у—2 λ'∣≡∣v4 Σ 7⅛)mKv>^)s(Vv^)1≤при v=3, 4, ..., fc+3 и для всех п удовлетворяющих неравенствоg(V n)≥Ct(k) κπ.Следовательно, существует постоянная Clβ (к) такая, чтоJ3 ≤ Cl6(k)επ 
g(V^n)Теперь из оценок J1, J2 и J3 вытекаетsu^ ∣P{ S„eA }- Φo, y(A) | ≤ κ,при ?(]/«)> C1(*) ×n.В случае g (]∕n) ≤ Cll(k) κn утверждение теоремы 1 тривиальное. Теоре- ма 1 доказана.

Вильнюсский Государственный Поступило в редакцию
университет им. В. Капсукаса 16.П.1970
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APIE CENTRINĘ RIBINĘ TEOREMĄ ERDVĖJE Rk. I

A. Bikelis

(Reziumė)

Darbe nagrinėjama nepriklausomų Л-mačių atsitiktinių vektorių ξ1, ξ2* ..., ξπ normuotos ir 
centruotos sumos

Л
s-=-j⅛ Σ

pasiskirstymo konvergavimo greitis į Ar-matį normalinį pasiskirstymą tolygiai visoms iškilioms 
Borelio aibėms. Reikalaujama, Jkad atsitiktinių vektorių koordinatės ξtz∙, ι=l,2, ..., k, j=U 
2, ..., n, tenkintų sąlygą: M [ξ^g(ξi∕)]< ∞. Čia g(x) — Kaco funkcija.

ON THE CENTRAL LIMIT THEOREM IN Rk. I

A. Bikelis

(Summary)

Let G be the class of all functions g (x) defined on the real line and satisfying the following 
conditions:

1) g(x) is non-negative, even, non-decreasing on [0, co) and

lim g(x) = ∞∖
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2) y^-y is defined for all x and is non-decreasing on [0, ∞).

Let ξz∙=(ξι7∙, ξay, ..., ξj⅛z∙), j=l, ..., n, be a sequence of independent random vectors in Rkt 
with the distributions Fj (x), j= 1, 2, ..., n.

Thus in this paper it is proved the following
Theorem. Let ⅛tj, √=1,2, ..., n, possess finite moments M [ξ^(ξ1∙y)], i=l, 2, ... , ki y=l, 

..., л, and let be the covariance matrix W ot the distribution functionn
∙fu,=I Σ fj<*+m⅛>j-∣

of the random vector Θ non-singular. Then uniformly for all convex Borel sets An
I p { 7√ Σ ⅛-m⅛*a } -φo. W G4) I ≤ M [(ΘFP~1 θ') g (1∕W=≡Θ7)].

Where ΘFΓ^1 θz is the quadratic form.


