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О ПРЕДСТАВЛЕНИИ ЦЕЛОЧИСЛЕННЫХ СЛУЧАЙНЫХ МЕР КАК 
СТОХАСТИЧЕСКИХ ИНТЕГРАЛОВ ПО ПУАССОНОВСКОЙ МЕРЕБ. Григелионис1. Пусть (Ω, <F, Р) — основное вероятностное пространство и пусть за­дана возрастающая система о-алгебр &t, таких, что Js't⊂Js', <Ft= ∩Jrt+e = ε>0
= <Ff+0, ∕≥0. Будем предполагать что о-алгебры & и &t, z>0 наполнены по мере Р.Говорим, что последовательность ти + 1-мерных случайных векторов (τk, Ark), fc≥ 1, таких, что 0<τk≤ оо, а Хк принимает значения в w-мерном ев­клидовом пространстве (Rm, ⅞m), задает целочисленную случайную меру на а-алгебре [0, oo)×^m*∖  согласованную с системой а-алгебр J2rf, r≥0, если почти всюду по мере Р (п.в.) на множестве {ω : τk (ω)<oo}, ∣ Xk | >0, п.в. на множестве {ω : τk (ω) < oo} ∪ {ω : τl (ω) < oo} τk≠τb k≠l, и {τk≤f, 
XkEΓ}e^^t для всех z>0, k≥∖, Γ∈^m. Определим ее равенством:

*, 08 [0. ∞) — а-алгебра борелевских подмножеств интервала [0, оо).

P(^) = ∑ 3U(τt, ¾), Λ∈^[0, ∞)×‰
fc=lгДе /л ~ индикатор множества А.Обозначим

p(t, Γ)=p([0, r]×Γ), Γ∈<0m,и допустим, что для всех t< ∞ и ε>0Р {p (tt Ut) < оо } = 1, где Uz = { х :; х ∣ ≥ ε }.Случайную меру р (Л), Ae<⅞ [0, ∞)×⅞m, называем пуассоновской, если для всех не пересекающихся множеств A1, ..., Ак, таких, что AiE⅞ [0, оо) × 
× ⅞m iΛ.'Ep (Л4) < оо, i=l, ..., kt k≥ 1, значения р (A1), ..., р (Ак) взаимно не­зависимы и имеют пуассоновское распределение.Основной целью настоящей работы является исследование условий, при которых для данной целочисленной случайной меры р (Л) можно построить, возможно, в определенном расширении основного вероятностного пространс­тва пуассоновскую меру р (Л) со средним Ep(A)=[ ∣ , которую

А мы будем называть стандартной, так что
t

p(t, Γ)= ∫ ∫ χr (φ(s, x)) р (ds,dx),О Rm
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где φ (5, х) — определенная случайная функция со значениями в Rm, а инте­грал понимается в смысле К. Ито [1]. Прежде, чем перейти к точных форму­лировкам, приведем ряд понятий и фактов теории мартингалов (см. [2] — -[6]).2. Случайный процесс X{t), f≥0, принимающий значения в некотором измеримом пространстве, мы будем называть согласованным с системой о-ал- гебр ^rf, r≥0, если при каждом t случайная величина Xt является изме­римой.Обозначим 9Л(п,) класс всех т -мерных непрерывных справа интегрируемых с квадратом мартигалов относительно системы а-алгебр <^f, r≥0. Подкласс 9Л(ш) непрерывных п.в. мартингалов будем обозначать 9J⅛σ°.Класс w-мерных случайных процессов Ar(z), z≥0, согласованных с J7t, таких, что существует возрастающая последовательность {Тл} моментов оста­новок (m.o.)*∖  Tnfoo при w→∞, и e$R(zn) для всех w≥l**∖  мы обозна­чим ®l(m)’Ioc.

*) Неотрицательная случайная величина Г называется м.о., если {T≤f}∈^rr для всех ∕≥0 и P{T<oo} = l.**> αΛZ> = min (а, Ь).

Далее, обозначим 51+ множество всех естественно возрастающих процес­сов (см. [4], [5]) A (t), r≥0, согласованных с ŽF t и Е А (г) < ∞ для всех t<∞, 
%[={A : A=A1-A2, A1, A2e 51+}. Аналогично определяются классы случай­ных процессов loc, 5į, 5Iloc, 5Γoc∙ При т = 1 верхний индекс (w) всюду будем опускать.Известно [5], что для любых X, Y∈¾Rloc существует единственный с точ­ностью до эквивалетности процесс <X, Y> ∈ 5Γoc, такой, что п.в.Е [(Х(/АТ„)-Х(МТ„)) (r((ΛTJ-lr(MΓj) I ∙^j] =

= Е[<У, У>,Лг„-<Х. r>sΛTn∣∙S≈rJдля всех z≥^≥0, и>1 и всех {Tn}, таких, что X (t∕∖Tπ), Y (t∕∖Tπ) ∈9JLСледуя [5], для каждого Хе ЭЛ1ос определим класс случайных процессов L (<JY>) таким образом.Пусть Ф — класс измеримых случайных процессов Ф (t), f>0, таких, что Ф (Т) ^rτ- измерима для всех м.о. Г,Φrc — класс ограниченных непрерывных справа, имеющих пределы слева случайных процессов иL(<Ar>) = Φ ∩ Φrc,где Φrc =и<" } (суммируется по множеству всех монотонных последова- 
{τn}тельностей м.о. {Tn}t таких, что Tn f 00 и X (tК Tπ)∈≡ для всех л ≥ 1), а Ф{гсГл> является замыканием Φrc по системе полунормглтлIIφ',⅛><0=[e (f Φ1W<*> s)]l'2. n>ι,z∈(0,∞).
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Из результатов работы [5] (см. также [6]) следует, что для каждого Ar∈2Rloc и Φ∈L(<Ar>) существует единственный с точностью до эквива­лентности y∈9Jlloc такой, что для всех Z ∈9ft,oc п.в.<r, Z>,= f Φ(s)d<X, Z>,.
О

Y называется стохастическим интегралом от Ф по X и обозначается
y(r)=f Φ(s)dX(s).

О3. Рассмотрим теперь целочисленную случайную меру p(A), Ае& [0, оо) х×⅞m, заданную последовательностью { (τk, Xk) }, согласованную с системой с-алгебр t≥0, и предположим, что существует функция ∏ (∕, Γ)=Π (t, ωr Г), (г, ω, Γ)∈[0, oo)×Ω×^n, являющаяся мерой по Г при фиксированных (г, ω), при каждом [0, оо) × & — измеримая и П (Т, Г) — измеримаядля каждого м.о. Т, для некоторой последовательности м.о. {Тл}, Tn f оо
t^τnЕ ( [ ∏(s, Uz) ds^ < оо при всех п ≥ 1, ε > О, t > О,
ои такая, что

q(t, Γ)=p(t, Γ)- [ ∏(s, Γ)<fceSRl∞ (*>
Одля всех Γ∈ ⅞m ∩ C7e, ε>0.Лемма 1 (ср. [7]). При вышесделанных предположениях для всех Γlr Γ2∈^m∩ Uz, ε>0<9(∙, Γ1), 9(∙, Γl)>,= [ ∏(s, Γ1∩Γa)<fc. (1>

ÖДоказательство. Пусть последовательность м.о. {Tn}, Tn↑∞, такая,, что q(t∕∖Tπ, Γi)∈ 9Л, f=l,2. Для краткости обозначим
q(tATn, V) = qn{t, V),p(t∕∖Tn, V)=pn(t, Г)и
глтя[ ∏(∙t, Γ)* = ∏n(z, Г).
ОПусть 0<δ< 1. Для фиксированных O<s<t< оо, очевидно, можно выбрать, последовательность м.о. {σn} так, что σ0≡s, σfc≤σk+1, fc>O, существует k0= 

= k0 (ω)< оо, такое, что п.в. σk = t при всех k≥k0, иsup I rn(w)-y,,(τO∣≤δ, fc>O,
velαk∙ σk + ι>где

Y,O) = (pn(t,Tl),pn(t. Γ,). ∏n(∕, Γ1),π.(r, г,)).
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Имеем, что(<M'. Γ1)-9⅛(J, Γ,)) [qn(t, Γ,)-⅛(5. Γ2)) =
= Σ (^"(σ<∙ Fι)- <7n(σ∣-ι. Γ1)j (®/> г,) — q„ (σj-1, Γ2)j = /. У=1≡Σ (^"(σi> Γ1)-.√σz-1, Γι)j (<7∏(σi,Γa)-<7n (σz~1, Γ2)j = /=1= 2 [(^>(σb Γ*ι)-^,,(σi-ι, Γ1)) qn (σ,∙.1, Γa) + (^(σf, Γ2)- ∣∙=ι- ^∏(σi-ι* Γ*a)j ^π(σf.1, Γ1)]∙ (2)Поскольку для всех z≥l и fc=l,2∏n(σl,Γjk)-Πn(σi-1, I∖)≤δ, (3)X (pΛσb Γ1)-p,,(σ,-1, Γ1)) (pn(σi, Γ2) -pπ (σi.1, Γ2)j =
=P∏(t> Γ∖ ∩ Γa)-pn(ly, Γ1∩Γa) (4)и
∑ (р, (σ,, Γ*) -pn (σi-l, Γt)) =pn (tχk)-р„(s, ГД (5)j=lто из (3) —(5) получаем, что∑ (¾(≡i> Γj)-¾(σl-1, Γ1)) (⅛(σi,Γ2)-gn(σi.1, Γ2)) =
=p„(t, Γ1 ∩ Γ2)-р„(5, Γ1∩Γ2) + Λn(j, t, Γ1, Γ2), (6)где
Rn(s. t, Γ1, Γ2)=-∑ j(∏√σ1, Γ1)-Πn(σi.1, Γ1)) [(/>„(σi, Γ2)-i=l *-∕√σi.1, Γ2)j-(∏π(σf, Γ2)-Πn(σl∙.1, Γ2))] + (pn (σi, Γ1)--P∏(σ∣-ι> Γ1)j^∏n(σ,∙, Γa) — ∏n(σj∙-1, Γa)j∣
I R„ (s, t, Γ1, Γ2) I ≤ δ (λ (r, Γ1) +p„ (t, Γ2) + n„ (t, Γ1)) • (7)Обозначим^fc=∑ rι) “Яп (σi-1, Γι)) Чп (σi-ι, ra) +i=l+ (<7∏(σi∙ Γ2)-qn(σi-ι, Γa)) ^n(σi-1, Γ1)J
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и заметим, что {qk, 0rak, k≥l} является мартингалом, поскольку из извест­
ных свойств мартингалов (см., например, [2], гл. VII), имеем, что (q„ (σk, Г;), 
Jrσk, Ar≥O), y=l,2, являются мартингалами и

Е L<X (9n ≤4 e ('> r>))a <oo' j =1 > 2∙ (8)

Покажем, чтоE I qk [ ≤ С < ∞, (9)

где С не зависит от к.
В силу того, что при каждом k≥2 п.в.Е (qk I = Е (В (ft I ∙Fθl) I ^,) = О,

то из (9) будет следовать, что п.в.E⅛β∣^,) = 0. (10)
Имеем, чтоft = (ft(¾, Γ1)-ft(j, Γ1)) (ft(σk, Γs)-qn(s, Γa)j-

-∑ (ft(σi, Γ1)-ft(σ,.1, Γ1)) (ft(σ,, Γa)-ft(σ,.,. Γa))∙ (11)
<=1

Из (3)-(7) и (11) получаем, чтоl⅛l≤4[ suP (?»<«> rι)-9"(*. Γ1))*+ sup (q„(u, Γa)-
uS≤l∕≤r ' ! s≤u≤t '-ft(j. Γs))a]+pn(∕, Γ1∩Γ,) + 8(p.(∕, Γl)+/>„(/, Γa) + ∏n(f, Γ1))∙

Отсюда и (8) следует (9) и тем самым (10).
Теперь из (2), (6) и (10) находим, чтоЕ [(ft(<, Γ1)-ft(j, Γl))(ft(<, Γa)-9n(s, Γa))∣^,] == Е [( П„ (t, Γ1 ∩ Γa) - П„ (s, Γ1 ∩ Γa)) I ^,]+

+ e(λπ(s, t, Γ1, Γa)∣^s)∙ (12)
Но, ввиду (7), п.в.

I E (a„(s, t, Γ1, Γa) I ∣≤ δE [(2∏n(f, Γ1) ++ ∏n(z, Γa)) ∣^,]. (13)
Из (12) и (13) в силу произвольности 8 следует (1). Лемма 1 доказана. 
Перейдем к определению стохастических интегралов по мерам р и q. 
Пусть F-класс [0, оо) × ⅞m × & -измеримых функций ∕(∕, х) =∕(∕, х, ω), 

таких, что при каждом фиксированном х∕(T, х) ⅛Fτ — измерима для любого
7. Leid. 11663.
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м.о. Т. Обозначим Fp подкласс функций ∕∈F, для которых суммы 2 f (ть схоДятся |п.в. Значение этой суммы мы будем называть инте- τjt≤rтралом функции f по мере р и обозначать
Pf(t)= f f f (S, x)p(ds, dx).

0 RmДалее, обозначим Fβ подкласс функций ∕∈F, таких, чтоГЛТ„Е ( f [ fi (∙y. x) ∏ (∙y. <&) < ∞θ <для некоторой последовательности {Tn} м.о., Tn f оо, и всех w≥l, />0.Используя соотношение (1) стандартным образом для функций ∕∈F0 ин­теграл по мере q, обозначаемый
β∕(0 = f f f (S, x)9(ds, dx),

0 Rmможно определить как единственный с точностью до эквивалентности процесс 2∕∈9ftloc, такой, что1) если f (s, x) = Φ (s) χr (х), Ф ∈L (<ę ( ∙ , Γ)> ), Г ∈^m ∩ C7e, ε>0, то
Qf(t)= f Φ(5)9(Λ, Т);

О2) если ∕1, ∕2∈Fβ и α1, α2 — действительные числа, то
Qal fι + atft = <h Qf∖ + Д2 Qft ∖

'^τn
∙ElQ}(tKTn) = ∙E^ f f*(s, x)∏(s, ∣<∕x)<fc)' одля всех л>1, «>0 и каждой последовательности ∣{Γn} м.о., Т„ f со, β∕('ΛTn)∈aR.Пусть g= (gl, .... gfl),f= (∕l fN), где gi eFf, ∕∣eFe nfl ffi=0, i= 1 N. Обозначим Н (0 =(я, (t) Hn (t)) , где Я, (t) = X, (t) + Ai (г) + Qfi (t) + Pt. (f), Xfe2RJ,oc, Λie¾∞, i=l,...,N.Аналогично теореме 5.1 [5], имеет место следующая важная формула о преобразовании стохастических интегралов, являющаяся обобщенной фор­мулой К. Ито [8] (см. также [5], [9] — [14]).
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Лемма 2. Пусть F (z1, ..., zn) - дважды непрерывно дифференцируе­

мая функция. Предположим, что либо , либо fi, i= 1, ..., N, ограничены. 
Тогда верна формула'.

F [ħ(s)) = ∑ f l^{jT(u))dXl(u) +
i=l s

+ f f [f (ff(u)+∕(u, x))-F (я(и))] <f(du, dx) +
s Rm

+ /{ f [f(h(u)+∕(u, x)j —F (я(м)) —

N

X) £ (h(u))] Π(m, dx) <∕u+Pc(O +
+ ∑f⅛ (M ^l(u)+' ∑ į {H(u)} d<Xl, Xi>u,∣=1 л G7=1 j

где
G(t, x)=F х))-г(я(г)).4. Далее нам еще понадобятся следующие утверждения.

Лемма 3. Если выполнено предположение (*) п. 3, П (t, Г) не зависит 
от ω и для всех t ∈ (0, оо)

[ [ 1 х ∣2 П (j, dx) ds < ∞,6 lx∣≤l
то мера р является пуассоновской.

Если, кроме того, существует X=(Xx, ..., Xr) ∈S0I∞-loc, такой, что

<Xi, Xj>r= f aij(s)ds, ι,7=l, ..., г,о
где функции aij (t) не зависят от ω, то мера p и X независимы, а процесс X 
является гауссовским процессом с независимыми приращениями.Доказательство этой леммы, используя лемму 2, аналогично доказа­тельству теоремы 2 [14], и мы его не приводим.ОбозначимСл = {х : 2"≤ Į х ∣ <2л+1},ciW = {χ = '∙∏W≤∣χ∣<'∙n÷ιW}.где rπ (t) определяются равенством

∫ ∏(Λ rfx)= ∫ .⅛-, п = 0, ±1, ...lxl>2" |дг|>г„С0
7*
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Лемма 4. При предположении (*) п. 3 существует функция φ(r, х) = = (φι (*, χ)> ∙ ∙ ∙> Φm (h *)j, Φi ∈F, ^=1, • ∙∙, fn, такая, что для всех Г eygm ∩ C7e, ε>0 и te (0, оо)∏('. Γ)= f χr (φ(t, At))
RmΦ∕-1(G) = c∏∕)*∖

I УГ+1

причем φf1 ({x}) состоит из единственной точки, если ∏ (t, {x})=0, явля­
ется сферическим слоем C'n (t, х) = {y : r„ (t, х) ≤ | у ∣ <rnn (t, x)} ⊂ C'π (t), еслиП (t, {x})>0, xeCn, и ∏(r. {x}) = [ 7-yψsτι

Сп (/, X)Доказательство леммы 4 является довольно очевидным изменением дока­зательства леммы 2 в [15], стр. 89.Пусть случайный вектор У=(УЬ ..., Ут) имеет равномерное распределе­ние в шаре βι= {x : ∣ х ∣ <1}, т.е.
pp,,γi-j⅛I⅛1где μm -мера Лебега в Rm.Обозначим Z=(Z1, ...,Zm), где

Yιrrf
I УI (r+(r'-r) | ∏m) 

Yir

при 0 <r<r,<∞,

при г > 0, r, = ∞,
(14)

Qr,- = {лс rr≤) jc∣ <r' }.

Лемма 5. Имеем, что

где

P{∣y[<p} = 0 при p≤0, рш при 0 ≤ р ≤ 1,1 при р > 1,
V{ZeΓ}-dp [

Γ∩βf,,

(15)
(16)

-Г (т)

т

2π2 (r,-r)

т

при г’ < СО,

при г’ = со.

*’ Ф,-'(Г) = {х:ч>(г, 1)eΓ}.
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Доказательство. Если обозначить 0p= {x : ∣ Arj <р}, то будем иметь, что при 0 ≤ р ≤ 1 p{m<p}=⅛i3 (17)и (15) следует из (17) μ того, что, как хорошо известно,
μn(βp>

Пусть далее r,<∞. Тогда из (14) следует, что
\ Z \ =_______ —__________11 r + (r'-r)∣ypОтсюда имеем, что P{∣Z∣<p} = 0 при p≤r и =1 силу (15)р {∣z∣<p} = p[∣ y∣m>y -≤∈f-j=i-∆

при p≥r', а при r≤p≤r' в
Р

С другой стороны, поскольку распределение вектора Y инвариантно отно­сительно ортогональных поворотов системы координат около ее начала, то из (14) следует, что этим же свойством обладает и распределение вектора Z. Отсюда вытекает, что плотность /(х) распределения вектора Z обладает свойством:∕W=∕(I x I). хеКт-Поэтому при Γ≤p≤r'
РP{∣Z(<p}= f f(∣x∣)^x= f f(u)sm(u)du, 

°rpгде sm (р) — площадь ш-мерной сферы радиуса р,
(19)

т

Сравнив (18) и (19), находим, что
Случай r'=∞ исследуется аналогично. Лемма 5 доказана.5. Пусть в вероятностном пространстве (Ω, &, Р) последовательность w + 1-мерных случайных векторов (τfc, Ark), £>1, задает целочисленную случайную меру р, согласованную с системой а-алгебр &t, />0. Мы будем также рассматривать вероятностное пространство (Ω', <^r', Р'), в котором определена последовательность независимых ^-мерных случайных векто­ров {Kk}, равномерно распределенных в шаре Q∙i, и вероятностное пространс­тво (Ω,∙^, Р), в котором определена последовательность т +1 -мерных случай­ных векторов {(τk, Jfk)}, задающая стандартную пуассоновскую меру р, со­гласованную с системой а-алгебр <≠1, r≥0.
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Пусть мера р удовлетворяет предположению (*) п. 3. На вероятностном пространстве (Ω, P) = (Ω × Ω' × Ω, × × Р × Р' × Р) определим по­следовательность м + 1 -мерных случайных векторов (τ⅛, Xk), как объеди­нение следующих двух последовательностей:
(⅛ι, Xkι) —

где если и

(τ4, φ(^4l ({*4})) при τ4<∞ и ∏(τ4. {Jf4}) = O, (τ*, I П I (r4 + ⅛-r4) I r4∣-" ) = <τ*∙ Z‘) ∏P∏ т‘<0° и ∏(τ4, {X4})>0 (τ4, 0) πpHτ4=∞,
(20)

'∙4 = r∏(τ4, X4), r4 = r∏τ4, ед,
ZteCn, и = 0, +1, ....

,- X ) = l (÷*∙ λ⅛) πPh (i*> ⅛ f≡κo. ia I (оо, ед при (τ4, еде ед (21)где Ko = {(∕, x)dφ(∕, x)∣ = 0}.Далее, для простоты оставляя те же обозначения, все случайные вели­чины будем считать определенными во всем пространстве Ω, а также все под­множества и а-алгебры как подмножества и а-алгебры в Ω (см. [2], стр. 70). Среднее по мере Р снова будем обозначать символом Е.Если обозначить Kt= {k : τk≤t, ∏ (τk, {Jfk}) >0} и JzrJ-σ-алгебры, порожден­ные случайными событиями {Kk∈Γ, kεKt}, Γ∈^m, fc>l, t≥0, то последова­тельность (÷ k, Xk), fc>l, задает некоторую целочисленную случайную меру 
р, согласованную с системой а-алгебр ^rr = σ(^^f ∪ &‘t и ⅛^f) Z≥0.

Теорема 1. При предположении (*) п. 3. случайная мера р является стан­
дартной пуассоновской мерой, такой, что для всех Γ∈^m ∩ Uz, ε>0,

P(t, Γ)= f [ χr(φ(∙s. x))p(ds, dx). (22)

Доказательство. Из (20) и (21) имеем, что для всех Aε⅞ [0, оо) ×
оо ооpM)=∑ ZΛ(τfc, Λι)+∑ χ∏∩∏o(τ*, Xk), 

k=l к=1а для всех Г ε⅞m ∩ Uz, ε>0, z>0
p(t, Γ)= 2 Zr‰)+f f Jzor(s, x)P(ds, dx) =

'cksζt 0 Rm= [ f Kf(s, x)p{ds, dx} + f f Vξ(s, x)p(ds, dx)- o < 0 Rm

- f f vξ (s, x)p (ds, dx), (23)
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где 4ro(*. *) = χv.n∣o,β,)xr(s. х), κf(j, x) = χφ->,rj(x)И K2γ(5, Х) =

1, если s = τjt, x=X∣i при некотором Λ≥l, таком, что ∏(τjt, {Aγλ})>0 и Zλ∈Γ, 0 в противоположном случае.Пусть последовательность {Tπ} м.о., Tn ↑ оо, такая, что q(t∕∖Tn, Γ)∈9ft.Тогда из предположения (*) п.З, свойств стохастических интегралов и (23) имеем, что для всех 0≤5<∕<∞ и и>1 п.в. ∕ 'λ7" \ 
τ(p(tΛTn, r)-p(M‰ γ)∣Λ)=e( ∫ п(«, φα-,(Γ))<fo∣Λ)+ 1^7n+ e( f f Vξ(u, х) ∣⅜‰ |#S)-E( f ∏ (u, φu-1(Γ))-

MΓn Rιn ∖bTβ L

- f (xrω-∏>, χ)) 1i⅛]λ∣A)=
-E ((tΛΓ,→ΛΓJ f τ√^fi I#.), (24)rпоскольку в силу лемм 4 и 5

∕ΛTne( f f Vξ(u, x)p(du, dx)∖P^ =
sKTn Rm

-в{ Σ ∫ ⅛∣⅛

МТл<тл<ГЛГл {rft≤∣xl<rjfc}∩(Λm∖Γ)
∏ <τA' < ⅞P>°. Φ ^k∙ xk> e Г=e ( f (n («, φ,-,(Γ))- ∫ (⅞ω-F0r(u, χ))π^÷r)<∕u∣^sIМГл ' Rm 'Из (24) и леммы 3 следует, что р является стандартной пуассоновской мерой.Далее для всех Г∈ S8m ∩ C7ε, ε>0, находим, что

[ f χr(φ(∙*, x)^p(ds,dx)= [ f (1-Kj,(i, x)j Zr(φ(5, x)j× 
0 Rm 0 %

×p(ds, dx)-∑ zr (φ(τ4, Xil))=∑ ×r (**)=?('. Г),
τfcs≡' τfc≤rтак как из (20) и леммы 4 имеем, что⅞ (φ(⅞, Λι))=×r(¾)∙Теорема 1 доказана.



104 Б. Григелионис

Поскольку из теоремы 1 и леммы 4 имеем, что для всехΓe^m∩σs, ε>0, fe(O, со)
t

g(t, Γ)= f f xr (φ(j, x)j į (ds, dx), 0 Rmгде
į (ds, dx) = ^p (ds, dx) - ,то нетрудно убедиться в справедливости следующего утверждения.

Следствие 1. Если f≡Fp, то
t t

f f f(s∙ X)p(ds, dx)= fff (s, <f(s, x)∖ p(ds, dx).O Rm 0 Rm v '
Если же f ∈F0, то

t t
f f f (s, x)9(ds, dx)= f f f (s, φ(s, x)j į(ds, dx).

0 Rm 0 Rm6. Как одно из приложений теоремы 1, рассмотрим задачу об отыскании условий, при которых т-мерный случайный процесс ^JΓ(r), r≥θ) с непрерыв­ными справа и имеющими пределы слева траекториями, определенный на вероятностном пространстве (Ω, Ft Р), можно рассматривать как решение определенного стохастического уравнения К. Ито (см. [2], [14], [16], [17]).Пусть Jrf=3ζrt+0, где ^f-σ-алгебры, положенные случайными величинами 
X (s), 0≤5≤r, и пополненные по мере Р. Пусть (τk, Ark), fc≥l, - в некотором порядке занумерованные моменты и величины скачков процесса X(t), f≥0, полагая для тех к и ω, для которых (τk, Ark) не определены, τk=∞ и Xk=0. Последовательность (τk, Xk), fc>l, очевидно, задает некоторую целочислен­ную случайную меру, называемую мерой скачков процесса X(О, f≥0, согла­сованную с системой а-алгебр Jrt, />0.Предположим, что выполнено предположение (*) п. 3 и П (/, Г) = 
= ∏ (∕, X(t), г), где П (/, х, Г) не зависит от ω. Обозначим, \ [ 0 при I х ∣≤1,'w⅛w- ∙∙-^ω)={xπpιl м>1,

f(χ)=(f1(χ)............fm(χ))=χ-g(×)-Имеем очевидно, что fi≡Fp и допустим, что ∕,∈Fe, /=1, ..., т. Если обо­значить Xo (t) = X(t)-Pg (t)-Qf(t), t≥0, то легко убедиться, что траектории процесса Ar0(z), г>0, п.в. непрерывны (см. [14]).Предположим теперь, что существуют функция a (t, x) = (αx(∕, х), ...» 
am(t,x)j и матрица А (г, x) = ∣∣ aij (∕, х) ∣∣f, такие, что функции ai (г, х), 
aij (tt х), i, У=1, ..., т, 39 [0, оо) ×39m — измеримы, и случайный процесс

X(t) = Xt(t)- f а (i, Y(s)) Λ∈au<m>∙l∞,



О представлении целочисленных случайных мер 105причем п.в. г <Х„ X∕> = f aij (s, X (j)) ds.оПусть ранг г (г) матрицы А [t, X(t)^ п.в. по мере μj×P удовлетворяет не­равенству г (z)≤r≤w, где г — целое число.При вышесделанных предположениях имеет место следующее утвержде­ние.
Теорема 2*\  В определенном расширении основного вероятностного 

пространства можно построить r-мерный винеровский процесс w(t) = 
= (m,1 (г), ...» и’г (θ) u независящую от него стандартную пуассоновскую 
меру р такие, что процесс X (t), f≥0, является решением стохастического 
уравнения К. Ито

*) Утверждение теоремы 2, очевидно, сохраняет силу и в том случае, когда а (t, ∙ )t 
A (t, •) и П (/, • , Г) (соответственно, а (t, ∙), bk (t, ∙ ) и φ (t, ∙ , у)) являются измеримыми
функционалами от X (s), 0≤5≤r.

X(t)≈X(0)+ [ ä [s, X(s)}ds+∑ f bk (j, X(s)} dwk(s) +0 fc=l о+ f f φ (i, X(s), yį q(ds, dy) +0 l>-∣≤l
+ ∫ f φ (s, X(s), j>) p(ds, dy), (25)0 ∣yι>l

где
a(t, x) = a(l, x)+ f φ(r, X, y) γ^⅛+τ ~

I Ф (t. X, y) I > 1∣J-I≤!f <?('. x, y) iy‰ -I φ (r. X. у) I ≤ 1ιyι>lП (r, X, Γ) = f Zr(φ(6 X, y)} u⅛τl
Rm

bk (f, x) = V λk (z, x) uk (*,  *),  uk (*,  x) — ортонормированные собственные 
векторовы матрицы A (t, х), соответствующие ненулевым собственным 
значениям λk(t,x), k=∖,Доказательство этой теоремы и вид расширения основного вероятност­ного пространства вытекает из теоремы 1, следствия 1, леммы 3 и нижесле­дующей леммы 6.Пусть X=(X1, ..., Xm) ∈2R<c",υ°cH п.в.

<Xh Xj>t= f aij(s)ds, i, j=∖,...ym, (**)∙огде ранг г (г) матрицы А (t) = || aij (г) ∣∣7, удовлетворяет неравенству 0≤r'≤ ≤r(r)≤r≤w п.в. по мере μ1×P.
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г—r'-мерный винеровский процесс, и обозначим

(Ω, P) = (Ω×Ω,, ^r×J5'z, P×P').

Лемма 6. При предположении (* ♦) на вероятностном пространстве (Ω,
Р) можно построить г-мерный винеровский процесс w (t)=(w1 (t), ..., 

wr (θ), такой, что имеет место представление'.

X{t) = X(0)+∑ ∕ bk(s)dwk(s),

k=∖ о
где bk(t) = ]∕λk(t) uk (t), uk(t) — ортонормированные собственные векторы 
матрицы A (t), соответствующие ненулевым собственным значениям λk W, ^=1, ∙∙∙,''∙Доказательство этой леммы аналогично доказателству леммы 1 в [14].

Замечание 1. В случае, когда ∏ (∕, х, Γ)≡0, утверждение теоремы 2 явля­ется многомерным аналогом одной теоремы Дж. Л. Дуба ([2], стр. 259) (см. также [6]). Лемма 6 аналогично обобщает другой результат Дж. Л. Дуба ([2], стр. 403).
Следствие 2. Если выполнены условия теоремы 2 и уравнение (25) имеет 

единственное непрерывное справа решение, то случайный процесс [х (t), z>θ) обладает марковским свойством.В заключение отметим еще одно утверждение, вытекающее из леммы 3.
Теорема 3. Пусть мера скачков р процесса X(t), r≥0, удовлетворяет 

предположению (*) п. 3, П (t, Г) не зависит от ω и для всех tε (0, оо)[ [ I х |2 П (j, dx)ds<∞.0 х )≤ 1
Если, кроме того, существуют функция a{t) = (a1 (t), ...,am (r)j и мат­

рица A (t) = И aij (t) J∣7,, не зависящие от ω, такие, что

X(t) = X(t)- f α(s)*-Pg(r)-Qz(f)e9Ji<m>l∞о
и

<Xt, Xj∙>,= f atl(s)ds,о
то процесс X(t), r≥0, имеет независимые приращения иEexp I i [x{t), z)∣ = exp I i [ {a(s), z} ds-± [ (zA(s), zj ds +' ' о о+ f f (ei<*z'-l-i(y, z)j ∏(s, dy)ds + 

о iy∖⅛ι+ f f (e^∙^-l)∏(j, Λ>)d⅛∣∙0 ∣j>∣>l j
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Замечание 2. Если условия теоремы 3 выполнены при a (t) ≡ 0,Π (/, Г) ≡ 0 
и aij (t) ≡ δ0∙, где δij∙- символ Кронекера, то процесс X (t), r≥0, является ти-мер- 
ным винеровским процессом. Это утверждение является известной теоремой 
П. Леви (см. [2], [5], [18]).

Если же условия теоремы 3 выполнены при

α(0≡(λ1, ...,λm), Λ(t)≡0, Π(Z, {et})≡λt>0, к = 1, .... m, 
И

m

∏('. Λ-∖ U {¾})≡o,
fc=l

где
ejt = (0, .. 0, 1, 0.............0),

k—1 m—к

то процесс X(t), z≥0, является m-мерным пуассоновским процессом. При 
m = 1 аналогичное утверждение другим путем доказано С. Ватанабе в [7].
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APIE ATSITIKTINIŲ MATŲ SU SVEIKOMIS REIKŠMĖMIS IŠREIŠKIMĄ 
STOCHASTINIAIS INTEGRALAIS PUASONO MATO ATŽVILGIU

B. Grigelionis

Reziumė)

Darbe nagrinėjami atsitiktiniai matai p (A), Ae<%[0, ∞) × gįm, įgyjantieji tik sveikas neneigia­
mas reikšmes, ir randamos sąlygos, kada galima sukonstruoti standartinį Puasono matą p tokiu 
būdu, kad apibrėžtai funkcijai φ (r, x) būtų teisinga išraiška:

Gauti rezultatai taikomi rasti sąlygoms, kurioms esant duotas /и-matis atsitiktinis procesas yra api­
brėžtos stochastinės K. Ito lygties sprendinys. Taip pat rastos sąlygos lokalinių martingalų termi­
nais, kurioms esant duotas zn-matis atsitiktinis procesas turi nepriklausomus pokyčius.

ON REPRESENTATION OF INTEGER-VALUED RANDOM MEASURES BY 
MEANS OF STOCHASTIC INTEGRALS WITH RESPECT TO THE 
POISSON MEASURE

B. Grigelionis

Summary)

In the paper integer-valued random measures p (A), Ag<% [0, ∞) × g§m are examined and con­
ditions, when we can construct the standard Poisson measure p in such a way that for defined func­
tion φ (r, x) representation

t
p ([0, ∕]×Γ)= f f χr (φ(j, x)j ~p(ds, dx)

0 Rm
is valid, are obtained. Given results are applied for obtaining conditions when the given wι-dimen- 
tional stochastic process is a solution of defined stochastic equation of K. Ito. Conditions in the 
terms of local martingales when the given ∕n-dimentional stochastic process has independent incre­
ments are also found.


