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АКСИОМАТИЧЕСКОЕ ОПРЕДЕЛЕНИЕ НЕКОТОРЫХ 
ГРУППОВЫХ РЕШЕНИЙА. И. МоркелюнасАксиоматически определены два правила групповых решений. Эти прави­ла имеют много общего. В частности для g,⊂^0 они совпадают. Система аксиом второго правила отличается от системы первого дополнительной ак­сиомой и некоторой модификацией двух аксиом.Обозначения, употребляемые в статье, те же, что и в [5]. Пусть т — чис­ло альтернатив ah п — число индивидов. Полное упорядочение в смысле пред­почтений (см. [4], [5]) множества {α1, ...,Λm} называется профилем предпоч­тения. Предпочтения между альтернативами обозначаются знаком Если αf>αz∙ (или, что тоже самое αy√αi), то верно одно из двух: αi>αj∙ (ai строго предпочтительнее aj) или ai~aj (эквивалентность). Обозначим множество профилей предпочтения R через а через t⅞0 — множество профилей пред­почтения без эквивалентных отношений. Подмножество g' = {A1, ..., Rs, ..., ..., /?„} множества & называется групповым профилем. Правило группово­го решения это отображение, определенное для всех конечных §, а группо­вое решение Ä (g)∈^ - образ выбранного отображения.

§ 1. Правило Гудмана-МаркавицаВ [2] предложено правило группового решения, определяемое, исходя из индивидуальных полезностей альтернатив. Полезности получаются из профилей предпочтения там же описанным способом. Здесь же предлагаются аксиомы, которые одновременно определяют и групповое решение, и индиви­дуальные полезности альтернатив.Пусть каждый профиль предпочтения Rse(į представим вектором xs= = (x1, . ..,xm) w-мерного евклидова пространства так, что xi>xj тогда и только тогда, когда αi>αj- в Rs. Очевидно каждому профилю предпочтения Re⅞ можно поставить в соответствие бесконечное множество таких векторов. Это множество векторов х, индуцированных профилем R обозначим через X(R). Соответственно, каждый групповой профиль = ..., Rs, ..., Rn}c∑Rmtгде индекс т указывает число альтернатив, представим матрицей ∣∣x)∣∣ = = (x1, ..., Xs, ..., хл), ι=l, ..., т, где столбцы xseX (Rs). Множество матриц, соответствующих групповому профилю § обозначим через X (§). Если 
X1 (§) и X2(3)ε⅛ (§), то X1 и Х2 называются эквивалентными по порядку [4].
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Выбор правила группового решения сейчас интерпретируется как выбор отображения F, определенного для всех конечномерных матриц 11 xį 11, s= 1, 
..., n∖ i=∖, ..., m∖ Λ2, m = l, 2, ... в m-мерное евклидово пространство. Если (x1, . ..,xπι) — образ отображения F, то групповым решением считается та­кой R (§), в котором αi>α7∙ тогда и только тогда, когда xi>xj.Обозначив Λ∕={l, ..., т}, введем следующее определение.

Определение 1. Отрезком профиля предпочтения R называется множест­во {ai : ieLc М}= RL с предпочтениями между ai, ieL, индуцированными R, если для любой ak, kεM∖Lt не существуют r, j ∈ L, что ar>ak>aj.Тот факт, что Rl является отрезком профиля R будем обозначать RleR.Всюду далее ai>aj обозначает предпочтение 5-го индивида, т.е. что ai>~aj
Sв профиле Rs. Кроме того, запись ai>aj означает, что αi>αj для всех seN= 

N 7= {1, ..., п] и существует s0eN, что αi>α7.
SoМы потребуем, чтобы правило группового решения (отображение F, опре­деленное в множестве конечномерных матриц) удовлетворяло следующим аксиомам.

Аксиома 1 (порядок). Каждому § соответствует единственное группо­вое решение. Если X1 (§) и Aγ2(^)∈J5 (§), то групповое решение одно и то же для y1(g)H Х2(£).
Аксиома 2 (симметрия). Групповое решение не зависит от наименования индивидов и от названия альтернатив.
Аксиома 3 (независимость альтернатив отрезка). Если R^eRs и R^eR's, 

⅛ = {R1, ..., Rs, ..., Rn}, G,= {R1, ..., R,s, ..., Rπ}, то ai>aj в R (§') для 
i,jEL тогда и только тогда, когда α,>α7∙ в R (^).

Аксиома 4 (оптимальность Парето). Если ai>aj, то ai>aj в R
'n _

Аксиома 5 (присоединение особых альтернатив). Пусть (į получается из присоединением новой альтернативы ak к каждому профилю предпочтения так, чтоа) найдется такое ieM, что в R (§) ai~ak,б) для каждого seN существует iseM, что ais~ak, тогда отношения пред­почтения между ai, ieM в R (§) совпадают с отношениями в R (^).Коротко прокомментируем каждую из аксиом 1—5 (подробнее об этом см. [4]).Аксиома 1 требует, чтобы отображение F было однозначным и не зависе­ло бы от матрицы представляющейУсловие аксиомы 2 относительно названия альтернатив вместе с аксиомой 1 выражает тот факт, что предпочтения в R (<¾) зависят только от строк мат­рицы X (ζ∕)∈.7 (^,). Условие относительно наименований индивидов является сильным допущением. Это — допущение о равной значимости (или равнопра­вии) индивидов. Если § записано в виде X (^)∈ΛS то условие относитель­но наименований индивидов означает, что R (§) не зависит от перестановки ■столбцов X
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Аксиома 3 является ослабленным вариантом аксиомы независимости не­связанных альтернатив Эрроу.Аксиому 4 можно сформулировать и так: если α,>α7∙, то неверно, что 
'n

ai<aj в R (§). Конечно аксиома 4 более спорна нежели то, что из ai>aj→ 
ff

→ai>aj в RПо поводу аксиомы 5 заметим следующее. Гудман и Марковиц предполага­ют, что эквивалентные альтернативы не влияют на степень интенсивности пред­почтения альтернатив. Следуя Гудману и Марковицу сформулирован пункт 6) аксиомы 5. Кроме того, по пункту а) аксиомы 5 предположение о том, что присоединение эквивалентной альтернативы не меняет индивидуального пред­почтения, переносится и на случай группового поведения. Отметим, что эк­вивалентность в групповом решении присоединяемой альтернативы и некото­рой из имеющихся альтернатив не затрагивает других аксиом, кроме 1 и 2.
Определение 2. U (^,) = ∣∣ uį ∣∣, s=l, ..., n∖ ι = l, ..., w, причем:1) uj=u}+l тогда и только тогда, когда ai>aj является отрезком в 

i, JεM,2) uf=O, если ai<aj для всех j≡M.Очевидно, что U (g,)∈Λ5 (§).
Теорема 1. Существует правило группового решения, удовлетворяющее 

аксиомам 1—5, и оно единственно.Доказательство. Заметим сначала следующий факт. Пусть ais — самая предпочитаемая для 5-го индивида альтернатива, т.е.
ai>ai для любого ieM.

sЕсли сейчас к {ai-.ieM} присоединить альтернативу ak, кфМ так, что 
ak>a,sи
% ~ ак,

N∖{s}то предпочтения между αi, ieM в групповом решении не изменятся. Дейс­твительно, если 
то условие а) аксиомы 5 выполнено, ибо групповое отношение предпочтения между ai и ак будет ais~ak, что следует из аксиом 1 и 2. Условие б) аксиомы 5 также выполнено. Так как ak~ai и ai >ai для всех iεM, то из транзитивнос- sти имеем αk>αi. Если изменить αk>αi на αk>αi, то из аксиомы 3 следует 

~ ~ r>J s
S Sутверждаемое.Не теряя общности, положим Rs= R1, i1 = m и присоединим к {α1, ..., am} не менее чем п (т — \) альтернатив am + l, т.е. Z=l, ..., mlf m1≥n следу­ющим образом:+ + Z=l, ..., W1

{1}

11. Leid. 11663.
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и
^m+l ~ &т- 

N\{ UОбозначим Λf={l, ...,fn}, где
m = m + m1'≥m + n (1}Полученный групповой профиль обозначив через §, по доказанному име­ем: αi>αj∙ в R (§) тогда и только тогда, когда ai>aj в R (§), i,jEM<^ Μ. Пред­ставим профиль G матрицей U (§). Из определения U (g) имеем:uj≤w-l, 5≠1, ieM. (2)Для столбца n1 = (uj, и*_) имеем, что{0> 1..............mι}<={u'. и'-}, ml = u,.>n(m-l), (3)где неравенство (3) выполняется в силу (1).В силу аксиом 1 и 2 групповое упорядочение альтернатив ah ieM, а тем са­мым и ai, ieM, зависит только от строк ui = (u!, ...,uf),i≈l,...,m, матрицы 

U (§). Иначе, для нахождения группового решения достаточно упорядочить строки ui, ieM согласно аксиомам 1 —5.Присоединим к матрице U (§) такие строкиufl = (uj + w?, u2i, . . ., и?-1, 0),
ui2 = {u∖+uni+uni~xtu2i.. ., 0, 0),wi,n-l = (w' + ∙ ∙ ∙ 0...............0. θ)для всех ieM.Покажем, что присоединение таких строк не меняет порядка u1∙, ieM, т.е. αi>αj в R {§) тогда и только тогда, когда αi>αy в R (§*), iJeM, где про­филь, полученный присоединением альтернатив αil, ...,α1∙ n.1, ι = l, ..., т.В силу (2) и (3) имеем, что условие б) аксиомы 5 выполнено. Для доказа­тельства того, что выполняется условие а) аксиомы, 5, покажем, чтоMi-uiι~ ... ~at- wn-1. (4)Ограничимся доказательством справедливости ui~uil, поскольку другие попарные эквивалентности uik~ui k+1 получаются аналогично, и (4) следует ввиду транзитивности из аксиомы 1.Итак:m,. = (mJ, и2, .... uΓl, "Г),
uil = (u} + uf, u2it .... uni~∖ 0).Заменим профиль (į на который отличается от § только заменой A1 на R{:

= •••» = R............... .. Rn}’где в R,
т

ai<ak для всех kEM=M и (∣J {/1, ..., (f, n— 1)}),{T} /-1и из того, что ai, ail принадлежат отрезку R[e Λ1, следует Äf ∈ R,l.
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По аксиоме 3 имеем, что групповое предпочтение ai и ail от такой переста­новки альтернатив не меняется. По определению U (§) для g = будем иметь: М; = (0, и?, .... u↑t ..., М/"),⅛ = M,, ⅛ ..., usl, .... 0).Отсюда, в силу аксиом 1 и 2, получаем u'i ~u,il.Переходя от <¾, к ζ и еще раз применяя аксиому 3, получаемMi~Mil.Следовательно, условие а) аксиомы 5 тоже выполнено и присоединение wil не меняет порядка ui, ieM. Таким же образом доказываются и другие по­парные эквивалентности uik~ui k+1. Следовательно, соотношение (4) верной:wl∙~wi,n-ι = (∑ usi, 0, • • •» θ)∙5=1Аналогично, для любого jeM

uJ~u.<.*-l = (Σ ul' 0................... 0)∙5 = 1Из аксиомы 4 следует, что в R ui π-ι>uj, n-ι тогда и только тогда, когда∑5=1 5=1Поскольку ui~uitn-1, и mλπ-1~mj∙, то, ввиду свойства транзитивности.отно­шения предпочтения, имеем, что в R (§) ui>uj тогда и только тогда, когда∑ “’ > ∑ «У5=1 5=1
Единственность. Если (į представляется матрицей U (§), то, как видно из предыдущего доказательства, правило единственно. В силу аксиомы 1, т.е. независимости группового решения от выбора %(G)∈X(g'), следует утверждение теоремы.Заметим, что групповое решение по только что доказанной теореме совпа­дает с естественным порядком чисел2 ∣4, кеМ.j∈ ΛrПокажем, что аксиомы 1 — 5 независимы. Мы докажем даже более сильное утверждение. Заметим, что каждая из аксиом 1 и 2 естественно распадается на две.
Аксиома Г (порядок). Каждому X(§)еХ соответствует единственное групповое решение.
Аксиома 1" (порядок). Если X1 (§), Хг (§)еХ (§), то групповое упорядо­чение одно и то же для X1 и Х2(§).11*
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Аксиома 2'. Анонимность.
Аксиома 2". Нейтральность.Кроме того, пусть:
Аксиома 5'. Присоединение альтернативы aky kφ Му такой, что для каждого 

s<≡N существует ζ∈M и αkγαij, не меняет групповые предпочтения ai, ieM.

Теорема 2. Аксиомы Г, 1", 2', 2", 3, 4, 5' независимы.Доказательство. Достаточно привести примеры правил группового решения, которые для каждой из аксиом теоремы 2 удовлетворяли бы всем аксиомам, за исключением выбранной. Правилами, доказывающими незави­симость каждой альтернативы от остальных по порядку, являются следу­ющие:1) Правило простого большинства, очевидно, удовлетворяет всем аксио­мам в теореме 2 за исключением Г.2) Пусть Ar(^)∈>'l5 (§). Рассмотрим такое правило группового решения, что ai>aj в R тогда и только тогда, когда
Σ xsi>∑

je N je NАксиомы Г, 2', 2", 4, очевидно совместимы с таким правилом.Пусть Rs заменяется на R,s и существует
R^eRst R^,eR,s.Если ieL положим x'is = x* где, x'is — элемент матрицы*(§'), = .... ⅛, .... Яи}, g = {‰ ..., As, ..., /Q.Ввиду того, что групповое решение устанавливается естественным поряд­ком чисел 2 χk^ &=1, •••» т> аксиома 3 также удовлетворяется.

je.V _Аналогично, пусть xf=xf для ieMy где — элемент матрицы X (§) и § получается из § присоединением к Rsε<¾ альтернативы aky кфМ. Отсюда вид­но, что и аксиома 5' выполняется.Нетрудно придумать для любого Gy h≥2, w≥2, такую X (^)∈Λ3 (£), что бы порядок чисел m⅛ отличался от порядка ∑ xsk. Следовательно, име- j∈ N j∈Nем правило группового решения, отличное от правила, определяемого аксио­мами 1—5, и которое удовлетворяет всем аксиомам теоремы 2 за исключе­нием Г.
3) Фиксируем какой-то s0 ∈ N и определяем групповое решение R (£): α1∙> 

>aj→ai>aj в R (§). Если ai ~ ajy то групповое предпочтение между ai и aj уста­навливается аксиомой 4. Очевидно, что такое правило (диктаторство в случае -Kj0∈^0) удовлетворяет всем аксиомам теоремы 2 за исключением аксиомы 2.4) Независимость аксиомы нейтральности показывает следующее прави­ло. Для альтернативы a1 предположим, что в R a1>aiy если только не вер­но α1<αiH групповое предпочтение между остальными альтернативами, уста-
N
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навливается порядком чисел ∑ ι⅛, k≠l. Очевидно правило удовлетворяет 
SSNаксиомам Г, 1", 2z, 3,5z. Из определения правила следует, что оно совмес­тимо и с аксиомой 4.5) Независимость аксиомы 3. Пусть V некоторая строго возрастающая функция от целых чисел. Пусть Rse^ представляется вектором с компонен­тами (tff, ..., vsm), где vsi = v(uf), т.е. значение v в точке usi, где usi элемент 

U (§). Очевидно, что || vsi ∣∣= (§). Правило группового решенияопределим так, что предпочтения R ) совпадают с естественным псрядком чисел 2 ^ = 1, .∙∙, w.
seMПокажем, что для любой строго возрастающей (но не линейной) функции 

v существует групповой профиль, для которого аксиома 3 не выполняется.Линейность функции означает, что для любого m и значений функции v: 
v (0), v (1), ..., v (m) выполняется

v (z + 1) — v (i) = v (i) — v (Z—1), /=1, ...» m — 1.Допустим, что уже для w=2 условие линейности не выполняется.Пусть = {jK1, R2} и
R1 = ≡ öi ≥- ¾≥"

/?2 = <W⅛Имеем:
Как следует из определенияw∣ = wi = 2, ι4 = uf=l, W3 = W3 = O.Так какtjĮ = v (w}) = v (u∣) = V2 и v (wj) = ® («?), то z>j + v↑ = ⅛ + ^2и, следовательно, α1~α2. Поскольку допустили, что v не линейна для w=2, то 

v(2)-v (l)≠v(l)-v(0).Если заменить Λ1=α1α2α3 на Λ{=α3α1α2> то из неравенства получаем, что для §'={RĮ, K2} предпочтение между a1 и а2 уже не будет эквивалентным. Но, поскольку α1>α2 — отрезок, принадлежащий как Rlt так и R↑, то аксиоме 3 предлагаемое правило не удовлетворяет.Аксиомам Г, Г, 2х, 2", 4 оно очевидно удовлетворяет. Аксиоме 5' оно удо­влетворяет ввиду определения U (§), т.е. значение usi, а тем самым и vsi не меняются от присоединения альтернатив способом определенным в аксио­ме 5,.6) Определим правило группового решения так, чтобы для любого g в R (§) всегда ai~aj для всех z, j g Μ. Очевидно, что так определенное пра­вило удовлетворяет всем аксиомам, за исключением 4.
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7) Допустим, что для g* = {Rlt R2t jR3},
■^3 = 01^2^3 >

R (<¾*)=a1~a2~a3. Для остальных g≠g* R (§) совпадают с групповыми решениями, полученными по правилу, определенному теоремой 1. Правило удовлетворяет всем аксиомам теоремы 2 за исключением аксиомы 5'. Дейс­твительно, если удовлетворяется и аксиома 5', мы как и в теореме 1 показа­ли бы, что R (§*) может иметь только вид α1o2~α3.Из теоремы 2 немедленно получается следствие.
Следствие. Аксиомы 1 —5 независимы.Доказательство следует из того, что аксиомы Г и 1" составляют аксиому 1, аксиомы 2' и 2" — аксиому 2, а аксиома 5 слабее аксиомы 5'.

§ 2. Правило КоплендаМодифицируются две аксиомы из § 1. Показывается, что модифициро­ванная система аксиом с добавочной аксиомой 6 также определяет группо­вое правило.В [5] был определен групповой профиль который получается изследующим образом. Каждый R5ε<¾ ∩ заменяется в на R∖ и R2s, и R}s= R2= Rs. Если ∕ζ∈g, ∩ (W*o). то эквивалентные отрезки в Ä] и в Ą2 заменяется на противоположные (также см. [5]). Например, Rs = a1~a2~ 
~a3 ai~a5 заменяется на ∕ζ = axa2a3aia3 и R^ = a3a2a1aba^.Мы потребуем, чтобы правило группового решения удовлетворяло следу­ющей аксиоме.

Аксиома 6. R (?) = R (£2).Аксиома 6 кажется приемлемой по крайней мере для ^⊂^0. Легко прове­рить, что аксиомы 1 —5 и аксиома 6 несовместимы.
Пример 1. Пусть <¾ = {R1, R2, R3} и

R1 = a1a2~a3,

R2 = G3Ω^Cl2t

R3 = ^2^3Тогда /1 1 °\Щ?) = ( 0 0 1]\0 2 0/и, следовательно, по теореме 1, аксиомы 1—5 определяют
R (<3)=a1~a3a2. (5)Действительно,з2 uf=l + l+0 = 2, ∑t⅛=l, ∑us3 = 2.

s= 1
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Переведем
$ в g2 = {R∖, R*, R'2, Rl R3, Я!},где ΛI=α1α2α3, -R? =a1a3a2y

R2 = Rį = ^3^1^2>7?з = α2α3α1> *32 = fl20ιfl3∙Из теоремы 1 получаем, что аксиомы 1 -5 для определяют решение Ä (g2)=010302∙Отсюда и из (5) получаем, что аксиомы 1 —6 несовместимы.Изменим аксиомы 3,5 следующим образом.Аксиома 3'. Если RįeR's и не существует ak, k≡M∖L и ieL таких, что ak~ 
~ai либо в Rs, либо bR's, то αi>αj∙, iJ≡L, в R (§') тогда и только тогда, когда 

ai>aj в Л(§),
⅛ = {Rlt ..., ∕ζ, ...,Λn}, £'={Л, ...,ЛЛ}.Аксиома 5" (присоединение особых строк). Если к ai, ieM, присоединя­ется альтернатива ak, кфМ, что αk√αi для всех ieLczM и seN то, групповые jпредпочтения между ai, ieL, не меняются.Заметим, что аксиома 3' является ослабленным вариантом аксиомы 3 § 1. Аксиома 5", на наш взгляд, является еще более приемлемым вариантом аксио­мы присоединения альтернатив (строк) чем аксиома 5 § 1.Такая замена аксиом 3 и 5 позволяет нам доказать следующее утвержде­ние.Теорема 3. Существует правило группового решения, удовлетворяющее 

аксиомам 1,2, 3', 4, 5", 6 и оно единственно.Доказательство. Каждому групповому профилю опять сопоставим матрицу U (g)∈Z (§) (определение 2 § 1). В силу аксиомы 6 предположим, что §с^ои n=2l. Заметим, что аксиомы 3' и 5" позволяют присоединять альтернативы am + l, т.е. (m + l)φM, так, что αm+1>αi и αm + ι>αm + 1-1, 7>1, f s
для всех ieM и seN, не меняя групповое предпочтение. Присоединим к ai, 
ieM, столько альтернатив am+b чтобы число их было не меньше чем потре­буется в последующих выкладках, скажем 7=1, ..., 10 пт. Обозначим {1, ..., 
т, ти + 1, ..., ти +Юити} через М, а групповой профиль, полученный из § присоединением к Rse<¾ альтернатив αm + b 7=1, ..., Юити, через Имеем по аксиомам 3' и 5", что групповые предпочтения между ai, ieM, в R (§) совпадают с предпочтениями в R {§).Докажем, что если для двух альтернатив

ai и aj, i, j'eM, £ usi= £ uj, то aj~aj в R(§).
sεN sεNПусть ai и aj в матрице U (į) (или тоже самое в U (fį) ввиду определения 2 и того, что am + ι>ah (m + l)φM, ieM, seN∖ представлены строками:S 7“< = (“*. »?..............и”).

uj=(uj∙ uj.............. u"Y
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причем:
Σ «?= Σ «J-

3GN seNПусть § изменен на §' так, что относительно отрезков содержащих αi и aj аксиомы 3' выполнено. Тогда wf→u∫, wj→⅛ но usi - usj = u,is — u,js, sgN, и, согласно аксиоме 3' ui>ι∕∕→ι∕z'> u'j. Далее мы будем пользоваться этим за­мечанием, т.е. прибавлять к столбцам (и-, wj) целые числа ⅛τaκ, чтобы 10nw> ≥wf+⅛, mJ+⅛≥O, не меняя обозначений ui, uj на ufl, u,j, а u,h u,j на u,f, и] и т.д.Согласно этому и аксиоме 2 перепишем wt и uj в следующем видеui=H, .... о, ..., 0), w,∙ = (0, . . ., 0, u}+1, ..., и").Так как к αi, ∕∈Λf, присоединено достаточное число альтернатив таких, что αm + 1>αm + 1.1>αl∙ Для всех ∕∈Λf, sgN, то, согласно предыдущему замеча- 
а анию, положим, не меняя групповое предпочтение между ai и aj

г г г г

(6)

(7)

И

Σ uJkk∙

k=l

"1=(∑

5=1
«1. ∑ «1.

г-2
Σ
5=3

*1......... Σ
5 = Г-

<,. Σ
Л=1

u)+*, .... п—г— 1

Σ
⅛=1

«г*).

",-(Σ
5 = 2

«5. ∑«?.
5=3

.... «/. 0. Uj+l,

Σ <*.
Jt=l

л—Г—

.... Σ
Jt=l

1

urj*-k. Σ
fc=l

Заметим, что из n — iг(6) и (7) следует £ uf=∑ iį+k. Обозначим:
5=1 k=∖

п — г гe∣' = ∑ "i=∑ urj+k, <⅛=∑ «?. • ••. <=«1.
5=1 Л=1 5=2

Г

n-r-∖c',+∣=0, Cr'+2 = uj+l..............с'= 2 u)+k~'
fc=l

cs = c'a + 1, s = 1, ..., и,Тогда (8) можно переписать в виде:
•> ^л-3» ^n-2> ^n-l> £ц)>

М/=(^2» ^3» ⅞, •••» ^п— 3» ^n-2> ^п—1> ^л» ^1)∙

ui~ (clt c3t ⅛ c4> c5ι

(8)

(9>
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Здесь все cs>0, seN, n=2lπ cs≤2w∕z, поскольку если cs>2τnn то, c' = ^w∕ = 
s= 1

=2mn, ввиду определения U (g), и сразу из аксиомы 4 следовало бы, что 
as строго предпочтительнее остальных альтернатив.

Из аксиом 3' и 5" получаем, что присоединение альтернативы ak, кфМ 
такой, что

Mjt = (0, c2 + c3, 0, c4 + c5, 0, ..., cπ-2 + cπ-1, 0, cn + c1),

не меняет групповой порядок альтернатив ai и aj. Покажем, что ak~ai и 
ak~aj. Ввиду аксиомы 3' альтернативы ак и ai представляющие строки 
можно переписать в виде

Mjt=(0, с3, 0, cs, ..., cπ,1, 0, c1),

u,i = (c1, 0, с3, 0, ..., О, cn.1, 0).

Из аксиом 1 и 2 следует, что u'k~u'i или, что тоже самое, что ak~ai. Анало­
гично показывается ak~aj. Из ak~aj и ak~ah ввиду аксиомы 1, получим, 
что в Ä (§*) ai~aj.

Пусть usi< 2 “/• После аналогичных рассуждений придем к’выводу, 
seN seN

что не меняя группового отношения предпочтения между ai и aj, их можно 
представить в виде (9), но только вместо c1 в uj будет c1' = c1+^ uį —

S6N
- Σ И/ и

se N
Ui = (Cl, ⅛ С3, .... C,-1, с„),
Uj=(c2, c3, ci........c,.1, с„, cj). '

Заметим, что сейчас нельзя присоединять строки вида:

U'f=(θ, C2÷C3, θ> • • •» cn-2+cn-l, θ> cπ + c1),

⅛=(0, ⅞+<⅛, 0, ..., cπ.2 + cn.1, 0, cπ + c1'),

так как может оказаться, что cn + c1≤c{ и тогда о порядке строк wl∙ и uj нельзя 
утверждать, что он не меняется.

Поэтому, ввиду того, что присоединили достаточное число альтернатив, 
соблюдая условия аксиомы 3', перепишем (10) в виде:

ui = (c1 + a, c2 + a, c3 + a, ..., cπ-1 + α, cn + α),
uj = (c2 + a, c3 + a, ci + a, ..., cπ + a, c'1+a), * ,

где α≥0 — целое число такое, что

10ww≥cn + c1+2α>Cj +а. (12)

Легко проверить, что такое а существует. Действительно, из правой части 
неравенства (12) имеем, что a>c∖-c1-cn. Поскольку для всех seN, cs<t2mn 
то, если α=3ww, получаем, что (12) выполняется.
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Не меняя групповое предпочтение между ai и aj к ak, кеМ, можно присое­
динить альтернативы, представляемые соответственно строками

w∫ = (0, c2 + c3+2a, 0, c4 + c5+2α, 0, cn + c1+2a),
uJ≈(O, c2+c3+2a, 0, c4 + c5+2a, 0, cn + c∖+2a).

Присоединение таких строк ввиду аксиом 3' и 5" действительно не меняет 
групповое предпочтение ai и aj, так как число а удовлетворяет' неравенству 
(12). Из (11) и (13), пользуясь аксиомами 1,2, 3' можно получить, что в груп­
повом решении

u'i~ui, uj~uj. (14)

Ввиду аксиомы 4, uj∙>w', так как c[>c1.
Отсюда и из (14) в силу транзитивности отношения предпочтения заклю­

чаем, что

uj>ui,

или то же самое, что aj>ai.
Единственность, когда все § представляются ’только матрицами U (^), 

очевидна. Отсюда и по аксиоме 1 получаем утверждение теоремы.
Теорема 4. Аксиомы Г, 1", 2', 2", 3, 4, 5", 6 независимы.
Доказательство. Независимость каждой из аксиом Г, 1", 2', 2", 3, 4, 5" 

от остальных доказывается так же, как и в теореме 2 (§ 1).
Независимость же аксиомы 6 доказывает пример 1, поскольку правило, 

полученное теоремой 1, удовлетворяет аксиомам 1, 2, 3, 4, 5".
Из теоремы 4 получаем следствие.
Следствие. Аксиомы 1, 2, 3', 4, 5", 6 независимы.
Заметим, что правило группового решения, установленное теоремой 3 

совпадает с правилом, предложенным Коплендом [3].
Введем обозначение:

j 1, если в Rsa.>ai.
v I 0, в противном случае

По правилу Копленда ai>aj в R (§) тогда и только тогда, когда

∑ ∑ ⅛-∑ ∑ ⅛> ∑ ∑ ⅛-∑ ∑ '⅛∙ (16) 
seNkeM sεNkeM s∈N keM seNkeM

Теорема 5. Правило группового решения, установленное теоремой 3 
совпадает с правилом Копленда.

Доказательство. Покажем сначала, что групповое решение, определя­
емое неравенством (16) удовлетворяет условию R(<S) = R(<S*)∙ Обозначим 
в профили предпочтения ∕ζ, R2s, полученные из Rs, через Rsι и RSi. Для 
Rse<⅞q очевидно, что

∑ [(»а+«а) -(⅛+⅛)i=2 ∑ ⅛-⅛)∙
кем кем

(17)
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Если Rs = a1~ ... ~α1~...~βm, то из (15), очевидно, следует что
X [№ + ^)-(«ä*+«w)] = 0 = 2 (nsik-nski).

кем кемИз последнего равенства заключаем, что (17) верно для любого Rsε0t. Из (16) и (17) получаем, что действительно R (§) = R ’По правилу, уста­новленному теоремой 3 имеем, что в R (§), §⊂‰ αi>αj∙ когда∑ ∑ ⅛> ∑ ∑ ⅛∙ (18) 
se N кем seN кемПерепишем левую часть неравенства (16). Так как g⊂^0, то 
∑ ∑ (n∣ιt~nki)=∑ (2>ιfk-(^k + nskl)^j=∑ (2⅛-(m-l)j∙ 

se N кем s, к s, кОтсюда и из (16) имеем, что ai^aj по правилу Копленда тогда и только тогда, когда
Σ Σ f>!k>∑ Σ П’к-

seN кем seN кемСравнением последнего неравенства с (18) доказательство теоремы завер­шается.Для правил группового решения, устанавливаемых теоремами 1 и 3, от­метим следующее свойство.
Теорема 6. Если Λf={l,2} то, для того, чтобы присоединение треть­

ей альтернативы не могло изменить группового порядка a1>a2, достаточ- 
2 ло и12> у п.

2Доказательство. Из условия л12>у п получаем, что профилей пред­почтения вида α2>α1 строго меньше числа п. Ввиду определения U (§) и правил группового решения, устанавливаемых теоремами 1 и 3 получаем, что присоединение альтернативы α3>α1 может только удвоить число JΓ us2.
N seNНо, так как»12= 2 »1 > I п,

seNа
2 ∑ us2<^ п,

seNто, следовательно, присоединение а3 не изменит группового предпочтения zz1>α2.Заметим, что если условие n12> ∣^ п не выполнено, то присоединение третьей альтернативы может и изменить групповое предпочтение, что по­казывает следующий пример.
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Пусть § = {Rlt R2, R3} И
Rl = ala2a3>

R2 = G3Q1Q2, *

R3 = ^2^3^1’

По обоим правилам имеем R (<S) = a1~a2~a3, в то же время, если вычерк­
нуть α3, то α1>α2.

Вильнюсский Государственный Поступило в редакцию
университет им. В. Капсукаса 27.11.1970
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KAI KURIŲ GRUPINIŲ SPRENDIMŲ AKSIOMATINIAI APIBRĖŽIMAI

A. Morkel iūnas

(Reziumė)

Parodoma, jog egzistuoja tik vienintelė grupinio sprendimo taisyklė, tenkinanti 1 —5 aksiomas 
(žr. § 1). Taisyklė, apibrėžiama šiomis aksiomomis, formaliai sutampa su Gudmano — Markovico 
taisykle ([2], [4]). 1,2,4 aksiomos, 3, 5 modifikuotos aksiomos ir 6 aksioma vienareikšmiškai api­
brėžia kitą grupinio sprendimo taisyklę ([3], [4]). Tiek 1 —5 aksiomos, tiek ir 1,2, 3', 4, 5", 6 aksio­
mos (žr.^§ 2) nepriklausomos.

THE∣AXIOMATIC DEFINITIONS OF SOME GROUP DECISION RULES

A. Morkeliūnas

(Summary)

It is shown that there exists the only group decision rule which satisfies the axioms 1—5 § 1. 
The rule defined by these axioms formally coincides with the Goodman and Markowith rule (2 4). 
Axioms 1,2,4, modified axioms 3, 5 and axiom 6 uniquely define another group decision rule ([3], 
[4]). Axioms 1 —5 § 1 as well as axioms 1,2,3', 4, 5", 6 § 2 are independent.


